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Cercetarea pe temele propuse in proiect s-a concretizat in urmatoarele articole:

e [1] S. Dascalescu, C. Nastasescu gi M. Nastasescu, Strongly involutory func-
tors, trimisa spre publicare la Communications in Algebra.

e 2] D. Bulacu, S. Caenepeel, B. Torrecillas, Involutory (Dual) Quasi-Hopf Al-
gebras, trimisa spre publicare la Journal of Algebra.

e [3] G. Barad, On a remark of Loday about the Associahedron and Algebraic
K-Theory, acceptata de Analele Stiintifice ale Universitatii Ovidius Constanta. Se-
ria Matematica.

Prezentam in continuare principalele rezultate ale acestor lucrari.

In lucrarea [1] tema principala de studiu o constituie functorii tare involutivi pe
categorii abstracte. Daca C este o categorie, un functor tare involutiv pe C este un
functor contravariant F': C — C care actioneaza ca identitatea pe obiecte si pentru
care F(f) = f pentru orice morfism f in C. Exemplele care motiveaza studiul aces-
tor functori pot fi construite atunci cand consideram: (a) transpusa unei matrice,
unde matricele sunt privite ca morfisme de spatii vectoriale; (b) operatorul adjunct
al unui operator liniar si continuu intre spatii Hilbert; (c¢) inversul unui morfism
intr-un grupoid. Am studiat proprietati de baza ale functorilor tare involutivi. Am
considerat problema determinarii tuturor functorilor tare involutivi pe categoria F a
spatiilor vectoriale peste un corp dat. Pentru aceasta am studiat mai intai functorii
tare involutivi pe un schelet F; al lui F. Descrierea acestor functori care sunt si
K-liniari am dat-o in urmatorul rezultat.

Teorema. Pentru fiecare numar natural n consideram o matrice inversabila si-
metrica A, de tip n xn. Consideram si o mulfime (am,n)mmeer de elemente din K*
PENETU CATE Ol 1Oy p = Qi p PENETU OTEICE M, M, D € Ly Atunci functorul contravari-
antT : Fo — Fo care actioneazd ca identitatea pe obiecte si este definit prin T'(X) =
AmnAn X AL pentru orice m,n € Z si orice X € My, (K) ~ Hom (K™, K™) este
K-liniar st tare involutiv.

Mai mult, orice functor K -liniar si tare involutiv'T : Fo — Fy este de aceasta forma.

Mai mult, am clasificat acesti functori pana la o echivalenta naturala. Pentru a de-
scrie functorii tare involutivi si K-liniari pe F, am demonstrat urmatorul rezultat.



Teorema. (1) Fie C o categorie, Cy un schelet al sau si T : Cy — Co un func-

tor tare involutiv. Pentru orice M € C fie apy : M — My st vy @ My — M
izomorfisme pentru care apyy este T-invariant, si astfel incat pentru orice M € Cy
avem apr = Yy = Ly, Atunci functorul T = F(T, (an)arec, (Yar)amee) 1 C — C,
actiondnd ca identitatea pe obiecte si definit prin T(f) = yuT (an fay)vn" pentru
orice morfism f: M — N, este un functor tare involutiv gi T\c, = T.
(2) Fie U : C — C un functor tare involutiv pe C, i fie Uy restrictia lui U la
Co. Atunci pentru orice obiect M din C exista izomorfisme ap - M — My si
Y 2 My — M astfel incat apya este Ty-invariant, oy = Yy = 1 pentru orice
M € Co, si T = F(To, (an)mec, (Yar) mec)-

Am aratat ca functorii tare involutivi au aplicatii in extinderea conceptului de
inversa generalizata a unei matrice. Mai precis am demonstrat urmatorul rezultat.

Teorema. Fie C o categorie cu proprietatea ca orice morfism f din C se poate
scrie f = wov pentru un monomorfism u §i un epimorfism v (aceasta se intampla in
situatia in care C este categorie abeliana). Fie T : C — C un functor tare involutiv
cu proprietatea ca T(g) o g este izomorfism pentru orice monomorfism g. Atunci
pentru orice morfism f : M — N din C existd un unic morfism fi: N — M care
satisface urmatoarele proprietati.

(1) f=foffofsift=flofoff
(2) foflsiflof sunt morfisme T-simetrice.

Ca aplicatie a acestui rezultat am demonstrat urmatoarea.

Propozitie. Fie ¢ un automorfism al corpului comutativ K astfel incat ¢* = Id.
Presupunem ca Y ;- , ¢(a;)oy; = 0 dacd si numai dacd oq = ... = oy, = 0, pentru
orice aq,...,an, € K. Atunci pentru orice A € My, ,(K) existd o unica matrice
A" € M, (K) care satisface urmdtoarele proprietats.

(1) A= AATA i AT = ATAAT.
(2) (AAT)? = (AADY i (ATA) = (ATA).

In cazul in care K este corpul numerelor complexe si ¢ este conjugarea complexa,
un corolar al propozitiei de mai sus este celebrul rezultat al lui Moore si Penrose
privind inversa generalizata a unei matrice. Un alt corolar care prezinta interes il
obtinem pentru cazul in care K este un corp real inchis si ¢ este identitatea.

In lucrarea [2] sunt studiate algebrele quasi-Hopf involutorii. Din punct de
vedere al categoriilor monoidale, conceptul de algebra quasi-Hopf se defineste de
aga natura incat categoria (bi)reprezentarilor sale sa fie o categorie monoidala cu
dualitate la stanga si la dreapta. Astfel, orice concept legat de notiunea quasi-Hopf
trebuie sa aiba o interpretare braided monoidala. Cel putin asa este cazul in ceea



ce priveste algebrele quasi-Hopf quasi-triangulare, ribbon sau factorizabile. In cazul
algebrelor Hopf exista o interpretare monoidala pentru conceptul de involutorie, ea se
datoreaza lui Majid. Mai exact, pentru o algebra Hopf finit dimensionala H, patratul
antipodului are urma egala cu rangul reprezentarii teoretice a lui H sau al dublului
cuantic asociat lui H, D(H), considerat in categoria braided a reprezentarilor lui
D(H). In plus, corelat cu anumite rezultate recente ale lui Larson, Radford, Etingof
si Gelaki, acest rang este zero daca H nu este semisimpla sau cosemisimpla, in
caz contrar el coincide cu dimensiunea uzuala a lui H deoarece H este involutorie.
De aceea, intr-un articol recent am calculat rangul reprezentarii teoretice a lui H
si al dublului cuantic asociat lui H, D(H), pentru H o algebra quasi-Hopf finit
dimensionala, ajungand astfel la o plauzibila definitie a conceptului de algebra quasi-
Hopf involutorie.

Avand acest concept de algebra quasi-Hopf involutorie, in cadrul acestei faze
a proiectului, am aratat ca el este compatibil cu un un punct de vedere recent
datorat lui Etingof, Nikshych si Ostrik. Mai precis, daca k este un corp algebric
inchis de caracteristica zero iar H este o algebra quasi-Hopf involutorie atunci H
este semisimpla, functorul identitate si al doilea functor de dualitate al categoriei
reprezentarilor finit dimensionale peste H sunt izomorfi (ca functori monoidali), iar
pentru orice H-modul simplu finit dimensional, dimensiunea sa categoricala coincide
cu dimensiunea sa clasica. Mai mult, am calculat aceasta unica structura pivotala,
aratand ca ea este definita de elementul ce exprima patratul antipodului lui H
ca un automorfism interior. In continuare, ne-am axat in a determina clase de
algebre quasi-Hopf involutorii. Pornind cu H(2), o algebra quasi-Hopf involutorie de
dimensiune 2, aplicand constructii generale ca, bozonizarea sau dublul cuantic, am
obtinut noi exemple de astfel de algebre quasi-Hopf de dimensiune 4. Surprinzator
este poate faptul ca, lucrand cu algebre quasi-Hopf involutorii, am reobtinut un
contraexemplu ce arata ca daca doua algebre grupale sunt izomorfe atunci grupurile
ce le definesc nu sunt neaparat izomorfe. Pe langa alte rezultate de baza privind
algebrele quasi-Hopf involutorii, am mai demonstrat urmatoarele rezultate:

1. Daca H este o algebra quasi-Hopf involutorie peste un corp algebric inchis de
caracteristica zero, la fel este dublul sau cuantic D(H);

2. Daca H este o algebra quasi-Hopf involutorie semisimpla atunci caracteristica
lui £ nu divide dimensiunea nici unui H-modul simplu absolut finit dimen-
sional;

3. Daca H este o algebra quasi-Hopf involutorie ce nu este semisimpla atunci
caracteristica lui k divide dimensiunea oricarui H-modul proiectiv finit di-
mensional;

4. Pentru a determina toate structurile de algebra quasi-Hopf (involutorie) ce se
pot defini pe algebra grupala a grupului lui Klein am calculat al treilea grup de
coomologie al acestui grup, cu valori in £*. De fapt, am aratat ca acesta are,
in general, opt elemente speciale la care se adauga altele definite de k/k*®.



Notiunea de algebra quasi-Hopf nu este una duala. De aceea, am studiat si
algebrele quasi-Hopf duale care sunt involutorii. Deoarece ele sunt coalgebre in
sens uzual are sens sa le studiem din punct de vedere al integralelor, mai exact sa
definim concepte ca, co-Frobenius sau cosemisimplu. In cazul algebrelor Hopf, un
rezultat datorat lui Dascalescu, Nastasescu si Torrecillas afirma ca, peste un corp
de caracteristica zero, o algebra Hopf co-Frobenius si involutorie este cosemisimpla.
Folosind tehnici recent introduse, am aratat ca acest rezultat ramane valabil si in
cazul algebrelor quasi-Hopf duale involutorii.

Lucrarea [3] igi propune urmatoarele scopuri:
- Definim grupurile R(n). Ele genereaza un sistem de ecuatii de tip Yang-Baxter ce
unifica ecuatia Hopf si Yang-Baxter.
- Demonstram o remarca a lui J.L. Loday, expusa in cursul sau din 2006 din Polo-
nia, p.42 J.L.Loday, Cyclic Homology Theory, care afirma ca laturile asociedru-
lui, poliedru convex de dimensiune n, si care parametrizeaza arborii binari cu n
varfuri interioare, se pot decora cu elemente ale Grupului Steinberg al unui inel
A. Demonstram mai mult: si varfurile se pot decora cu elemente ale acestui grup
important in K-Teoria Algebrica.
Demonstratia se bazeaza pe introducerea unor noi grupuri, R(n). Scopul initial al
introducerii acestor grupuri a fost studiul distantei de rotatie intre arbori binari, iar
demonstratia din articol este o consecinta a studiului grupurilor R(n), din punct de
vedere algebric si din punctul de vedere al utilitatii in studiul distantei de rotatie.
- Grupurile R(n) interactioneaza formand o structura algebrica de Operad, similara
Grupurilor Braid de tip A.
- O clasa de reprezentari ale acestor grupuri sunt guvernate de un sistem de ecuatii
de tip Yang-Baxter:

R(1,2)S(1,3)R(2,3) = R(2,3)R(1,3)R(1,2)
R(2,3)S(1,3)S(1,2) = S(1,2)S(1,3)R(2,3)

- Grupurile R(n) si decorarea laturilor grafului de rotatie cu elemente din GL( Z, n)
ne permit sa demonstram algebric gi combinatorial ca diametrul Grafului de Rotatie
este 2n — o(1), rezultat demonstrat in 1988 de Thurston, Sleator si Tarjan folosind
estimari volumetrice din Geometria Hiperbolica.

O alta directie de investigatie a fost studiul coinelelor in categorii monoidale.
Notiunea de algebra sau coalgebra are sens in orice categorie monoidala (i.e., o cat-
egorie inzestrata cu produs tensorial, obiect unitate, constante de asociativitate si
constante de unitate la stanga si la dreapta). Chiar daca definitiile acestor notiuni
sunt generalizari imediate ale notiunilor de k-algebra si, respectiv, k-coalgebra (re-
formulate la nivel de diagrame comutative), semnificatia lor diferd de la o categorie
la alta. Spre exemplu, o algebra in categoria multimilor este un monoid iar in
aceasta categorie orice multime are o structura de coalgebra, in timp ce in catego-
ria lui Zunino o algebra este o algebra graduata dupa un monoid iar o coalgebra



este o familie de k-coalgebre indexata dupa o multime arbitrara; si exemplele pot
continua considerand categoria lui Turaev, categoria endofunctorilor, categorii de
module Yetter-Drinfeld etc. Similar, in orice categorie braided monoidala putem
introduce conceptul de bialgebra sau algebra Hopf. In felul acesta, multe concepte
si rezultate din teoria algebrelor Hopf si a grupurilor cuantice pot fi exlicate din
punctul de vedere al categoriilor braided monoidale. Mentionam aici notiunea de
bialgeba, de bialgebra quasi-triangulara, legatura dintre modulele Yetter-Drinfeld si
dublul cuantic construit de Drinfeld si teorema lui Radford privind structura unei
algebre Hopf cu proiectie.

Notiunea clasica de coring a fost introdusa de Sweedler in 1975 insa interesul
algebrigtilor pentru aceste structuri a aparut la sfarsgitul secolului trecut atunci cand
Takeuchi a aratat legatura dintre aceste obiecte gi modulele Doi-Hopf. In ceea ce ne
priveste, notiunea de coring se poate reformula intr-un limbaj monoidal. Mai exact,
daca A este o k-algebra atunci categoria de A-bimodule are o structura monoidal;
produsul tensorial este cel peste A, obiect unitate este A vazut ca A-bimodul in
mod natural iar constantele de asociativitate si unitate la stanga si la dreapta sunt
cele induse de pe categoria de spatii vectoriale. Astfel, un A-coring este exact o
coalgebra in categoria monoidala a A-bimodulelor.

Fiindca notiunea de algebra are sens in orice categorie monoidala, la fel ca si
categoria de A-bimodule, notiunea de A-coring are sens in orice categorie monoidala
ce satisface un set minimal de conditii. Mai exact, am considerat urmatorul context:
C o categorie monoidala, D o C-categorie si A o algebra in C. Pentru a avea un
“produs tensorial peste A” am presupus ca ambele categorii sunt cu, co-egalizatoare
iar pentru a construi izomorfisme ce produc constante de asociativitate a trebuit sa
presupunem ca A este co-plata la stanga si D-co-plata, iar orice modul stang peste
A in C este D-robust si robust. In aceste conditii am aratat ca subcategorie lui C
formata din A-bimodulele din C ce sunt D-robuste si robuste si D-co-plate si co-
plate la stanga, notatd cu ‘TC4, are o structurd monoidald iar categoria modulelor
drepte peste A din D are o structura de 'PC4-categorie. Astfel, un A-coring intr-o C-
categorie se defineste ca fiind o coalgebra in categoria monoidala 'PC 4 iar un comodul
la dreapta peste un astfel de A-coring este un comodul peste aceasta coalgebra in
"D 4-categoria modulelor drepte peste A din D. Considerand D = C am obtinut
notiunea de coring intr-o categorie monoidala, generalizand astfel conceptul clasic
de coinel introdus de Sweedler.

Avand aceste notiuni am aratat ca, categoria de comodule peste un coinel poate
fi identificata cu o categorie de coalgebre peste o anumita comonada indusa de acest
coring. Pentru aceasta, am demonstrat ca orice A-coring (in sens monoidal) de-
fineste o comonada pe categoria modulelor drepte peste A din D si ca, categoria
de coalgebre asociata aceastei comonade coincide cu, categoria de comodule peste
coinelul initial. Mai mult, am reusit sa descriem o clasa particulara de coringuri
si anume, cele ce se obtin din structuri monoidale ingemanate. Considerand A o
algebra in C si C' o coalgebra in categoria de transfer prin A am aratat ca pe obiec-
tul A ® C se poate defini o structurd de coring, in sens monoidal. In plus, am
demonstrat ca, comodulele peste acest coring determina categorii de module Doi-



Hopf in categorii monoidale, generalizand astfel rezultatul lui Takeuchi. Momentan,
incercam sa specializam aceste rezultate generale pentru categorii de tip Zunino sau
Turaev, dar si pentru categorii de module Hopf in “trei colturi”.



