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Cercetarea pe temele propuse in proiect s-a concretizat in urmatoarele articole:

e [1] M. Beattie, D. Bulacu, On the antipode of a co-Frobenius (co) quasi-
triangular Hopf algebra, acceptata spre publicare in Communications in Algebra.

e 2] G. Barad, A nonlinear equation which unify the quantum Yang-Baxter
equation and the Pentagonal equation. A Hopf algebra approach, acceptata spre
publicare la Bulletin Mathematique de la Societe des Sciences Mathematiques de
Roumanie.

Scopul lucrarii [1] este de a generaliza pentru algebre Hopf co-Frobenius (al-
gebre Hopf cu integrale nenule, de dimensiune posibil infinitd) anumite rezultate
demonstrate de catre Drinfeld si Radford pentru algebre Hopf quasitriangulare finit
dimensionale. Mai exact, in cazul finit dimenional puterea a patra a antipodului S
al unei algebre Hopf quasitriangulare finit dimensionale se poate exprima in functie
de elementele sale grupale distinse si de R-matricea ce defineste structura sa qu-
asitriangulars. In lucrarea [X] am aratat ca aceasta formula se extinde la cazul
co-Frobenius pentru algebre Hopf ce admit structuri quasitriangulare sau coquasi-
triangulare (adica acelea pentru care categoria sa de reprezentari sau coreprezentari
admite o structura braided monoidala). Lucrand in caz infinit dimensional tehni-
cile folosite de Drinfeld si Radford nu se mai pot utiliza, fie pentru ca nu putem
lucra cu baze duale, fie pentru ca spatiul integralelor din H este zero. Mai mult,
demonstratia in cazul coquasitriangular nu poate fi privita ca o dualizare a celei din
cazul quasitriangular. In consecinta, pentru cazul finit dimensional se obtin doua
demonstratii noi pentru rezultatul Drinfeld-Radford.

Un prim lucru de care ne-am ocupat a fost sa vedem cand puterea a doua a
antipodului unei algebre Hopf co-Frobenius este cointerior. In aceasta directie am
demonstrat urmatorul rezultat.

Propozitie. Fie H o algebra Hopf co-Frobenius cu 0 # \ € le*, sl a,«
elementele sale grupale distinse. Atunci urmatoarele afirmatii sunt echivalente,

(i) S? este cointerior;

(ii) Exista p,7 € (H ® H)* astfel incat, pentru orice h,l € H,

A(R) = p(hy @ 1) A(hola)T(hs @ I3).

Un alt rezultat ce a contribuit la demonstratia teoremei centrale in cazul quasi-
triangular este urmatorul.



Lema. Fie H o algebra Hopf co-Frobenius quasitriangulara cu elementele gru-
pale distinse @ € H si o € H*, si R-matrice R = R' ® R*> € H ® H. Atunci

ao = a(R)R? = b, = a (R*)R',
unde o' este inversul in convolutie al lui a.

In cazul finit dimensional egalitatea de mai sus arata ca orice algebra Hopf
factorizabila este unimodulara (adica a = ¢, counitatea lui H).

Pentru (H, R) o algebra Hopf quasitriangulara se definegte elementul sau Drin-
feld ca fiind v = S(R?*)R'. El exprimd S? ca un automorphism interior al lui H
insa, in general, el nu este un element grupal deoarece

Au) = (u®@u)(RyR) ™' = (RoiR) '(u ®u), unde Ry, := R* ® R'.

In orice caz, uv = uS(u)~! este element grupal si, mai mult, S* este automorphism
interior al lui H definit de wv. Mai mult, daca H este co-Frobenius atunci ea admite
doua elemente grupale distinse a in H, si respectiv a in spatiul dual H*. Un prim
rezultat important al acestei lucrari exprima legatura dintre uv, a i «, legatura
sugerata de urmatorul rezultat.

Lema. (i) Fie H o bialgebrd i v € G(H") un element grupal al dualei sale finite.
Daca R este un element inversabil din H® H ce satisface RA(h) = A°P(h)R, pentru
orice h € H, atunci Colnn,, = Inn,, unde

w e W, = {y(UU? v (RN R A~ ({UHU, y(R*)R'}
cu U! ® U? notatie formala pentru inversul lui R in H ® H.

Dac&, mai mult, R definegte o structurd quasitriangulara pe H atunci v(U!)U? =
yHRYR? iy~ (U)UY = y(R%) R
(i) Pentru o algebra Hopf quasitriangulara (H, R) functiile de la G(H?) la
Z(G(H)) date de
v ay = YRR sy by = 4(STH(R?)R' =4 {(R*)R!
sunt bine definite i morfisme de grupuri. In plus, avem ci W, = {a,-1,b,-1}.

Cu ajutorul acestor rezultate preliminarii s-a putut demonstra urmatoarea for-
mula pentru S%.

Teorema. Fie (H,R) o algebra Hopf co-Frobenius quasitriangulara cu ele-
mentele grupale distinse a € H si « € H*. Dacd u = S(R*)R! si v = S(u)™!
atunci

uwv = vu = ab, = aay,.

In consecintd, S* este automorphismul interior al lui H definit de elementul grupal
ab, = aay,.

Formula din enuntul teoremei am aplicat-o pentru urmatoarele situatii.

Consecinta 1. Fie (H, R) o algebra Hopf co-Frobenius quasitriangulara.



(i) Dacd o = € atunci S(u)'u = vu = a, deci S(u) 'u nu depinde de R.
(i) S(u) = u daca si numai daca a, = a™'.

Consecinta 2. Pentru L = Hpg, algebra Hopf quasitriangulara minimala aso-
ciata lui H, urmatoarele afirmatii sunt echivalente:

(1) ajp = ag.
(ii) oy este ay restrictionat la L.

(iil) x 1 este x g restrictionat la L, unde x este automorfismul Nakayama genera-
lizat.

S-a mai aratat ca, in general, se poate intampla ca a; # ay sau, echivalent,
ca ay # ay, pentru L = Hp, algebra Hopf quasitriangulara minimala asociata
lui (H, R). Exemplu gasit este urmatorul. Se considera k un corp comutativ de
caracteristica diferita de 2 gi se ia H = H,, algebra Hopf a lui Sweedler de dimensiune
4 peste k. Ea este generata de elementul grupal g si de elementul (1, g)-primitiv z,
cu relatiile g = 1, 22 = 0 §i gz = —xzg. Se stie cd (H, R) este quasitriangulard cu

1
R:§(1®1+1®g+g®1—g®g).

Pentru acest caz avem ca L = k[(g)] este o algebra Hopf semisimpla gi cosemisimpla
si, deci, ap, = 1 si af, = €. Pe de alta parte Insd ay = ¢ i ay(g'a?) = 6,0(—1)", prin
urmare ay, # ag $i ar # ag.

In cazul coquasitriangular s-au demonstrat rezulte similare insa cu tehnici total
diferite (fiindca, aga cum am mentionat deja, dualizarea formala nu se poate aplica
n acest caz).

Un prim rezultat obtinut este urmatorul.

Lema. (i) O bialgebra H ce admite o forma biliniara o € (H ® H)* inversabila
in convolutie si satisfacand lyhyo(ha,ls) = o(hq,l1)hsls, pentru orice I, h € H, are
proprietatea ca un automorphism interior indus de catre un element grupal este de
asemenea cointerior. Mai exact, dacd g € G(H) atunci Inn, = Colnn,, unde

weWy:={o(—,9),0(g.-),0(g”", =), 0 (=g ")}

(i) Fie (H,0) o algebra Hopf coquasitriangulara. Pentru g € G(H) definim «
si B, in H prin oy = o(—, g7 "), si respectiv 8, = o(g,—). Atunci a, si §, sunt
elemente din Z(G(H")) iar functiile de la G(H) la Z(G(H")), g — «, si g — B,
sunt bine definite si morfisme de grupuri. Mai mult, in acest caz W, = {a,-1, B,-1}.

Daca H este algebra Hopf co-Frobenius atunci formula ce exprima puterea a
patra a antipodului se poate rescrie sub forma a * S* x a~! = Inn,. Deci, in situatia
in care H admite gi o structura coquasitriangulara data, sa zicem, de o atunci
54 = Colnny -1 = COInna—l*aa71 = CoInnafl*ﬁafl. Pentru ca a, si 6, comuta cu
orice element grupal al lui H° se obtine ci S* = Colnng,,-1 = CoInnaa,l*aﬂ =
CoInnﬁail*wl.



Rezultatul central din cazul coquasitriangular spune de fapt ca toate aceste
elemente ce-1 definesc pe S* ca un automorfism cointerior al lui H coincid.

Teorema. Fie (H,o) o algebra Hopf co-Frobenius coquasitriangulara cu ele-
mentele grupale distinse a € H §i o € H*. Daca u,v € H* sunt definite prin
u(h) = o(hse, S(h1)) si v(h) = o(S(h1), he), pentru orice h € H, atunci

1 1

U kv =0v%xu - =ax* [, =axaq,

unde a, = o(—,a™ ') si B, = o(a,—) sunt elemente grupale ale dualei finite H® a
lui H. In consecints, S* este automorfismul cointerior al lui H definit de elementul

grupal ux v ' =atx a1 = a7 x 3,1 al lui HY.

Similar cu cazul quasitriangular se obtine urmatorul corolar.

Consecinta. Fie (H,0) o algebra Hopf co-Frobenius coquasitriangulara cu
elemente grupale distinse a € G(H) si a € G(H"). Atunci:

(1) Qq = ﬁa'

(ii) Dacd a = 1 atunci u™!

* v = a, deci u™! * (u 0 S) nu depinde de o.

1

(iii) uo S = u dacd si numai dacd o, = a~! (sau, echivalent, 3, = a™1).

In ultima parte a lucrarii am exemplificat rezultatele obtinute pentru diverse
clase de algebre Hopf co-Frobenius coquasitriangulare. Un prim exemplu in aceasta
directie a fost urmatorul.

Exemplul 1. Pentru ¢ un element din k£ ce nu este o radacina a unitatii luam
H sa fie algebra Hopf k[SL,(2)]. Deoarece H este cosemisimpla elementul grupal
distins a € H este egal cu 1.

Calculul elementului grupal distins din G(H?) se poate face in doud moduri. Pe
de o parte avem nevoie de structura de algebra a lui H si de forma unei integrale
nenule. Mai exact, H este generata ca algebra de x;;, 1 < i < 2, cu relatiile

TimTin = qTinTim, ¥V N <M,
TjmTim = QTimTjm, YV @< J,
TjnTim = TimTjn, V 1 <J si n<m,

-1
T11T22 — ¢ T12T21 = 1 = TooT11 — qX12%21,

iar 0 # X € le este data de

M(@12221)") = (=1)"/[n + 1] unde [i} = (¢' —q¢) /(e —¢7") ,

si de faptul ca A trimite orice alt element al bazei canonice a lui H (anume aceea
definitd de elementele ce au forma 2%, 27,25 2}, cu i, 4, k, | € N astfel incat fie i = 0,
fie [ = 0) in 0. Atunci elementul o € G(H") se determina ca fiind

a(xy) = q? a(z12) = a(r21) =0, axyw)= 7,



pe generatorii de algebra ai lui H, dupa care se extinde prin asociativitate si liniari-
tate pentru orice element al lui H.

Pe de alta parte insa (H, o) este coquasitriangulara cu o dat de

0(351171‘11) (1U22,l‘22) q
0(351179522) (3322,331 ) q -t 2;
o(T12,T21) = /2( )

o (i, Tst) = 0 altfel .

Cum « = u~! % v, ca o consecintd a celor demonstrate se pot calcula « si y direct

din o si S, fara a utiliza forma integralei nenule.

Un al doilea exemplu ce a fost prezentat este interesant si prin prisma faptului ca
prezinta o algeba Hopf co-Frobenius infinit dimensionala ce are antipodul de ordin
finit.

Exemplu 2. Fie H algebra Hopf generata ca algebra de g, x cu g element grupal
i « element (1, g)-primitiv, i.e.,

Alg)=g®g, elg)=1siA(r) =ger+rel, &x)=0.

Multiplicarea din H este complet determinaté de gz = —x¢ si 22 = 0. Antipodul lui
H este dat de S(g) = g7' si S(x) = —g~'a, prin urmare S* este morfismul identitate
asociat lui H.

Se arata ca H este o algebrd Hopf co-Frobenius punctatd de dimensiune infinita,
cul # \ e le definita de A(¢g'a?) = 6; _1d;1. Mai mult, elementele sale grupale
distinse sunt date de

a:g_lx/—)\:g_l
x(9) = —g, x(x)=—x ,ceea ce implici a(g'a?) = d;0(—1)".
Ca o consecinta se obtine ca a *x a = ¢.

Pe de alta parte se aratd ci o : H®@ H — k dati de o(g'a?, g'z®) = 500;0(—1)%,
conferd lui H o structurd coquasitriangulard in raport cu care u(g'a?) = §;0(—1)".
Prin urmare, pentru acest exemplu, avem cAu=v=u"'=vl=a=a, =0, .

Lucrarea [2], a carei elaborare incepuse in prima etapa a anului 2009, a fost
revizuita si corectata, fiind acceptata spre publicare.



