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Mentionam ca cercetatorii in formare sunt autori ai articolelor [4] (intr-o revista
cotata ISI), [5] (acceptata pentru publicare) si [10] (trimisa spre publicare). Unul dintre
cercetatorii in formare, Ana Tudorache, si-a sustinut teza de doctorat, teza fiind alcatuita

in mare parte din rezultate obtinute in cadrul acestui contract de cercetare.
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In lucrarea [1] am calculat, in mod explicit, toate structurile braided monoidale ce se
pot defini pe o categorie de k-spatii vectoriale graduate dupa grupul lui Klein. Acest fapt
revine la a calcula explicit al 3-lea grup de coomologie, respectiv al 3-lea grup abelian de
coomolgie al lui Ca x Cs cu coeficienti in £*. Exista tehnici de algebra omologica, respectiv
teorema Filenberg-Mac Lane, care permit descrierea acestor grupuri de coomologie pana
la un izomorfism, insa acestea nu permit obtinerea efectiva a claselor de coomologie. Acest
ultim fapt nu se poate obtine decat printr-un calcul efectiv, de multe ori extrem de tehnic.
In cazul de fata acesta s-a redus la calculul aga numitilor 3-cociclii happy. Am demonstrat
in final ca exista trei tipuri de 3-cociclii normali si happy, notati cu ¢x, h, si respectiv gy,
unde X este o submultime a lui Cy x Cy ce nu contine elementul unitate iar a,b € k*. Am
mai aratat ca ¢x nu este cofrontiera pentru X nevida, h, este Intotdeauna cofrontiera iar
gp este cofrontiera daca si numai daca b admite o radacina in k*. Toate aceste rezultate
au dus la obtinerea explicita a elementelor lui H3(Cq x Ca, k*), atat in caracteristica 2 cat
$i in cea diferita de 2. Mai exact,

Zj(Cy x O, k") = {ox | X # 0} x {gp | b € kK*} x {ha | a € k*},
de unde am dedus ca, pentru un corp arbitrar k,
H3(Cy x Co, k*) = Cy x Cy x Cy x k*/k*@),

Avand forma explicita a reprezentantilor 3-cociclilor normali am trecut la calculul celor
abelieni; i-am determinat in mod explicit gi i-am pus in corespondenta bijectiva cu formele
patratice ce le corespund prin teorema Eilenberg-Mac Lane. Daca k nu contine o radacina
primitivi de ordin 4 a unitiitii atunci existd 8 braidinguri neizomorfe pe Vect®2*¢2, toate
corespunzand 3-cociclului trivial. Daca k contine o radacina primitiva de ordin 4 a unitatii
atunci avem, in plus, 24 de braidinguri neizomorfe, aceastea din urma corespunzand lui
¢x cu X de cardinal 2. In ambele situatii Vect®2*¢? admite doar 4 structuri simetric
monoidale neizomorfe. Toate aceste rezultate ne-au permis in final sa calculam 3-cociclii
Harrison si, implicit structuri de algebra quasi-Hopf, pentru un grup ciclic finit si respectiv
pentru grupul lui Klein. Calculul anumitor 3-cociclii cofrontiera ai lui C, si Ca x C2 ne-au
permis de asemenea descrierea unor clase noi de algebre Hopf slabe in anumite categorii
vectoriale de spatii graduate.

In lucrarea [2] au fost investigati functori intre categorii abelienecare au un adjunct
la stanga si un adjunct la dreapta similari. Acesti functori sunt numiti quasi-Frobenius.
Este introdus conceptul de bimodul quasi-Frobenius si sunt caracterizate aceste obiecte cu
ajutorul functorilor quasi-Frobenius. Sunt prezentate aplicatii la inele graduate si coinele.
Astfel, se demonstreaza ca dacd R este un inel graduat dupa grupul G, cu element neutru
e, atunci functorul asociat (—). este quasi-Frobenius daca si numai daca R, este R.-modul
stang finit generat si proiectiv pentru orice x € G si R, ~ Coind(R,.). Sunt caracterizati
functorii quasi-Frobenius intre categorii de module peste coinele si este obtinuta o versiune
a teoremei privind inelul de endomorfisme pentru extinderi quasi-Frobenius in termeni de
coinele.

In lucrarea [3] se arata ca orice algebra Clifford corespunzatoare unui spatiu patratic
regulat admite o structura de algebra Hopf slaba intr-o categorie de spatii vectoriale grad-
uate, echipata cu o anumita structura simetric monoidala. Este bine stiut ca o algebra
Clifford de tipul C(q1,- - ,qn) cu g; # 0, pentru orice 1 < i < n, este o deformare a alge-
brei grupale k[(Z2)"] printr-un 2-cociclu normal F'. Acest lucru se poate proba direct prin
calcul sau se poate obtine inductiv printr-un aga numit proces Clifford pentru algebre. In
lucrarea [2] am inventat un proces Clifford pentru coalgebre dupa care am demonstrat ca
toate coalgebrele produse de acesta, din corpul de baza k privit canonic ca o coalgebra
involutiva, se identificid cu anu-mite deformari ale coalgebrei grupale k[(Z2)"], prin acelasi
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2-cociclu F' din cazul algebrelor Clifford. In consecinta, prin doua procese distincte s-au
obtinut pe acelasi spatiu vectorial, k[(Z2)"], doua structuri duale: de algebra si respectiv
coalgebra. Cum cea de algebra corespunde uneia de algebra Clifford rezulta ca orice astfel
de algebra admite si o structura de coalgebra.
Structurile Clifford de algebra si coalgebra obtinute sunt cele din sensul clasic insa impreuna
nu definesc o structurad de tip Hopf in sens obisnuit. Mai exact ele produc o structura de
algebra Hopf slaba in categoria de spatii vectoriale graduate dupa (Zso)", privita ca o cat-
egorie monoidala stricta si echipata cu braiding-ul definit de 3-cociclul abelian indus de
F~1. In acest fel o (co)algebri Clifford admite o (Zs)"-graduare in raport cu care ea poate
fi privita ca o (co)algebra (co)comutativa in sens braided monoidal. Este o graduare noua,
diferita de Zs-graduarea din cazul clasic.
Acest prim set de rezultate pe care le-am obtinut le-am aplicat pentru algebra de numere
complexe, algebra generalizata a cuaternionilor gi, respectiv, C(q1,¢2,q3), dupa care am
identificat aceste obiecte, la nivel Zo-graduat sau negraduat, cu alegbre si coalgebre de
matrice, inzestrate cu aga numita graduare “checkerboard”. Acest fapt a fost vital in
demonstratia unei teoreme de structura pe care am prezentat-o. Mai exact, in functie de
paritatea dimensiunii spatiului patratic, o algebra Hopf slaba de tip Clifford este produsul
tensorial din Vect%"’1 a m — 1 algebre si coalgebre Zs-graduate in mod trivial cu un ultim
factor o algebra si coalgebra generalizata fie de cuaternioni, fie de numere complexe, de
data aceasta echipata cu o Zs-graduare netriviala.
O categorie de spatii vectoriale finit dimensionale si graduate dupa un anumit grup G este
o categorie rigida. Din acest punct de vedere, am mai aratat ca o algebra Hopf slaba de
tip Clifford este selfduala si ca izomorfismul dintre ea si duala sa, pe care l-am construit
in mod explicit, produce pe aceasta o structura de algebra Frobenius, respectiv coalgebra
coFrobenius, in sens rigid monoidal.
Lucrarea se incheie cu studiul periodicitatii 8 pentru algebrele H(,)Ef slabe de tip Clifford.
S-a ariitat ci pentru orice p,q € N avem CP84 =2 COP4+8 = N1(CPY), ca algebre si
coalgebre Zo-graduate si, deci, descrierea tuturor algebrelor Hopf slabe de tip Clifford ce
sunt de forma CP4 se reduce la calculul lui CP¥ si C%P cu 1 < p < 7. Acestea din urma
au fost descrise complet; ele sunt produse tensoriale/algebre de matice graduate complet
determinate de

X =k[i], Y=H, Z=Fk[Zy)) 5 W =0%= (1;> :
In cazul in care k contine o radacina primitiva de ordin 4 a unitatii, pe care am notat-o
cu i, atunci la nivel negraduat avem urmatoarele identificari:

CO0 =k, W= % =k x k, C*0 =% = My(k),

C?0 22 C%3 = My(k) x Ma(k), C*° = C%* = My(k),

Co0 22 C% = My(k) x My(k), C*° = C%0 = My(k),
§i, respectiv, CT0 = CO7 = Mg (k) x Mg(k).

In lucrarea [4] sunt studiate obiectele regulate in raport cu un generatorintr-o cate-
gorie Grothendieck care nu este neaparat local finit generata. Folosind si tehnici de inele
graduate, este demonstrat urmatorul rezultat.

Teorema. Fie A o categorie aditivd. Atunci urmdtoarele conditii sunt echivalente.
(i) M este N-regulat pentru orice obiecte M gi N din A.
(i) End 4(M) este un inel requlat von Neumann pentru orice obiect M din A.
Mai mult, daca A este o categorie Grothendieck si (U;)ier este o familie de generatori din
A, atunci conditiile (i) si (ii) sunt echivalente cu fiecare din conditiile urmatoare.
(i1i) A este o categorie spectrald.
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(iv) Orice obiect M din A este U;-regulat pentru orice i € 1.
(v) Ezista un cogenerator C' al lui A care este Uj-regulat pentru orice i € 1.

Folosind teorema Gabriel-Popescu este demonstrat urmatorul rezultat.

Teorema. Fie A o categorie Grothendieck cu generator U. Fie M € A un obiect
U-regulat. Atunci inelul de endomorfisme End 4(M) este self-injectiv dacd i numai daca
M este quasi-injectiv, si in acest caz End 4(M) este un inel requlat von Neumann.

De asemenea sunt demonstrate gi urmatoarele.

Teorema. Fie A o categorie Grothendieck care are un generator quasi-injectiv U.
Daca (M;)ier este o familie de obiecte U-regulate din A, atunci [[;c; M; este U-regulat.

Teorema. Fie A o categorie Grothendieck care are un generator quasi-injectiv U care
este U-regulat. Atunci orice obiect fara U-torsiune este U-regulat.

In lucrarea [5] este data o descriere completd a graduarilor dupa grupuri abeliene finite
ale inelului de polinoame incrucigate k[ X|[Y, ¢], unde ¢ este un k-automorfism al lui k[X].

In lucrarea [6] sunt studiate conditii de finitudine pentru coalgebra de incidenta IC(X)
a unei multimi partial ordonate local finite X. Se demonstreaza ca orice subcoalgebra a
lui IC(X) are o baza formata din segmente si se demonstreaza ca IC(X) este local finita.
Sunt descrise anvelopele injective ale comodulelor simple peste IC(X) si se determina
situatiile in care IC(X) este semiperfecta la stdnga (respectiv dreapta). Se determina
formele biliniare balansate pe IC(X). Ca o consecinta sunt descrise situatiile in care
coalgebra de incidenta este co-Frobenius.

Corolar. Fie C = IC(X). Urmatoarele afirmatii sunt echivalente.
(1) C este quasi-co-Frobenius la dreapta.
(2) C este quasi-co-Frobenius la stinga.
(8) C este co-Frobenius la dreapta.
(4) C este co-Frobenius la stanga.
(5) C este cosemisimpla.
(6) Relatia de ordine pe X este egalitatea.

Scopul lucrarii [7] a fost descrierea unei categorii de module Doi-Hopf asociate unei
coalgebre grup-Hopf ca o categorie de module graduate. Chiar daca un astfel de obiect
este o algebra Hopf braided in categoria lui Turaev Ty, rezultatul dorit nu se poate deduce
din teoria generalad a categoriilor braided monoidale pentru ca 7, nu este o categorie cu
dualitate. Ceea ce se poate spune insa este faptul ca avem un functor dualitate, insi cu
valori In Zj, categoria lui Zunino. Mai precis, o coalgebra grup este o coalgebra in Tg,
insa duala sa este este o algebra in Zj, mai exact o algebra graduata. In plus, categoria
reprezentarilor unei astfel de algebre are ca obiecte modulele graduate dupa o G-multime,
insa morfismele se pot defini in doud moduri, de aga natura Incat in primul caz avem un
functor uitare in 7y iar in cel de-al doilea caz un functor uitare in Zj. Pentru a determina
izomorfizmul dorit, mai intai am definit notiunea de algebra graduata dupa o data Doi-
Hopf discretd, adica dupa o data Doi-Hopf in categoria multimilor. Am caracterizat acest
tip de algebre graduate si am aratat ca ele se gasesc intr-o corespondenta bijectiva cu
functorii lax dintre anumite 2-categorii. In plus, doua clase de astfel de algebre graduate
au fost construite, anume algebre produs incrucisat si respectiv algebre produs incrucigat
de tip Koppinen. Dupa aceasta am definit notiunea de modul graduat dupa o data Doi-
Hopf discreta, le-am caracterizat si am prezentat cateva exemple de astfel de obiecte. Ca
si categorii de reprezentari, agsa cum am explicat mai sus, acestea produc doua categorii

G,A,X) G,A,X)

pe care le-am notat cu ’Té i, respectiv, 21(4 .



Pentru (H, A, C) data Doi-Hopf in 7j, am aritat ca
RS > T 5 2G> 20

unde A este algebra (G, A, X)-graduata construita ca o algebra produs incrucigat din data
Doi-Hopf initiala. Este unul dintre rezultatele centrale ale acestei lucrari care, printre
altele, ne-a permis gi definirea dublului cuantic pentru o coalgebra grup-Hopf. Mai exact,
am identificat o categorie de module Yetter-Drinfeld cu una de module Doi-Hopf (ambele
in 7), dupa care, printr-o teorema de tip reconstructie, am definit pe algebra graduata
rezultatda o structura de grup coalgebra. In aceastd directie, rezultatul crucial a fost
urmatorul:

Teorema. Pentru G grup si A o algebra G-graduata exista o corespondenta bijectiva
intre structurile G-graduate de bialgebra ale lui A si structurile monoidale pe ZE pentru
care functorul canonic uituc este monoidal.

Via acesta corespondenta bijectiva am dedus structura lui D(H) de coalgebra grup-
Hopf, respectiv de bialgebra (algebra Hopf) G-graduata. Pentru ca o categorie de module
Yetter-Drinfeld se identificd cu o anumita categorie centru ea este o categorie pre-braided,
respectiv braided in cazul in care H este de tip finit. Ca o consecinta a acestui rezultat
general a aparut notiunea de bialgebra G-graduatd quasitriangulara. Mai precis, sunt
acele bialgebre G-graduate pentru care categoriile lor de reprezentari admit o structura
braided monoidals. In finalul lucrérii am aritat c& D(H) este o algebrii Hopf G-graduati
quasitriangulara iar categoria sa de reprezentari este braided izomorfi cu categoria de
module Yetter-Drinfeld peste H. Intr-un appendix am explicat cum se pot introduce in
mod natural, cu ajutorul categoriilor braided monoidale, alte categorii de module Yetter-
Drinfeld, diferite de cele deja introduse si studiate de catre Virelizier.

In lucrarea [8], consideram un context Morita (R, S,rMgs,sNg, f,g) si inelul general-

R RrMg A R M
<N g ].FleT:[N, o
astfel de inel asociat unui alt context Morita. Scopul principal al lucrarii este sa studieze
multimea Iso(7T,T") a izomorfismelor de inele intre T gi 7”. Interesul de a studia aceasta
problema este motivat de : (i) problema de a determina grupul automorfismelor inelului
T (ii) probleme de recuperare a placilor nediagonale dintr-un astfel de inel generalizat de
matrice. Introducem doui clase Iso}(T,T") si Iso}(T,T") de izomorfisme de la T la T’, a
cdror reuniune disjunta este notata cu Isog (7', 7”). Descriem Isog(T,T") folosind structurile
de inel Z-graduat ale lui T si 7. Rezultatul principal este urmatorul.

izat de matrice asociat acestui context T = [ ] un alt

N S N’
Morita astfel incat inelele R’ si S' sunt indecompozabile si cel putin unul dintre M’ si N’
este nenul. Atunci au loc urmatoarele:
(1) Isod(T, T") este multimea izomorfismelor semigraduate de la T la T'.
(2) Isob (T, T") este multimea izomorfismelor anti-semigraduate de la T la T'.
In particular, Tsoy (T, T") C Tsoo(T, T").

/ !
Teorema. Fie T = [ &M ] si T = [ R ]\‘5/{, } inele asociate unor contexte

De asemenea se demonstreaza ca Isog(T,7") = Iso(7,T") in situatia in care R, S, R’ si
S’ sunt inele care au numai idempotenti triviali si toate aplicatiile Morita din cele doua
contexte sunt nule. In particular, aceasta arata ca grupul automorfismelor lui T este
complet determinat.

In lucrarea [9] este demonstrat ca o coalgebra de drumuri KT a unui quiver I' este
co-Frobenius la stanga daca gi numai daca I' consta doar din puncte (adica nu are sageti).
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O abordare similara, folosind coreprezentarile coalgebrei, arata ca un rezultat de acelasi
tip are loc pentru coalgebra de incidentd IC(X) a unei multimi ordonate local finita.
Consideram in continuare o clasd mai larga de coalgebre, si anume subcoalgebre ale lui
KT care au o baza formata din drumuri (numite subcoalgebre de drumuri) si subcoalgebre
arbitrare ale lui /C(X), care au intotdeauna o baza formata din segmente. Determinam
formele biliniare balansate pe aceste tipuri de coalgebre. Descriem algebric situatiile in
care o coalgebra din una dintre aceste doua clase este co-Frobenius la stanga. Apoi obtinem
o clasificare geometricd completa a subcoalgebrelor de drumuri.

Teorema. Fie C' o subcoalgebrd de drumuri a coalgebrei KT', i fie B o bazd de
drumuri pentru C. Atunci C' este co-Frobenius la stanga daca $i numai daca CNT = | |T,

o reuniune disjuncta de sub-quivere ale lui I', de unul din tipurile A, Ao o sauZCn,
n > 1, si subcoalgebra de drumuri C; a lui KI'; generatd de drumurile din B continute in
I'; este de tip K[Aoo, 7] daca Ty = A, de tip K[Agoo,7] dacaT'; = Ag o, de tip K[C,,, s]
cus>1dacal; =C,, n>1, gi de tip K daca I'; = Cy. In acest caz C = @ C;, in

(2
particular subcoalgebrele co-Frobenius la stanga sunt sume directe de coalgebre de tipurile
K[AOO? T]) K[AO,OO7 r]; K[Cn, S] or K.

Pentru subcoalgebre ale coalgebrelor de incidenta situatia geometrica este mult mai

complicata, si dam mai multe exemple care demonstreaza acest lucru. De asemenea, dam
exemple de subcoalgebre ale coalgebrei de drumuri care sunt co-Frobenius la stanga, dar
nu sunt subcoalgebre de drumuri, si nici macar nu sunt izomorfe cu subcoalgebre de dru-
muri.
Cu scopul de a construi grupuri cuantice cu integrale nenule investigam cand o subcoalgebra
de drumuri co-Frobenius poate fi inzestrata cu o structura de algebra Hopf. Rezolvam
complet aceasta problema in cazul in care corpul de baza are radacini ale unitatii de orice
ordin (in particular cand este algebric inchis de caracteristica zero). De asemenea inves-
tigam proprietatea de coreflexivitate pentru subcoalgebre de drumuri si subcoalgebre ale
unei coalgebre de incidenta. Pentru orice astfel de coalgebra C' demonstram ca C' este
coreflexiva daca si numai daca coradicalul Cjy este coreflexiv. De asemenea, aratam ca
produsul tensorial a doua coalgebre coreflexive de acest tip este coalgebra coreflexiva.

In lucrarea [10] este data o descriere a gradudrilor pe o algebra de polinoame intr-un
numar finit de nedeterminate dupa un grup abelian. Se demonstreaza ca orice Cy, x Cp-
graduare pe k[X1, ..., X,] se obtine dintr-o pereche de Cy, si Cp-graduari compatibile, iar
apoi se obtine o extindere a acestui fapt pentru un produs finit de grupuri ciclice. Sunt
investigate si graduari dupa anumite grupuri neabeliene mici.

Lucrarea [11] se ocupa de problema regularitatii in sens von Neumann a urmatoarelor
doua tipuri de produse smash: (1) produsul smash R#G asociat unui inel R graduat
dupa un grup G; (2) produsul smash R#A al unui inel R graduat dupa grupul G cu
o G-multime finita A. Este de asemenea investigata legatura intre regularitatea inelului
R+# A i regularitatea categoriei R-modulelor A-graduate.

In lucrarea [12] este introdus conceptul de subcategorie localizanta stabila in orice
categorie Grothendieck, ca o subcategorie localizanta care poate fi scrisd ca o intersectie
de subcategorii localizante definite de obiecte injective indecompozabile. O categorie
Grothendieck In care orice subcategorie localizanta este stabild se numeste local stabila.
Este demonstrat ca:

Teorema. Fie A o categorie Grothendieck si C o subcategorie localizanta. Atunci A
este local stabila daca si numai daca C gi AJ/C sunt local stabile.



Teorema. Orice TTF-clasa a unei V-categorii local finit generate este stabild.

Sunt date exemple si aplicatii la categorii de comodule peste o coalgebra, la catego-
ria modulelor peste un inel noetherian si la categoria modulelor graduate peste un inel
graduat.



