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Cercetarea pe temele propuse in proiect s-a concretizat in urmatoarele articole:

e [1] D. Bulacu, The weak braided Hopf algebra structure of some Cayley-
Dickson algebras, J. Algebra 322 (2009), 2404-2427.

e [2] S. Dascalescu si C. Nastasescu, Coactions on spaces of morphisms, Algebras
and Representation Theory 12 (2009), 193-198.

In lucrarea [1] se arati c& orice algebra obtinutd printr-un proces Cayley-Dickson
ce are ca data initiala un corp, este o algebra gi o coalgebra graduata in interiorul
unei categorii monoidale. Mai exact, Alburquerque si Majid au aratat ca orice ast-
fel de algebra se identifica cu o algebra grupala a carei multiplicare se deformeaza
printr-un 2-colant. Acest lucru se probeaza inductiv gi permite o determinare exacta
a grupului si a colantului in functie de grupul si colantul anterior din proces. De
remarcat este faptul ca din aceasta familie de algebre fac parte algebra numerelor
complexe, cuaternionii, octonionii, sedenionii, etc. Astfel, parte din aceste algebre,
anume cele ce nu sunt asociative sau comutative in sens obignuit, devin asociative
si comutative In categorii de spatii vectoriale graduate dupa o suma directa finita
de copii ale grupului ciclic de ordin 2. Scopul lucrarii [1] a fost sa introduca struc-
turi duale pe aceste obiecte, mai exact structuri de coalgebre graduate in aceleasi
categorii 1n care ele devin algebre asociative comutative. Pentru aceasta s-a definit
mai Intai un proces Cayley-Dickson pentru coalgebre. Mai precis, pentru k un corp
de caracteristica diferita de 2, procesul Cayley-Dickson pentru coalgebre asociaza
unei k-coalgebre de involutie finit dimensionala (C, o) una noua, de dimensiune
dubla, (C",0"). C" = C x C = C @ vC, ca si k-spatiu vectorial, unde perechile
(e,d) € C' x C se identifica cu expresii de forma ¢+ vd via ¢ = (¢, 0) si vd = (0, d),
¢,d € C. Comultiplicarea A’ a lui C” este definita de

1 1
A(c) = 5(01 R g —VEg @ vey) si Al(ve) = §(C_1® vy + Vey R ),

pentru orice ¢ € C, unde A(c) = ¢; ® ¢z este notatia sigma pentru comultiplicarea
A alui C,iar C'3 ¢+ ¢ € C este morfismul de involutie o al lui C'. Counitatea &’
si involutia ¢’ a lui C’ sunt date respectiv de

'(c) = 2e(e), €'(ve) =05i o'(c) zla(c) =7¢, o'(ve) =—ve, VeeC.



S-au descris dupa aceasta toate coalgebrele graduate ce se obtin din procesul
Cayley-Dickson pentru coalgebre din data initiala (k,Id;). Ele sunt toate de forma
descrisa de rezultatul general de mai jos.

Propozitie. Fie G un grup finit abelian st F' un 2-colant pe G cu coeficienti in
k*, unde k este un corp astfel incat | G |# 0 in k. Dacd k¥ |G| este spatiul G-graduat
k[G] echipat cu comultiplicarea A si counitatea ep date respectiv de
1
Ap(z) = Gl Y Fluu'z) u@u e i ep(x) =| G| bre,

ueG

pentru orice x € G, unde 0, este simbolul lui Kronecker, atunci k¥ [G] este o qua-
sicoalgebrd cocommutativa graduatd dupd G, cu asociatorul Ao(F™1).

Un pas necesar in descrierea efectiva a acestor coalgebre graduate este urmatorul.

Lema. Coalgebra de involutie corespunzatoare prin procesul Cayley-Dickson pen-
tru coalgebre lui (k,1dy) este izomorfa, ca o coalgebra de involutie, cu coalgebra de
involutie standard k¥'[Zy), unde F : Zy x Ly — k* este definit de F(x,y) = (—1)2Y,
pentru orice T,y € Zso.

In particular, se obtine ca algebra de numere complexe k[i| peste k are o structura
de Zo-coalgebra graduata. Comultiplicarea este data de

A’(l):%(l@l—i@i) i A’(i):%(1®i+i®1),

iar counitatea este definita de €'(1) = 2 si £'(i) = 0, unde {1,1i} este baza canonica
a lui k[i].

Ca i in cazul algebrelor Cayley-Dickson, coalgebrele Cayley-Dickson obtinute
din k& sunt deformari ale lui k[G] printr-un 2-colant F. Afirmatia s-a probat prin
inductie matematica, acest lucru fiind posibil datorita urmatorului rezultat pe care
l-am obtinut.

Propozitie.Fie G un grup abelian finit, k un corp astfel incit 2 | G |# 0 in
k, si F un 2-colant ng astfel incat k:F[Ci] este o coalgebra de involutie standard.
Daca G = G X Zsy si F este 2-colantul pe G definit de

F((ZE,G),(y,G)) = F(Q],y), F((:L’,G),(y,i)) = F(JI,:L’)F(I’,y),

F((2,1),(y,0)) = F(y, ) i F((2,1),(y,1)) = —F(z,2)F(y,x),
atunci kﬁ[é] este o coalgebrd de involutie standard izomorfa cu (k¥'[G], ot
Fiindca coalgebrele graduate Cayley-Dickson au aceleasi spatii vectoriale subia-
cente ca si algebrele Cayley-Dickson corespunzatoare, rezulta ca algebra numerelor
complexe, cuaternionii, octonionii, sedenionii, etc. au de asemenea structuri de
coalgebre graduate. Spre exemplu,
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Corolar. Spatiul cuaternionilor H este o coalgebra Zo X Zs-graduata via struc-
tura

1

A = Jlel-igi-jej-kek), «(1)=4
1
Ale,) = Z(1<X>en—|—en®1+en+1®en+2—en+2®en+1), e(e,) =0,

pentru orice n € {1,2,3}, unde am notat (i,j,k) = (e1, ez, e3) $i am redus indicii
e-urtlor modulo 3.

Corolar. Spatiul vectorial al octonionilor Q este o quasicoalgebra Zy X Zo X -
graduatd cu asociator ¢(T, 7, Z) = (—1)TW*2)  wvia structura

7
1
Aleg) = 3 (eo ® ey — Z e; ® ei> , €(eg) =8,

=1
1 ~
Alen) = gleo®enten® o+ ent1 ® ents — enys @ Cnst + Enga ® o
_/é/nfl ® €n42 + €n44 ® €nt5 — Enys ® €n+4)7 €(€n) = 0,

pentru orice 1 < n <7, unde {eg, - ,er} este k-baza canonica a lui O iar €, =
er dacan =1,
n_1 daca2<n<7"’

In finalul lucrérii [1] am studiat compatibilitatea dintre structura de algebri si
cea de coalgebra de pe un obiect obtinut din & printr-unul din procesele Cayley-
Dickson evidentiate mai sus. Intr-o prima faza am aratat ca, comultiplicarea lui
k"' |G] respecta multiplicarea lui kr[G]. Ea nu respectd insa unitatea, deci k5[G] nu
are o structura de algebra Hopf intr-o categorie de spactii vectoriale graduate. Am
aratat insa ca aceste obiecte Cayley-Dickson admit o structura mai slaba, si anume
sunt, algebre Hopf slabe in categorii simetric monoidale. Mai precis, am aratat ca

Propozitie.Daca G este un grup abelian si F' € (G ® G)* este un 2-colant pe
G atunci kL[G] este o bialgebrd slabd in categoria spatiilor vectoriale G-graduate
Vect®, echipatd cu structura simetric monoidald datd de 3-cociclul abelian cofron-
tierd (Ao(F~Y), Rp-1). Mai mult, kL[G] este o algebra Hopf slaba in interiorul
acestei categorii, cu antipodul definit de morfismul identitate asociat lui k|G].

Mai mult, am aratat ca, in procesul inductiv comultiplicarea lui A’ respecta
relatiile ce definesc structura de algebra a lui A’. Cu alte cuvinte, au loc urmatoarele
relatii,



Aceste compatibilitati dintre cele doua procese Cayley-Dickson (pentru algebre
si respectiv coalgebre) ne-au permis sa demonstram ca

Teorema. Toate algebrele sau, echivalent, toate coalgebrele obtinute prin procesul
Cayley-Dickson pentru algebre, respectiv coalgebre, din data initiald (k,1dy) sunt
algebre Hopf slabe comutative si cocomutative in anumite categorii de spatii vectoriale
graduate, privite ca $i categorii simetric monoidale via anumiti 3-cociclii abelien:
cofrontierd.

In consecinta, algebra numerelor complexe, algebra cuaternionilor, algebra octo-
nionilor, algebra sedenionilor, etc. admit structuri de algebre Hopf slabe in categorii
simetric monoidale de spatii vectoriale graduate.

In lucrarea [2] sunt studiate anumite structuri de comodul pe spatii de mor-
fisme liniare intre doua H-comodule, unde H este o algebra Hopf peste un corp k.
Structura de baza folosita este data de urmatorul rezultat.

Propozitie. Fie M si N doua H-comodule drepte astfel incat M este finit
dimensional cu baza (v;);. Fie (vf); baza duald din M*. Atunci Hom(M, N) are o
structura de H-comodul drept data de aplicatia v : Hom(M, N) — Hom(M, N)® H
definita prin

O(f) = Z (v @ f(vio))(0)) @ S(vi)) f (vio)) (1)

unde ® : M* ®@ N — Hom(M, N), ®(m* @ n)(x) = m*(x)n.

Studiem comportarea acestei structuri de comodul in raport cu spatiile duale,
produsele tensoriale si spatiile dublu-duale. Astfel aratam urmatoarele.

Propozitie. Fie M si N doua H-comodule drepte astfel incat M este finit di-
mensional. Atunci ® : M* @ N — Hom(M, N), ®(m* ® n)(m) = m*(m)n, este un
izomorfism de H-comodule drepte.

Propozitie. Daca M este un H-comodul drept finit dimensional, atunci aplicatia
evaluare 7 : M* @ M — k, 7(m* ® m) = m*(m), este un morfism de H-comodule
drepte.

Propozitie. Fie M un H-comodul drept finit dimensional. Fie vy : M* —
M** @ H aplicatia care da structura de comodul pe M**, si fie ¢ + M — M™*™,
p(m)(m*) = m*(m) izomorfismul liniar natural. Atunci (120)(m) = Y ¢(m)) &

S%(m)). In particular dacd S? = 1d, atunci ¢ este un izomorfism de H-comodule.
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Propozitie. Daca M st N sunt H-comodule drepte finit dimensionale, atunci
v:N*@M* — (M® N)*, v(n*®@m*)(m®n) =m*(m)n*(n), este un izomorfism
de H-comodule.

O prima aplicatie a acestei constructii este urmatoarea.

Propozitie. Fie H o algebra Hopf. Atunci H are integrale nenule dacd $i nu-
mai daca exista un H-comodul injectiv nenul finit dimensional.

Corolar. O algebra Hopf H are integrale nenule daca si numai daca exista un
H-comodul drept simplu a carui anvelopa injectiva are dimensiune finita.

O alta aplicatie a constructiei noastre este urmatoarea extinderea a unui celebru
rezultat al lui Sullivan. Ideea de demonstratie este noua chiar si in cazul tratat de
Sullivan (in care corpul de baza are caracteristica zero).

Teorema. Fie H o algebra Hopf involutiva cu integrale nenule astfel incat
exista un H-comodul drept injectiv si indecompozabil M cu dim(M) nedivizibila cu
char(k). Atunci H este cosemisimpld. In particular, in caracteristica zero, o algebra
Hopf involutiva cu integrale nenule este cosemisimpla.

Fie C' o coalgebra si fie F' : C' — C un morfism de coalgebre. Daca M este
un C-comodul drept cu structura de comodul data de p : M — M ® C, p(m) =
> my) ® m), atunci pe spatiul vectorial subiacent lui M avem o alta structura de
C-comodul drept M) data de p) : M — M @ C, pF)(m) = 3" m) @ F(mq)).
In general M si M®) nu sunt izomorfe, nici chiar daci F este un automorfism al
coalgebrei C'. Avem totusi urmatorul rezultat.

Propozitie. Presupunem ca F este un automorfism cointerior al coalgebrei C,
adica exista un element n € C* inversabil in raport cu produsul de convolutie astfel
tncat F(c) = Y. n " (c1)n(cs)ea pentru orice ¢ € C. Atunci pentru orice C'-comodul
drept M, avem cd M si MF) sunt izomorfe.

Daca M este un comodul finit dimensional peste algebra Hopf H, izomorfismul
liniar ¢ : M — M** este de fapt un izomorfism de H-comodule intre M si M**(5%).
Daca H este coalgebra simetrica, in particular cand H este cosemisimpla, atunci S?
este automorfism cointerior ala coalgebrei H si atunci M ~ M** ca H-comodule.

Coinvariantii structurii de comodul pe un spatiu de morfisme poate fi descris
dupa cum urmeaza.



Propozitie. Fie M si N doua comodule drepte peste algebra Hopf H cu antipod
bijectiv S, astfel incat M este finit dimensional. Atunci

Hom(M, N)°? = Hom yu (M, N©7)

Folosind aceasta caracterizare obtinem urmatorul rezultat privind coreprezentarile
unei algebre Hopf cosemisimple.

Teorema. Fie H o algebra Hopf cosemisimpla si fie M un H-comodul drept
absolut ireductibil. Atunci char(k) nu divide dim(M).

In particular, in cazul in care k este algebric inchis, acest rezultat recupereaza o
teorema a lui Larson privind dimensiunea comodulelor simple, original demonstrata
cu ajutorul teoriei caracterelor pentru algebre Hopf.



