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CAPITOLUL 1

INTRODUCERE

Scopul cercetdrii doctorale prezente este de a gasi relatii intre invariantii extrinseci
si cei intrinseci ai unei subvarietdti in diverse spatii ambient, mai exact de a gdsi inega-
litdti care implicd diversi invarianti de tip Chen pentru subvarietdti Lagrange, oblice,
CR-subvarietdti cuaternionice si QR-subvarietdti in forme spatiale complexe sau cua-
ternionice.

Inceputurile teoriei subvarietitilor coincid cu cele ale geometriei diferentiale. A fost
studiata inca de la aparitia calculului diferential si a inceput cu teoria curbelor plane si
a suprafetelor. Pierre de Fermat (1601-1665) este considerat ca fiind un inovator in acest
domeniu [16]. In prima jumitate a secolului al XVII-lea, geometria diferential a cur-
belor plane studia curbura, cercurile de curburd, evolutele, etc. De atunci s-a dezvoltat
ca parte semnificativd a calculului diferential si s-a extins cdtre studii similare in ca-
zul curbelor spatiale si suprafetelor, in particular a liniilor de curburd, geodezicelor pe
suprafete, suprafete de rotatie sau riglate [17].

Euler (1707-1783) a fost primul care a adus contributii importante in acest domeniu.
El introduce in 1736 notiunea de lungime de arc si razd de curburd. Astfel, initiaza
studiul geometriei diferentiale intrinseci a subvarietatilor [17].

Geometria intrinsecd a unei suprafete S in IE3 poate fi determinatd din produsul
interior euclidian aplicat vectorilor tangenti la S, asa cum a demonstrat C.F. Gauss in
teoria sa generald a suprafetelor curbe. Teorema Egregium a lui Gauss demonstreaza
invarianta curburii Gauss in raport cu deformadrile izometrice ale suprafetelor din lu-
mea euclidiand. Este un rezultat remarcabil, care a a avut un impact extraordinar asu-
pra dezvoltarii ulterioare a matematicii [16]. Aceasta teorema conduce la diferenta
dintre caracteristicile intrinseci si cele extrinseci ale suprafetelor. Exista doud cantitati
esentiale ale unei suprafete din spatiul 3-dimensional euclidian: curbura medie si cur-
bura Gauss. Curbura medie este principalul invariant extrinsec si masoard tensiunea
suprafetei, datorata spatiului ambient [16].

In celebra sa prelegere inaugurald de la Gottingen (1854), Bernhard Riemann a
dezbdtut problema fundamentelor geometriei. El este cel care introduce notiunea de
varietate n—dimensionald, formuleaza conceptul de varietate Riemann si defineste
curbura unui astfel de spatiu. Mai tarziu, toate acestea vor constitui fundamentul
matematic al teoriei generale a relativitatii a lui Einstein (1915). Alte generalizari au
apdrut: conditia de pozitivitate a produsului interior a fost sldbita la cea de non-
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degenerare, s-a dezvoltat notiunea de varietati pseudo-riemanniene. Inspirati de te-
oria stringurilor si teoria Kaluza-Klein, matematicienii si fizicienii au inceput sa stu-
dieze nu doar subvarietdtile varietdtilor Riemann, ci si pe cele ale varietatilor pseudo-
riemanniene [17].

Asa cum sugereaza S.S. Chern in prelegerea sa din 1970 de la congresul international
al matematicienilor de la Nice, geometria riemanniana constituie teoria geometriei
diferentiale moderne. Invariantii Riemann reprezinta caracteristicile intrinseci ale va-
rietdtilor Riemann. Asa cum M. Berger a spus [8]: "Invariantii de curburi reprezinti
principalii invarianti Riemann si cei mai naturali. Gauss si Riemann si-au dat imediat seama
de acest lucru.” Acesti invarianti constituie un fel de ADN riemannian care influenteaza
“comportamentul” varietdtii Riemann si au cateva conexiuni interesante cu multe do-
menii ale matematicii. De exemplu, ei determind noi obstructii ale imersiilor izome-
trice minimale si Lagrange, sau au o legdtura stransa cu prima valoare proprie nenula
a Laplacianului pe o varietate Riemanniana.

Acesti invarianti joacd de asemenea un rol important in fizica. De exemplu, miscarea
unui corp Intr-un caAmp gravitational este guvernatd de curbura spatiu-timpului, con-
form lui Einstein. Curbura spatiu-timpului este esentiald in cazul pozitiondrii unui
satelit pe o orbita in jurul pamantului. Mdrimea unei forte necesare pentru a deplasa
un obiect cu o vitezd constantd, conform legilor lui Newton, este un multiplu constant
al curburii traiectoriei. De la bulele de sdpun, suprafata valurilor si cochiliile melcilor,
la celulele rosii din sange, tot felul de forme par a fi guvernate de diverse curburi [46],
[16].

Geometria diferentiala a suprafetelor din spatii euclidiene 3-dimensionale a fost ge-
neralizatd la subvarietdti de dimensiune superioara in varietdti Riemann. Una dintre
problemele cele mai importante in teoria subvarietatilor este cea a imersibilitatii (sau
non-imersibilitatii) unei varietdti Riemann intr-o forma spatiald sau, mai exact, intr-un
spatiu euclidian [13]. Conform binecunoscutei teoreme de scufundare a lui J.F. Nash
publicata in 1956 [43], orice varietate Riemann poate fi scufundata izometric intr-un
spatiu euclidian cu codimensiunea suficient de mare. Avem astfel oportunitatea de a
considera varietdtile Riemann drept subvarietdti Riemann ale unor spatii euclidiene si,
mai ales, de a folosi mijloace extrinseci pentru a obtine rezultate privind caracteristici
intrinseci. Aceastd problema nu a fost rezolvata pana in 1985. Conform lui M. Gromoyv,
principalul argument a fost lipsa controlului asupra proprietatilor extrinseci ale sub-
varietitii, folosind invariantii intrinseci. In cazul problemei scufunddrii este natural sa
impunem anumite conditii asupra imersiilor, de exemplu, sa fie indeplinita conditia de
minimalitate, care conduce catre urmadtoarea problema:

Dindu-se o varietate Riemann M, care sunt conditiile necesare pentru M astfel incit si
admitd o imersie izometricd minimald intr-un m-spatiu euclidian E™? [17]

Mult timp singurele conditii necesare cunoscute pentru ca o varietate Riemann sa
admitd o imersie izometrica minimald intr-un spatiu euclidian cu codimensiunea ar-
bitrara au fost acelea ca varietatea Riemann sd nu fie compacta si tensorul Ricci sa
satisfacd relatia Ric < 0. Acesta a fost si motivul pentru care S.S. Chern a propus in
monografia sa din 1968 gasirea unor alte conditii Riemann pentru ca M sa admita
imersii izometrice minimale intr-un spatiu euclidian.

O alta problema principala in teoria subvarietatilor este cea a stabilirii unor relatii
simple intre principalii invarianti intrinseci si cei extrinseci ai unei subvarietati [17].
Nicio solutie la aceastd problema si problema lui Chern nu au fost cunoscute multi
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ani tnainte ca B.-Y. Chen sa introduca la inceputul anilor "90 noi tipuri de invarianti
Riemannian, asa numitii 8—invariantii de curbura. Distincti de clasicele curburi Ricci si
scalara, ambele fiind “suma totala” a curburilor sectionale ale unei varietdti Riemann,
d-invariantii se obtin eliminadnd o anumitd parte dintre curburile sectionale din curbura
scalara [45]. Chen a putut, de asemenea, sa formuleze relatii optime generale intre
acesti d-invarianti si principalii invarianti extrinseci ai unei subvarietati Riemann.

De-a lungul timpului, multi dintre matematicieni au studiat é-invariantii. De exem-
plu, in [14] B.-Y. Chen stabileste inegalitdti in cazul subvarietdtilor in forme spatiale
complexe. ].S. Kim, Y.M. Song si M.M. Tripathi au studiat acesti invarianti in cazul for-
melor spatiale complexe generalizate ([28]) si mai tarziu, P. Alegre, A. Carriazo, Y.H.
Kim si D.W. Yoon ([1]) au studiat d-invariantii in cazul formelor spatiale compleze
generalizate si formelor spatiale Sasaki generalizate, cu codimensiune arbitrard. K. Ar-
slan, R. Ezentas, I. Mihai, C. Murathan si C. Ozgur ([3], [4]) au studiat d-invariantii
pentru subvarietdti in varietdti aproape cosimplectice local conforme si (k, u)-forme
spatiale de contact.

In lucrarea de fatd sunt prezentate contributiile personale la studiul inegalitatilor
care implica d-invarianti in cazul subvarietatilor Lagrange in forme spatiale complexe,
respectiv subvarietdtilor Lagrange, CR-subvarietdtilor cuaternionice si QR-subvarietatilor
in forme spatiale cuaternionice.



CAPITOLUL 2

VARIETATI COMPLEXE

2.1 Varietdti complexe

In aceastd sectiune reamintim notiuni fundamentale legate de forme spatiale com-
plexe si sunt prezentate cateva exemple si rezultate importante.

Notam prin x(M) multimea tuturor cimpurilor vectoriale (diferentiabile) si prin
T,M, T>-M fibratul tangent, respectiv normal ale lui M in p € M.

Numim varietate complexd n-dimensionald un spatiu topologic, separat Hausdorff,
pe care se poate introduce un atlas cu modelul C" astfel incat schimbadrile de harti
locale sunt date de aplicatii olomorfe intre deschisii din C™.

Fie M o varietate diferentiabild. Un endomorfism ] definit pe fibratul tangent TM,

Jp : T, M — T,M aplicatie liniard, cu proprietatea cd J5 = — Ip g Vp € M, se
numeste structurd aproape complexi pe M. M Inzestrat cu structura aproape complexa ]
se numeste varietate aproape complexd.

Urmadtoarele teoreme sunt cunoscute.

Teorema 2.1: [41]]. Orice varietate aproape complexi are dimensiune pard si este orientabild.

Teorema 2.2: [41]]. Orice varietate complexdi admite o structurd aproape complexd.

Daca (M, ]) este o varietate aproape complexd, o metricd hermitiand pe M este o
metrica Riemann g, J-invariants, i.e.,

g(JX,TY) = g(X,Y), VX, Y € TTM.

Se demonstreaza usor ca

Teorema 2.3: [41]]. Orice varietate aproape complexdi admite o metricd hermitiand.

Daca (M, ]) este o varietate aproape complexd, o metrici hermitiana g pe M defineste
o 2-forma nedegeneratd w, datd prin w(X,Y) = g(JX,Y), X, Y € MM, numits 2-forma
fundamentald. Este evident ca w(JX,]JY) = w(X,Y).

O varietate (aproape) complexd inzestratd cu o metricd hermitiana se numeste vari-
etate (aproape) Kihler daca 2-forma fundamentald w este inchisd, i.e. dw = 0.
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2.2 Subvarietati Lagrange in forme spatiale complexe

Fie M™ o varietate Kdhler de dimensiune complexd m inzestratd cu structura aproape
complexd canonica J, J, : M — T,M, p € M, o metrica hermitiand g, si f : M"™ —
M™ o imersie izometrica a unei varietati n-dimensionale M™ in M™.

Daca X € T, M, putem scrie JX = PX + FX, unde PX € T,M, FX € TpL M,P:TM —
™, F: TM — T+-M.

M se numeste subvarietate complexi idacad J(T,M) = T,M (i.e., F = 0).

Subvarietatea M"™ se numeste subvarietate total reald daca J(T,M") C T]DL M, Vp €
M™. O subvarietate total reald de dimensiune maximi, i.e., dimg M"™ = dimc M™ = n,
se numeste subvarietate Lagrange.

In [11]], B.-Y. Chen introduce notiunea de subvarietate oblici. O subvarietate oblicii
este o subvarietate M a unei varietiti Kéhler M astfel incat, pentru orice vector nenul
X € TyM, unghiul 6(X) (numit unghiul Wirtinger al lui X) dintre JX si spatiul tangent
T, M este o constanta (independentd de alegerea punctuluip € M si de cea a vectorului
tangent X € T,M). Unghiul Wirtinger al unei subvarietati oblice se numeste unghiul
oblic al subvarietatii oblice respective.

Este evident cd subvarietatile complexe si total reale sunt de fapt subvarietdti oblice
cu 0 = 0, respectiv 0 = 7.

O subvarietate oblicd se numeste proprie dacd nu este nici complexd, nici total reald.

Daca endomorfismul canonic P definit mai sus este paralel, adica VP = 0, o subva-
rietate oblicd proprie se va numi oblicid Kihler.

Fie M o varietate Kahler si M C M o subvarietate.

Notdm prin H, = T,MN]J(T,M) C T,M subspatiul olomorf maximal. H este
J-invariant, ie. JH, = Hp. M se numeste subvarietate generici daca dim H, este o
constanta.

Dacd M este o varietate Kihler si M C M este o subvarietate genericd, atunci M se
numeste CR-subovarietate daca J(H;) C To-M.

In cazul in care M™ are curbura sectionala olomorfa constantd 4c, atunci se va numi
formid spatiali complexd si se va nota cu M™(4c). Tensorul de curburd Riemann al sdau
este dat prin

R(X,Y)Z = clg(Y,Z)X — g(X,2)Y + g(JY, Z)]X — g(JX, Z)]Y + 29(X, ]Y)] Z,

pentru orice cAmpuri vectoriale X, Y, Z tangente la M™(4c).

2.3 Invarianti Chen

Invariantii Riemannian ai unei varietati Riemannian reprezinta caracteristicile in-
trinseci ale acesteia. In aceasti sectiune reamintim o serie de invarianti Riemannian
pentru varietdti Riemannian, cunoscuti sub numele de invarianti Chen (see [17]). Teo-
ria acestor invarianti a fost initiata in [12].

Fie M™ o varietate Riemann n-dimensionald si K(7t) curbura sectionald a lui M"
asociatd 2-planului T C T,M™, p € M™
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Pentru orice baza ortonormata {ey, ..., en} a spatiului tangent T, M™, curbura scalara
T In p este definitd prin
T(p) = Z K(ei Aej).
1<i<i<n
Notam prin
(inf K)(p) = inf{K(7t)|r C Ty M™, dim 7 = 2}.

Primul invariant Chen este dat de formula dp(p) = t(p) — (inf K) (p).
Daca L este un subspatiu al lui T,M" cu dimensiunea v > 2 iar {ey, ..., e;} este o baza
ortonormatd a lui L, curbura scalara t(L) a r-planului L se defineste prin

TL)= ) Klex/ep).

1<a<p<r

Pentru n > 3 si k > 1, numere naturale date, notdm prin S(n, k) multimea finita
a tuturor k-uplelor (ny,..,ny) de numere naturale care satisfac 2 < ny,..,ng < n,
ng + ...+ < n. Fie S(n) = Uyg>1 S(n, k).

Pentru fiecare (ny,...,ny) € S(n) si orice punct p € M", B.-Y. Chen introduce un
invariant Riemann definit prin

5(ny, ..., i) (p) = (p) —inf{(Ly) + ... +- T(Li)},

unde {Ly, ..., Ly} este inclusd in multimea tuturor subspatiilor mutual ortogonale ale lui
ToM" astfel incat dimL; =n;,j =1,..., k.

B.-Y. Chen a demonstrat anumite inegalitati privind &y si 8(ny, ..., ny) pentru sub-
varietdti in forme spatiale reale, cunoscute sub numele de inegalitati Chen.

Teorema 2.4: [12]]. Fie M™ o subvarietate n-dimensionalid (n > 3) a unei forme spatiale reale
M™(c) cu curbura sectionald constantd c. Atunci

— 2

Cazul de egalitate are loc dacd si numai dacd, in raport cu un reper ortonormat convenabil ales
{er,...,en, eny1, ..., em}, operatorul Weingarten Ay = A, v =n+1,...,m, al lui M in
M™(c) are urmdtoarele forme

a 00 0
0O b 0 0
Anpi=[0 0 1 ... O at+b=y (2.2)
0 0 0 v
hi] h§% 0O ... 0
h]z _h]] O ) O
A,=1| 0 0 0 ,r=m+42,...,m. (2.3)
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B.-Y. Chen, F. Dillen, L. Verstraelen si L. Vrancken [20] au ardtat cd o inegalitate de
acelasi tip are loc si in cazul subvarietatilor total reale in forme spatiale complexe.

O inegalitate corespunzdtoare pentru subvarietati oblice in forme spatiale complexe
a fost obtinutd de A. Oiaga si I. Mihai.

Teorema 2.5: [44]]. Fiind datd o formii spatialid complexid m-dimensionald M(4c) si o subvari-
etate 0-oblicdi M, dimM =n, n > 3, avem

_ 2
dm < —5— {nn_] IH[?+ (n+1 +3cosze)c}. (2.4)

Cazul de egalitate are loc dacii existd o bazi ortonormatd pe M astfel inct operatorul Weingar-

ten al lui M ia formele st (2.3).

Cu toate acestea, pentru subvarietati Lagrange in forme spatiale complexe, inega-
litatea de mai sus, cunoscuta drept prima inegalitate Chen, a fost imbunatatita de J.
Bolton, F. Dillen, J. Fastenakels si L. Vrancken [9]. In plus, A. Mihai [39] optimizeaza
prima inegalitate Chen pentru subvarietati oblice Kéhler in forme spatiale complexe.

Teoremi 2.6: [9]. Fie M o subvarietate Lagrange a unei forme spatiale complexe M(c) de
dimensiune reald 2n, n > 3. Atunci

Mm—2)(n+1) n?2n—>3
< IH1?

C
M < R I s a1 L (2.5)

Cazul de egalitate are loc dacd existii o bazii ortonormatii convenabil aleasd pe M astfel incat
operatorul Weingarten pe M ia formele din st (2.3).

Teorema 2.7: [39]. Fie M o subvarietate pur reald n-dimensionald (n > 3) a unei forme
spatiale complexe m-dimensionale M(4c), p € M si t C T,M un 2-plan. Atunci

2 _
(p) —K(m) < & (n 2)||H||2+[(n+1)(n—2)+3||P||2—6CD2(7T)]

=21y 29

c
2/
unde ®%(1t) = g%(Je1, e2) si {e1, e2} este 0 bazi ortonormatd a lui . Cazul de egalitate are loc
daci existd o bazd ortonormatd convenabil aleasid pe M astfel incdt operatorul Weingarten pe

M ia formele din si (2.3).

Pentru orice (ny, ..., nyg) € S(n), fie:

k
n?mn+k—1 —an)
j=1
d(n1/' ,Tl,k): kJ ’
2(n+k—an)
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Urmatoarea inegalitate care implicd invariantii Chen si pdtratul curburii medii,
obtinutd in [15], are un rol foarte important legat de acesta tema.

Teorema 2.8: Pentru orice (ny, ..., i) € S(n) si orice subvarietate n-dimensionald M™ intr-o
formii spatiald Riemann M™(4c) cu curbura sectionali constantd 4c, avem

d(ny, ..., ny) < d(nyg, ..., ny) HHH2 +b(ny, ..., ny)c. (2.7)

Cazul de egalitate are loc dacd si numai dacd, in raport cu un cdmp de repere ortonormat con-
venabil ales {e1, ..., en, €nt1, ..., em}, operatorul Weingarten A, = Ae,, T =n+1,...,m,
al lui M in M™(c) ia urmdtoarele forme

a 0 O 0
0O ap 0 ... 0
Api=|0 0 a ... 0], (2.8)
o 0 0 an
A7 0 0 0
10 ... AL O ... O _
Ar = 0 ... 0 i ... 0 ,r=m+2,...,m, (2.9)
0 0 0 Ly
unde ay, . .., an satisfac relatiile
A +...+0n; = ... = Anytodng g +1 T oo T Oyt = Anyfdng+1 = -+« = On

si orice Aj este o matrice simetricd de tipul vy X n, care satisface

trace(A7) = ... = trace(A]) = wr.

B.-Y. Chen a subliniat, de asemenea, ca o inegalitate similara are loc pentru subva-
rietdti total reale (in particular, Lagrange) in forme spatiale Kdhler.

2.4 Oinegalitate pentru §(2,2) pentru subvarietiti Lagrange in forme
spatiale complexe

B.-Y. Chen si altii au stabilit urmadtoarele inegalitati pentru invarianti Chen in cazul
subvarietatilor Lagrange in forme spatiale complexe, rezultate ce imbunatdtesc inega-

litatea (2.7).

Teoremi 2.9: [19]. Fie M™ o subvarietate Lagrange a unei forme spatiale complexe M™(4c).
Fie ny,ny, ..., Ny numere naturale care satisfac relatiile 2 < ny < ... < < n—1si
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ny + ...y < n. Atunci, in orice punct al lui M™, avem

2r4, _ Yk . S k 2 -1
d(ny,my, ..., ny) < nin Zklﬂ ni + 3k 6Zk1:1( +T11)_] }
An—3 i ymi+3k+2-63 ;1(2+ny)7"}

k
—I—% {n(n—])—;ni(m —1)}(:.

Presupunem ci egalitatea are loc intr-un punct p € M™. Atunci, cu alegerea bazei si
notatiile de mai sus, avem

I[H||%+ (2.10)

o hg\c = O0daci A, B, C sunt diferiti si nu apartin toti lui A;, i € {1,...,K},
* hajoy = N = X . en, Npip, = O pentrui#j,
* hi, =3hg = (N + 2)hy, o, pentrur #s,

unde
A] :{],...,Tl]},
Ay={n;+1,...,n7+n2},
Ax={1+...4+m1+1,...,n+...+1y),
Aoy ={m+...+n+1,...,n},
A,B,Ce{l,...,n}, 1, e{l,...,k}, o, Bi € Ay, 1,8 € Axy1, Mg =M —1N1 —... — Ny

Teorema 2.10: [19]. Fie M™ o subvarietate Lagrange a unei forme spatiale complexe M™(4c).
Fie ny,my, ..., ny numere naturale care satisfac relatiile 2 < n; < ... < n < n—1si
Ny + ...y =n. Atunci, in orice punct al lui M™, avem

n2(k—1-2Y% 2+n)™"
5(TL],T12,. . .,le) S Z(k—ZZ];:] (2+ni)*])

K
+% {n(n—U—;m(ni—])}C-

Presupunem ci egalitatea are loc intr-un punct p € M™. Atunci, cu alegerea bazei si
notatiile de mai sus, avem

| H|1>+ (2.11)

* hWio = Opentrui#jsiA# ai, o

* dacimnj # min{ny,..., Ny}
By < . By
heolo, =O0dacii#jsi) o€ hola, =0,

® dacin; = min{ny,..., gk
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Z(xj en, hgioci =(n;+ Z)h{fg;% oricare ar fi i # j si orice &; € A,

Utilizand metoda extremelor cu legaturi, am demonstrat o inegalitate Chen imbunatatita

pentru invariantul §(2, 2) al unei subvarietdti Lagrange intr-o forma spatiald complexa,
in urmatoarea

Teorema 2.11: [37]. Fie M™ o subvarietate Lagrange a unei forme spatiale complexe
M"(4c), n > 4. Atunci avem

2 n-2 1
MLZME%HEITWﬂV+ZhﬁVJ)—MQ (2.12)

Cazul de egalitate are loc intr-un punct p € M" dacd si numai daca existd o baza
ortonormata {e;, e, ..., en} In p astfel incat, in raport cu aceasta baza, forma a doua
fundamentala h satisface urmatoarele conditii

hG =0, A,Cef{l,...,nN\{i, A<C, i=1,3,

he=0,A=1,n,4<B<C<n, A¢{B,Ch.



CAPITOLUL 3

SUBVARIETATI LAGRANGE IN FORME
SPATIALE CUATERNIONICE

3.1 Subvarietati Lagrange in forme spatiale cuaternionice

In aceastd sectiune reamintim definitii de bazd, cum ar fi cele ale formelor spatiale
cuaternionice si ale subvarietatilor Lagrange in forme spatiale cuaternionice.

Fie M o varietate diferentiabild. Presupunem c# existd un subfibrat o 3-dimensional
al lui End(TM) astfel incat exista o bazd locald {J1, ]2, 3} pe multimea sectiunilor lui o
care, pentru orice o € {1, 2, 3}, satisface relatiile

]%c =—Id, JaJar1 =TJat1Ja = Jat2, (3.1)

unde Id este cAmpul identitate de tip (1,1) pe M, iar indicii sunt considerati modulo 3,
deci apartindnd multimii {1, 2, 3}. Fibratul o se numeste structurd aproape cuaternionici
pe M, iar multimea {J1, ], J3} poartd numele de bazii canonicii locali a lui . (M, o) se
va numi varietate aproape cuaternionicd. Este usor de observat cd orice varietate aproape
cuaternionicd are dimensiunea 4m, m > 1.

O metricd Riemann § pe M se numeste adaptati structurii aproape cuaternionice o
daca este invariantd in raport cu orice ], adicd satisface relatia

§JuX, JoY) =§(X,Y), Vae{l,23}, (3.2)

pentru orice cAmpuri vectoriale X, Y pe M si orice baza canonica {J1, ]2, J3} pe 0. (M, 0, §)
se va numi varietate aproape cuaternionicd hermitiand.

(M, 0,§) se numeste varietate cuaternionici Kihler [26] daci fibratul o este para-
lel in raport cu conexiunea Levi-Civita V a lui §, i.e., existd 1-formele local definite
wj, wy, ws astfel incat sd avem

Vx]oc = W2 (X)J a1 — Wa 1 (X)J g2, (3.3)

pentru orice o € {1,2,3} si orice cAmp vectorial X pe M, unde indicii sunt considerati
modulo 3.

12
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Fie (M, 0, §) o varietate cuaternionicd Kéhler si X un vector nenul pe M. Spatiul
generat de {X, ]1X, ]2X, J3X} se numeste 4-plan cuaternionic si se noteaza cu Q(X). Orice
2-plan din Q(X) se numeste plan cuaternionic. Curbura sectionald a unui plan cuater-
nionic se numeste curburd sectionalid cuaternionicd. O varietate cuaternionica Kahler se
numeste formd spatiald cuaternionicid in cazul in care curbura sectionald cuaternionica
este egald cu o constanta c, i.e., tensorul de curburd este dat de

RIX,Y)Z = ={g§(Z,Y)X — g(X, Z)Y+ (3.4)

NS

3
—|—Z[§(ZI JoY)]oX = 9(Z, JoaX) oY +2G(X, Jocy)chZ]} ’
a=1

oricare ar fi X, Y, Z cAmpuri vectoriale pe M si oricare ar fi baza locali {J1, J,, J3} pe o.

Fie f : M — M(c) o imersie izometrici a unei varietdti Riemann n-dimensionale M
intr-o forma spatiald cuaternionicd 4n-dimensionald M(c). M se numeste subvarietate
Lagrange daca

Ju(ToM) C TSM, Vp € M, Ve €{1,2,3).

3.2 Primainegalitate Chen imbunatatitd pentru subvarietiti Lagrange

In sectiunea a doua a acestui capitol este prezentat urmatorul rezultat, similar ine-
galitdtii (2.5), pe care l-am obtinut in cazul subvarietdtilor Lagrange in forme spatiale
cuaternionice.

Teorema 3.1: [30]. Fie M o subvarietate Lagrange n-dimensionala a unei forme spatiale
cuaternionice M(c). Atunci, are loc relatia

n—2)(n+1 n? 2n—3

C
O < -4
M = 2 4

(3.5)

2 m+3

Egalitatea are loc intr-un punct p € M daca si numai daca existd o baza ortonormata
{e1,ez2,...,en} In p astfel incat, in raport cu aceastd baza, forma a doua fundamentala
h satisface conditiile

br(k) . . . ..
hij =0,i=1,n,j=3n,i#j, ke{l,....n\{ij}

3.3 Inegalititi Chen imbunatadtite pentru subvarietati Lagrange in forme
spatiale cuaternionice

Utilizand aceeasi metoda de optimizare, am demonstrat in a treia sectiune a acestui
capitol urmadtoarea inegalitate pentru invariantul Riemann 8(ny,...,ng) in cazul sub-
varietdtilor Lagrange in forme spatiale cuaternionice, similara celor din teoremele

si2.10}
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Teorema 3.2: [30]. Fie M o subvarietate Lagrange n-dimensionald a unei forme spatiale
cuaternionice M(c). Pentru un k-uplu dat (n,ny,...,ny) € S(n), fie N =ng +n, +
ety siQ = Z]f:1 (2+n;)"". Daci N < n atunci avem

a)daca Q < %,

n?n—N+3k—1 —6Q}HHH2
~ 2m—N+3k+2-6Q}

k
+% {n(n—n—;m(m—n}%.

Cazul de egalitate are loc intr-un punct p € M dacd si numai dacd exista o baza
ortonormata {e;, ey, ..., en} In p astfel incat, in raport cu aceasta baza, forma a doua
fundamentali h este de forma

6(“]/“’2/ .. /nk) (36)

3

L Bap, o

h(eoci/eﬁi) = Z Z hd)r Yl d)T Yl _Clil }\d)T(eN+1) ; Xy, Bi € Ai/ 1= 1/k/
r=1 YiE€EA; v

hlea,eo) =0, > h&IV=0,r=T3 o €A, o5, i#j ije(l,2....k,
xi €A

i

3
h(eq,, ent1) Z (en,), hlex, ) =0, uc{N+2,...,n},

2+nl .

h(enii enit) =30 ) drlenti),

r=1
3
hleniiew) =AY drlew), ue{N+2,...,m}

r=1
3
h(eu/ e\)) = }\51LV Z ch'(eN—F] )/ u,v S {N +2/ . '/n}/

r=1

1hN+1
3 EN+I1eN+T

b) dacda Q > %,

pentru A =

n?n — N+ 3k —3}
2{n — N + 3k}

3
+% {n(n—])—;m(m—ﬂ}%

Cazul de egalitate are loc intr-un punct p € M daca si numai daca exista o baza

S(ny,my,...,my) < IH||1*+ (3.7)
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ortonormata {e;, e, ..., en} In p astfel incat, in raport cu aceasta baza, forma a doua
fundamentali h este de forma

eall eﬁl Z Z hcb'r Yl d)T‘ eyJ

r=1 yi€A;

Z Z h(oE:oZL P ( eyl) 0,

r=1 a;€A{

h(ea,eg) =0 in caz contrar,

pentru «;, Bi, vi €A, i=1,k A, B, C=1,n.



CAPITOLUL 4

CR-SUBVARIETATI CUATERNIONICE IN
FORME SPATIALE CUATERNIONICE

4.1 CR-subvarietdti cuaternionice in forme spatiale cuaternionice

In aceasta sectiune reamintim notiunea de CR-subvarietate si definitia CR-subvarietatilor
cuaternionice.

n 1978, A. Bejancu introduce notiunea de CR-subvarietate, care este o generalizare a
subvarietatilor olomorfe si total reale ale unei varietati aproape hermitiene [6].

Fie M o varietate Kéhler cu structura complexa J si fie M o varietate Riemann imer-
satd izometric in M. Notdm prin Dy, x € M subspatiul complex maximal TyM N
J(TxM) al spatiului tangent TyM al lui M. Dacd dimensiunea lui Dy este constanta
pentru orice x € M, atunci D : x — Dy defineste o distributie olomorfi D pe M. Un
subspatiu v al lui TxM, x € M se numeste total real dacd J(v) este un subspatiu al
spatiului normal T} M in x. Dacé orice spatiu tangent al lui M este total real, atunci M
se numeste subvarietate total realii a varietatii Kihler M.

Daci existd o distributie total reald D pe M al cirei complement ortogonal este
distributia olomorfa D, i.e., TM =D & DL, ]DXL C TXL M, x € M, atunci subvarietatea
M se va numi CR-subuvarietate.

Distributia total reald D a oricirei CR-subvarietiti a unei varietiti Kdhler este o
distributie integrabila (see [10]).

4.2 O inegalitate pentru CR $-invariant

In cazul unei CR-subvarietdti M a unei varietiti Kihler, Chen a introdus un &-
invariant 6(D), numit CR &-invariant, definit astfel

8(D)(x) = t(x) —t(Dx),

unde T este curbura scalard a lui M, iar 1(D) este curbura scalara a distributiei olomorfe
D alui M.

In [2], Al-Solamy, Chen si Deshmukh au demonstrat o inegalitate pentru S-invariantul
8(D), in cazul unei subvarietdti anti-olomorfe intr-o formd spatiald complexa, in functie

16
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de patratul curburii medii. In acest capitol, consideram o CR-subvarietate cuaternio-
nicd de codimensiune minimad, intr-o forma spatiala cuaternionica.

Fie M o varietate Kihler cuaternionicd si M o subvarietate real a lui M. O distributie
D : x — Dy C TyM se numeste distributie cuaternionicd daca J(D) C D, Va=1,2,3.

Spunem ca M se numeste CR-subvarietate cuaternionici dacd admite o distributie
cuaternionicd diferentiabild D a cirei distributie complementard ortogonald D+ este
total reald, i.e., ](x(DXL) C TXLM, x=1,2,3, Vx € M.

O subvarietate M a unei varietiti cuaternionice M se numeste subuvarietate cuater-
nionici (respectiv, subvarietate total realid) dacd dim Dy = 0 (respectiv, dim Dy = 0).
O CR-subvarietate cuaternionicd se numeste proprie dacd nu este nici total reald, nici
cuaternionicd.

Fie Dox = Ja(Dyg), Vi = Di1x @ Dy ® D3, o distributie 3g-dimensionald v : x —
vy global definitd pe M, unde q = dim Dy si v distributia complementara ortogonal
alui vt

Atunci

T™M=TMa&T*M, M =D & D,
T*"M=vaevh, v,vt C T*M, vy = Dix @ Da ® D
M se numeste mixt geodezicd daci h(X,Y) =0, VX € T(D), Y € I(D4).
M se numeste mixt foliati daca D este integrabild si M este mixt geodezica.

M se numeste D-geodezici daca h(X,Y) =0, VX, Y € I'(D).
M se numeste D--geodezicii dacd h(X,Y) =0, VX, Y € (D).

Daca M este o CR-subvarietate cuaternionicd de codimensiune minima, i.e., dim v, =
0 forx € M, vom alege urmatoarea baza ortonormata:

Dx = SP{ e]r---ren}/

DXL = Splensi, .-+, eniqlh

si atunci
TM = Sp{ey, ..., en; enti .-, €niqls

€ . .
M= SP{I] €ntls--- 111 €n+qs JZeTLJr]/ sy ]2€n+q; ]36n+1/ sy I3en+q}/

care corespunde cu definitia CR-subvarietdtii cuaternionice datd in [5].
In [2], autorii demonstreaza o inegalitate pentru (D) in cazul unei subvarietati
anti-olomorfe a unei forme spatiale complexe:

Teoremi 4.1: [2]]. Fie M o subvarietate anti-olomorfii a unei forme spatiale complexe M (4c)
cu h =ranke D > 1sip =rank DL > 2. Atunci avem

p4h+p—1) 3p*
IH[J* + 5 C_2m+2NHDm; (4.1)

(2h +p)?
2

§(D) <

Egalitatea are loc dacd si numai dacd sunt indeplinite urmdtoarele trei conditii:

(a) M este D-minimald, i.e., ﬁ)p =0,

(b) M este mixt total geodezicd, si

(c) existd un reper ortonormat {€y1,...,en} al lui DL astfel incit forma a doua fun-
damentald o a lui M satisface relatiile

oy =30, pentru2h+1 <r#s <2h+p,si
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ot =O0pentrur,s,t € {2h+1,...,2h+p}distincti.

In aceasta sectiune am demonstrat o inegalitate similara pentru CR-subvarietati cu-
aternionice cu codimensiunea minima ale unei forme spatiale cuaternionice, utilizand
o metodad diferitd, mai exact metoda extremelor cu legdturi.

Teorema 4.2: [35]. Dacd M este o CR-subvarietate cuaternionica a unei forme spatiale
cuaternionice M, de codimensiune minimg, i.e. dim vy = 0, pentru x € M, dim Dy =
n, dim Dy = qsidim v, = 3q = dim T M atunci

(Tl—l— q)z . q +2HHH2+ q(2q —I—TL—]) . E
2 q+5 2 4
Egalitatea are loc intr-un punct x € M daca si numai dacd urmatoarele conditii

sunt satisfacute:

a) M este mixt total geodezica;
b) existd o bazd ortonormata {ej, e;, ..., entq} in x astfel incat, in raport cu aceasta
baza, forma a doua fundamentala h satisface urmatoarele conditii:

5(D) < 42)

()

n

Z g(h(ei/ ei)rlocer) = g(h(en er), ]ocer) = 3@(]’1(63, es)r]ocer)/

i=1
Va=1,3,Vr£secn+1,...,n+q},
(ii)
g(h(er/ eS)/]OCet) = O/
Va=1,3, 1,s,t=n+1,n+q, r£s#t#r.




CAPITOLUL 5

QR-SUBVARIETATI CUATERNIONICE IN
FORME SPATIALE CUATERNIONICE

5.1 QR-subvarietdti cuaternionice in forme spatiale cuaternionice
In aceasti sectiune reamintim definitiile CR 5-invariantului 5(D~)(x) si a QR-subvarietitilor.

In 1986, A. Bejancu [7] introduce notiunea de QR-subvarietate ca o generalizare a
hipersuprafetelor reale ale unei varietati cuaternionice Kdhler (vezi de asemenea [48]).

Fie M o varietate cuaternionicd Kahler si M o subvarietate reald a lui M. M se
numeste QR-subuvarietate dacad exista un subfibrat vectorial v al fibratului normal astfel
incat sa avem

Jalvx) = Vvx si Ja(vi) CTiM, x €M, a =1,3,

unde v este fibratul ortogonal complementar.

Luand 1n calcul cercetdrile facute pand acum ([35],[36]), remarcdm faptul ca CR-
subvarietatile cuaternionice si QR-subvarietatile sunt notiuni complet diferite. Diferentele
dintre ele se pot remarca in cele doua figuri de la sfarsitul capitolului 5.
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Fig. 1: Quaternion CR-submanifolds
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5.2 Un nou d-invariant pentru QR-subvarietati in forme spatiale cu-
aternionice

In cazul unei CR-subvarietdti M a unei varietiti Kahler, Chen a introdus un -
invariant §(D~), numit CR §-invariant, definit in [18] astfel:

§(DY)(x) = t(x) —t(Dy),

unde T este curbura scalard a lui M si (D) este curbura scalard a distributiei total
reale D+ a lui M.

Tn aceasta sectiune demonstram o inegalitate , pentru §(D+) in cazul QR-subvarietatilor
unei forme spatiale cuaternionice, cu codimensiunea minima, i.e., dim vy = 0.

Fie Do = Ju(vy), D = D1y @ Doy @ D3y o distributie 3q-dimensionald D+ : x —
Dy global definitd pe M, unde q = dim v;-. Avem

Joc(Docx) = Vi_/ Ioc(pﬁx) = Dyx; Vx € M,

unde («, 3,v) este o permutare ciclica a lui (1, 2, 3).
D este distributia ortogonald complementard a lui DLin ™ Si Jo(Dx) = Dy. D este
numita distributie cuaternionicd.
Asadar
TM=TMa&T'M, TM =D & D+,

T'M=vev', v,v' CT'M, Dy = D1, & Da & Dy

PentruY € I'(TM) considerdm descompunerea JY = O«Y +F,Y, & = 1,3; 0LY, Fo Y
reprezintd componentele tangenta, respectiv normala ale lui JY.
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Pentru V € T(T+M) considerdm descompunerea J4V = toV + foV, o = 1,3;
taV, foV reprezinta componentele tangentd, respectiv normala ale lui J, V.

Dacd M C M este o QR-subvarietate de codimensiune minim4, i.e., dimv, = 0
pentru x € M, considerdm urmadtoarele baze ortonormate:

{el/---/en} C DX)

{Jient1, -+ J1eniq J2enst1, -+ -, J2entq J3€ng1, ..., J3€niqt C D%?
q q q

{ent1,... eniqt C TXLM-

Principalul rezultat al acestui capitol este urmatoarea inegalitate pentru invariantul
§(D+) in cazul unei QR-subvarietiti a unei forme spatiale cuaternionice.

Teorema 5.1: [36]. Fie M o QR-subvarietate cu codimensiunea minima a unei forme
spatiale cuaternionice M(c), dim Dx = n,dim DXL = 3q,dimvy, =0, dim v% =q, X €
M. Atunci are loc urmatoarea inegalitate:

2
n(n+3q) . ”H||2+ n(n+6q+8) c 5.1)

2(n+1) 2 4

Cazul de egalitate are loc dacd si numai daca urmatoarele trei conditii sunt sa-
tisfacute:

(a) M este mixt total geodezica,

(b) distributia D este total ombilicala, si

(c) existd un reper ortonormat

5(D+) <

{Jient1, .-+, J1ensq; J2€ns1, .-+, J2€n+q; J3€nst, oo, J3€n4q)

al lui Dy astfel incat forma a doua fundamentali h a lui M satisface

h’IJ :0/ l/] :1,TL, 1#)/ r:n+1,n+q



CAPITOLUL 6

INEGALITATEA WINTGEN

6.1 Inegalitatea Wintgen

In 1979, P. Wintgen ([49]) a demonstrat faptul ca curbura Gauss K, patratul curburii
medii ||H||? si curbura normala K+ ale oricarei suprafete M? in E* satisfac inegalitatea

K < [[H[J* =K.

Cazul de egalitate are loc daci si numai daci elipsa de curbura a lui M? in E* este un
cerc.

O extensie a inegalitatii Wintgen a fost data ulterior de catre B. Rouxel ([47]) si,
independent, de 1.V.Guadalupe si L.Rodriguez ([25]), pentru suprafetele M? de codi-
mensiune arbitrard m in forme spatiale reale MZ2tm(¢)

K < |[H|? =K' +c.

n 2004, A. Mihai ([40]) gaseste o inegalitate corespunzitoare pentru suprafete total
reale in forme spatiale complexe n-dimensionale. De asemenea, studiaza cazul de ega-
litate si furnizeaza un exemplu netrivial de suprafata total reald care satisface cazul de
egalitate.

Conjectura legatd de inegalitatea Wintgen, cunoscuta de asemenea drept conjectura
DDVV, a fost formulata in 1999 de citre P.J. De Smet, F. Dillen, L. Verstraelen si L.
Vrancken ([22]).

Conjecturi. Fie f : M™ — M™™ o imersie izometricid, unde M™ ™ este o formd spatialii
realid cu curbura sectionali constantd c. Atunci

2 1
p < [[H["=p~+c,
unde p este curbura scalard normalizatii si p*- este curbura scalari normali normalizatd.

Notand prin K si R* curbura sectionald, respectiv tensorul de curburd normala pe
M™, curbura scalard normalizatd si curbura scalard normald normalizatd sunt date prin

formulele
2T

2
nn-—1) - nn-—1) Z Klei/\gy),

1<i<j<n

p:

22
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2t 2
e T AmeTy |  (Revefain)

1<igj<n 1<a<f<n

unde T este curbura scalara.

Aceastd conjecturd a fost demonstrata de autori, pentru subvarietdti M™ cu dimen-
siune arbitrard n > 2 si codimensiune 2 in forme spatiale reale M™*2(c) cu curbura
sectionald constantd c si, de asemenea, este prezentatd o caracterizare detaliatd a cazu-
lui de egalitate in functie de operatorul Weingarten al lui M™ in M™*2(c).

T.Choi si Z.Lu ([21]) au demonstrat cd aceasta conjectura este adevaratd pentru orice
subvarietate 3-dimensionald M3 cu codimensiune arbitrard m > 2 in M3t™(¢). Este
prezentatd si o caracterizare a cazului de egalitate.

Alte rezultate similare inegalitatii Wintgen au fost demonstrate pentru subvarietati
in varietdti Kdhler, nearly Kéahler si spatii Sasaki de citre P.J. De Smet, F. Dillen, J.
Fastenakels, A. Mihai, J.Van der Veken, L. Verstraelen si L. Vrancken.

Recent, Z. Lu si independent J. Ge si Z. Tang au rezolvat, in cele din urma, cazul
general al conjecturii DDV'V.

Teorema 6.1: [29]. Inegalitatea Wintgen
p < |H[I? —p" +¢,

este adevdratid pentru orice subvarietate M™ in orice formd spatialid realdi M™™(c), n >
2, m> 2.

Cazul de egalitate are loc dacd si numai dacd, in raport cu niste repere ortonormate conve-
nabile {e;} si {&y}, operatorul Weingarten al lui M™ in MM (¢) g formele

A op O 0
LA 0 0
Ag, = |0 0 A o
0 0 0 A
AN+p 00 0
0 N—p O 0
Ag,=| O 0 A ol
0 0 0 A
A 000 0
0 A3 O 0
Ag,= |0 0 A3 0
0 0 0 ... As

Ag, == Az, =0,undeNy, Ay, A3 si pwsunt functii reale pe M™.
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6.2 Inegalitatea Wintgen generalizatd pentru subvarietiti Lagrange
in forme spatiale cuaternionice

I. Mihai a demonstrat urmatoarea inegalitate Wintgen generalizatd pentru subva-
rietdti Lagrange in forme spatiale complexe.

Teorema 6.2: [42]]. Fie M™ o subvarietate Lagrange intr-o formd spatiald complexd M™(4c).

Atunci
2¢?

()2 < (IH[*—p+c)*+ nm—1)

4
TEE TR

In capitolul 6 sunt prezentate rezultate similare pe care le-am obtinut in cazul sub-
varietdtilor Lagrange, respectiv 0-oblice in forme spatiale cuaternionice.

Fie M"™ o subvarietate total reala n-dimensionald a unei forme spatiale cuaternio-
nice 4m-dimensionale M*™(4¢c), {ey, ..., enlun reper ortonormat pe M™ si{&n11,..., &am)
un reper ortonormat pe fibratul normal T-M™.

Curbura normald scalard a lui M™ este definitd prin
1

Kn =~

4m
2 Z TracelA,, As)%. (6.1)

T,s=n+1

2y/Kn
nmn—-1)

Atunci curbura normalad scalard normalizata este datd de formula pn =

Din relatia (6.1)) obtinem

KN = % Z Trace[A,, A % = Z Z g([A;, Agles, eJ))2 (6.2)

1<r<s<4m—m 1<r<s<dm-—m 1<i<j<n

Notand cu h{j = g(h(ei, €),&), 1,j=1,n, r=1,4m—n, avem

n 2
Kn= > > <Z(hjrk 2 — Rk ]sk)>- (6.3)

1<r<s<dm-—m 1<i<j<n  \k=1

Unul dintre principalele rezultate ale acestui capitol este urmatorul

Teorema 6.3: [31]. Fie M" o subvarietate Lagrange a unei forme spatiale cuaternio-
nice M*"(4¢). Atunci

2 2 6 4
(o) < (IHIP—pte) + o Pgy €+ gy elo—c). (6.4)

Am demonstrat aceastd teoremd folosind urmatoarea lemd, de asemenea demon-
stratd In acest capitol
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Lema 6.1: [31]. Fie M™ o subvarietate total reala a unei forme spatiale cuaternionice
4m-dimensionale M*™(4c). Atunci avem

IH|I*—pn > p—c. (6.5)

Cazul de egalitate are loc daca si numai daca, in raport cu un reperele ortonor-
mate convenabil alese {e;} si {{4), operatorul Weingarten al lui M" in M*™M(4¢) ia
urmatoarele forme

7\1 L 0 0
88 )\] 0 0

Ag, =0 0 N 01,
0 0 O A1

A+ 0 0 0

0 A—pn O 0

Ag, = 0 0 A 01,

0 0 0 A2
A3 000 0
0 A3 O 0

A, =0 0 A 01,
0 0 0 ... A3

Ag, =+ =Ag,, . =0,unde A1, A2, A3 si u sunt functii reale pe M™.

6.3 Subvarietati oblice in forme spatiale cuaternionice

Am demonstrat, de asemenea, un rezultat similar privind subvarietatile 6-oblice ale
unei forme spatiale cuaternionice.
Reamintim definitia unei subvarietati oblice intr-o forma spatiala cuaternionica.

Definitie 6.1: Spunem c& o subvarietate M a unei varietati cuaternionice Kéhler (M, o, §)
estea subvarietate oblici daca pentru orice vector nenul X tangentla M in p, unghiul 6(X)
dintre J(X) si TyM, o € {1,2, 3} este constant, i.e. nu depinde de alegerile luip € M si
X e T,M.

Teorema 6.4: [31]. Fie M™ o subvarietate 0-oblica n-dimensionala a unei forme spatiale
cuaternionice 4m-dimensionale M*™(4c). Atunci avem

IH|I> > p+pn—c— cos? 6. (6.6)

c
n—1
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Rezultatele mentionate in aceastd lucrare si altele legate de acest subiect au fost deja
publicate sau prezentate in reviste de specialitate sau conferinte.

1. Macsim, G., Improved Chen’s inequalities for Lagrangian submanifolds in quaternionic
space forms, Romanian J. Math. Comp. Sci. 6 (2016), 61-84.

2. Macsim, G. and Mihai, A., An inequality on quaternionic CR-submanifolds, Ann.
Univ. Ovidius Constanta 26(3) (2018), 181-196.

3. Macsim, G. and Mihai, A., A d—invariant for QR-submanifolds in quaternion space
forms, Int. Electron. J. Geom. 11(2) (2018), 8-17.

4. Macsim, G., Mihai, A. and Olteanu A., On rectifying-type curves in a Myller confi-
guration, Bull. Korean Math. Soc. 56(2) (2019), 383-390.

5. Macsim, G. and Ghisoiu, V., Generalized Wintgen inequality for Lagrangian submani-
folds in quaternionic space forms, va apdrea in Math. Inequal. Appl.

6. Macsim, G. and Mihai, A., A constrained maxima method for improving certain Chen
inequalities, trimis spre publicare.

7. Macsim, G. and Mihai, A., An optimization method for improved Chen inequalities,
Proceedings of Mathematics and Educational Symposium of Department of Ma-
thematics and Computer Sciences, Technical University of Civil Engineering Bu-
charest, The 2nd edition, May 28, 2016, 75-80.

8. Macsim, G. and Mihai, A., A CR 6— invariant for quaternionic CR-submanifolds in
quaternionic space forms, The 14th Workshop of Scientific Communications, De-

partment of Mathematics and Computer Science, Technical University of Civil
Engineering Bucharest, May 27, 2017, 66-71.

9. Macsim, G. and Ghisoiu, V., Generalized Wintgen inequality for Lagrangian submani-
folds in quaternionic space forms, The 14-th International Workshop on Differential
Geometry and its Applications, Petroleum-Gas University of Ploiesti (UPG), Ro-
mania, July, 9th - 11th, 2019.

10. Mihai, A., Macsim, G. and Olteanu, A., Curves in a Myller configuration, Internatio-
nal Conference on Applied and Pure Mathematics (ICAPM 2017), Iasi, November
2-52017.

11. Macsim, G. and Ghisoiu, V., Optimal inequalities involving Casorati curvature for
Lagrangian submanifolds in quaternionic space forms, trimis spre publicare.

12. Ghisoiu, G., Ghisoiu, V. and Macsim, G., Generalized Wintgen inequality for Lagran-
gian submanifolds in generalized complex space forms, trimis spre publicare.
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