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CAPITOLUL 1

INTRODUCERE

Scopul cercetării doctorale prezente este de a găsi relat, ii ı̂ntre invariant, ii extrinseci
s, i cei intrinseci ai unei subvarietăt, i ı̂n diverse spat, ii ambient, mai exact de a găsi inega-
lităt, i care implică divers, i invariant, i de tip Chen pentru subvarietăt, i Lagrange, oblice,
CR-subvarietăt, i cuaternionice s, i QR-subvarietăt, i ı̂n forme spat, iale complexe sau cua-
ternionice.

Începuturile teoriei subvarietăt, ilor coincid cu cele ale geometriei diferent, iale. A fost
studiată ı̂ncă de la aparit, ia calculului diferent, ial s, i a ı̂nceput cu teoria curbelor plane s, i
a suprafet,elor. Pierre de Fermat (1601-1665) este considerat ca fiind un inovator ı̂n acest
domeniu [16]. În prima jumătate a secolului al XVII-lea, geometria diferent, ială a cur-
belor plane studia curbura, cercurile de curbură, evolutele, etc. De atunci s-a dezvoltat
ca parte semnificativă a calculului diferent, ial s, i s-a extins către studii similare ı̂n ca-
zul curbelor spat, iale s, i suprafet,elor, ı̂n particular a liniilor de curbură, geodezicelor pe
suprafet,e, suprafet,e de rotat, ie sau riglate [17].

Euler (1707-1783) a fost primul care a adus contribut, ii importante ı̂n acest domeniu.
El introduce ı̂n 1736 not, iunea de lungime de arc s, i rază de curbură. Astfel, init, iază
studiul geometriei diferent, iale intrinseci a subvarietăt, ilor [17].

Geometria intrinsecă a unei suprafet,e S ı̂n E3 poate fi determinată din produsul
interior euclidian aplicat vectorilor tangent, i la S, as, a cum a demonstrat C.F. Gauss ı̂n
teoria sa generală a suprafet,elor curbe. Teorema Egregium a lui Gauss demonstrează
invariant,a curburii Gauss ı̂n raport cu deformările izometrice ale suprafet,elor din lu-
mea euclidiană. Este un rezultat remarcabil, care a a avut un impact extraordinar asu-
pra dezvoltării ulterioare a matematicii [16]. Această teoremă conduce la diferent,a
dintre caracteristicile intrinseci s, i cele extrinseci ale suprafet,elor. Există două cantităt, i
esent, iale ale unei suprafet,e din spat, iul 3-dimensional euclidian: curbura medie s, i cur-
bura Gauss. Curbura medie este principalul invariant extrinsec s, i măsoară tensiunea
suprafet,ei, datorată spat, iului ambient [16].

În celebra sa prelegere inaugurală de la Göttingen (1854), Bernhard Riemann a
dezbătut problema fundamentelor geometriei. El este cel care introduce not, iunea de
varietate n−dimensională, formulează conceptul de varietate Riemann s, i defines, te
curbura unui astfel de spat, iu. Mai târziu, toate acestea vor constitui fundamentul
matematic al teoriei generale a relativităt, ii a lui Einstein (1915). Alte generalizări au
apărut: condit, ia de pozitivitate a produsului interior a fost slăbită la cea de non-
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INTRODUCERE 3

degenerare, s-a dezvoltat not, iunea de varietăt, i pseudo-riemanniene. Inspirat, i de te-
oria stringurilor s, i teoria Kaluza-Klein, matematicienii s, i fizicienii au ı̂nceput să stu-
dieze nu doar subvarietăt, ile varietăt, ilor Riemann, ci s, i pe cele ale varietăt, ilor pseudo-
riemanniene [17].

As, a cum sugerează S.S. Chern ı̂n prelegerea sa din 1970 de la congresul internat, ional
al matematicienilor de la Nice, geometria riemanniană constituie teoria geometriei
diferent, iale moderne. Invariant, ii Riemann reprezintă caracteristicile intrinseci ale va-
rietăt, ilor Riemann. As, a cum M. Berger a spus [8]: ”Invariant, ii de curbură reprezintă
principalii invariant, i Riemann s, i cei mai naturali. Gauss s, i Riemann s, i-au dat imediat seama
de acest lucru.” Aces, ti invariant, i constituie un fel de ADN riemannian care influent,ează
”comportamentul” varietăt, ii Riemann s, i au câteva conexiuni interesante cu multe do-
menii ale matematicii. De exemplu, ei determină noi obstruct, ii ale imersiilor izome-
trice minimale s, i Lagrange, sau au o legătură strânsă cu prima valoare proprie nenulă
a Laplacianului pe o varietate Riemanniană.

Aces, ti invariant, i joacă de asemenea un rol important ı̂n fizică. De exemplu, mis, carea
unui corp ı̂ntr-un câmp gravitat, ional este guvernată de curbura spat, iu-timpului, con-
form lui Einstein. Curbura spat, iu-timpului este esent, ială ı̂n cazul pozit, ionării unui
satelit pe o orbită ı̂n jurul pământului. Mărimea unei fort,e necesare pentru a deplasa
un obiect cu o viteză constantă, conform legilor lui Newton, este un multiplu constant
al curburii traiectoriei. De la bulele de săpun, suprafat,a valurilor s, i cochiliile melcilor,
la celulele ros, ii din sânge, tot felul de forme par a fi guvernate de diverse curburi [46],
[16].

Geometria diferent, ială a suprafet,elor din spat, ii euclidiene 3-dimensionale a fost ge-
neralizată la subvarietăt, i de dimensiune superioară ı̂n varietăt, i Riemann. Una dintre
problemele cele mai importante ı̂n teoria subvarietăt, ilor este cea a imersibilităt, ii (sau
non-imersibilităt, ii) unei varietăt, i Riemann ı̂ntr-o formă spat, ială sau, mai exact, ı̂ntr-un
spat, iu euclidian [13]. Conform binecunoscutei teoreme de scufundare a lui J.F. Nash
publicată ı̂n 1956 [43], orice varietate Riemann poate fi scufundată izometric ı̂ntr-un
spat, iu euclidian cu codimensiunea suficient de mare. Avem astfel oportunitatea de a
considera varietăt, ile Riemann drept subvarietăt, i Riemann ale unor spat, ii euclidiene s, i,
mai ales, de a folosi mijloace extrinseci pentru a obt, ine rezultate privind caracteristici
intrinseci. Această problemă nu a fost rezolvată până ı̂n 1985. Conform lui M. Gromov,
principalul argument a fost lipsa controlului asupra proprietăt, ilor extrinseci ale sub-
varietăt, ii, folosind invariant, ii intrinseci. În cazul problemei scufundării este natural să
impunem anumite condit, ii asupra imersiilor, de exemplu, să fie ı̂ndeplinită condit, ia de
minimalitate, care conduce către următoarea problemă:

Dându-se o varietate Riemann M, care sunt condit, iile necesare pentru M astfel ı̂ncât să
admită o imersie izometrică minimală ı̂ntr-unm-spat, iu euclidian Em? [17]

Mult timp singurele condit, ii necesare cunoscute pentru ca o varietate Riemann să
admită o imersie izometrică minimală ı̂ntr-un spat, iu euclidian cu codimensiunea ar-
bitrară au fost acelea ca varietatea Riemann să nu fie compactă s, i tensorul Ricci să
satisfacă relat, ia Ric ≤ 0. Acesta a fost s, i motivul pentru care S.S. Chern a propus ı̂n
monografia sa din 1968 găsirea unor alte condit, ii Riemann pentru ca M să admită
imersii izometrice minimale ı̂ntr-un spat, iu euclidian.

O altă problemă principală ı̂n teoria subvarietăt, ilor este cea a stabilirii unor relat, ii
simple ı̂ntre principalii invariant, i intrinseci s, i cei extrinseci ai unei subvarietăt, i [17].
Nicio solut, ie la această problemă s, i problema lui Chern nu au fost cunoscute mult, i
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ani ı̂nainte ca B.-Y. Chen să introducă la ı̂nceputul anilor ’90 noi tipuri de invariant, i
Riemannian, as, a numit, ii δ−invariant, ii de curbură. Distinct, i de clasicele curburi Ricci s, i
scalară, ambele fiind ”suma totală” a curburilor sect, ionale ale unei varietăt, i Riemann,
δ-invariant, ii se obt, in eliminând o anumită parte dintre curburile sect, ionale din curbura
scalară [45]. Chen a putut, de asemenea, să formuleze relat, ii optime generale ı̂ntre
aces, ti δ-invariant, i s, i principalii invariant, i extrinseci ai unei subvarietăt, i Riemann.

De-a lungul timpului, mult, i dintre matematicieni au studiat δ-invariant, ii. De exem-
plu, ı̂n [14] B.-Y. Chen stabiles, te inegalităt, i ı̂n cazul subvarietăt, ilor ı̂n forme spat, iale
complexe. J.S. Kim, Y.M. Song s, i M.M. Tripathi au studiat aces, ti invariant, i ı̂n cazul for-
melor spat, iale complexe generalizate ([28]) s, i mai târziu, P. Alegre, A. Carriazo, Y.H.
Kim s, i D.W. Yoon ([1]) au studiat δ-invariant, ii ı̂n cazul formelor spat, iale compleze
generalizate s, i formelor spat, iale Sasaki generalizate, cu codimensiune arbitrară. K. Ar-
slan, R. Ezentas, I. Mihai, C. Murathan s, i C. Ozgur ([3], [4]) au studiat δ-invariant, ii
pentru subvarietăt, i ı̂n varietăt, i aproape cosimplectice local conforme s, i (k,µ)-forme
spat, iale de contact.

În lucrarea de fat, ă sunt prezentate contribut, iile personale la studiul inegalităt, ilor
care implică δ-invariant, i ı̂n cazul subvarietăt, ilor Lagrange ı̂n forme spat, iale complexe,
respectiv subvarietăt, ilor Lagrange,CR-subvarietăt, ilor cuaternionice s, iQR-subvarietăt, ilor
ı̂n forme spat, iale cuaternionice.



CAPITOLUL 2

VARIETĂŢI COMPLEXE

2.1 Varietăţi complexe

În această sect, iune reamintim not, iuni fundamentale legate de forme spat, iale com-
plexe s, i sunt prezentate câteva exemple s, i rezultate importante.

Notăm prin χ(M̃) mult, imea tuturor cı̂mpurilor vectoriale (diferent, iabile) s, i prin
TpM̃, T⊥p M̃ fibratul tangent, respectiv normal ale lui M̃ ı̂n p ∈ M̃.

Numim varietate complexă n-dimensională un spat, iu topologic, separat Hausdorff,
pe care se poate introduce un atlas cu modelul Cn astfel ı̂ncât schimbările de hărt, i
locale sunt date de aplicat, ii olomorfe ı̂ntre deschis, ii din Cn.

Fie M̃ o varietate diferent, iabilă. Un endomorfism J definit pe fibratul tangent TM̃,
Jp : TpM̃ → TpM̃ aplicat, ie liniară, cu proprietatea că J2p = − 1TpM̃, ∀p ∈ M̃, se
numes, te structură aproape complexă pe M̃. M̃ ı̂nzestrat cu structura aproape complexă J
se numes, te varietate aproape complexă.

Următoarele teoreme sunt cunoscute.

Teoremă 2.1: [41]. Orice varietate aproape complexă are dimensiune pară s, i este orientabilă.

Teoremă 2.2: [41]. Orice varietate complexă admite o structură aproape complexă.

Dacă (M̃, J) este o varietate aproape complexă, o metrică hermitiană pe M̃ este o
metrică Riemann g, J-invariantă, i.e.,

g(JX, JY) = g(X, Y), ∀X, Y ∈ ΓTM̃.

Se demonstrează us, or că

Teoremă 2.3: [41]. Orice varietate aproape complexă admite o metrică hermitiană.

Dacă (M̃, J) este o varietate aproape complexă, o metrică hermitiană g pe M̃ defines, te
o 2-formă nedegenerată ω, dată prin ω(X, Y) = g(JX, Y), X, Y ∈ ΓTM̃, numită 2-forma
fundamentală. Este evident căω(JX, JY) = ω(X, Y).

O varietate (aproape) complexă ı̂nzestrată cu o metrică hermitiană se numes, te vari-
etate (aproape) Kähler dacă 2-forma fundamentalăω este ı̂nchisă, i.e. dω = 0.
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2. VARIETĂŢI COMPLEXE 6

2.2 Subvarietăt,i Lagrange ı̂n forme spat,iale complexe

Fie M̃m o varietate Kähler de dimensiune complexăm ı̂nzestrată cu structura aproape
complexă canonică J, Jp : TpM̃ → TpM̃, p ∈ M, o metrică hermitiană g̃, s, i f : Mn →
M̃m o imersie izometrică a unei varietăt, i n-dimensionaleMn ı̂n M̃m.

Dacă X ∈ TpM̃, putem scrie JX = PX+ FX, unde PX ∈ TpM, FX ∈ T⊥p M, P : TM →
TM, F : TM→ T⊥M.

M se numes, te subvarietate complexă idacă J(TpM) = TpM (i.e., F = 0).

Subvarietatea Mn se numes, te subvarietate total reală dacă J(TpMn) ⊂ T⊥p Mn, ∀p ∈
Mn. O subvarietate total reală de dimensiune maximă, i.e., dimRM

n = dimC M̃
n = n,

se numes, te subvarietate Lagrange.
În [11], B.-Y. Chen introduce not, iunea de subvarietate oblică. O subvarietate oblică

este o subvarietate M a unei varietăt, i Kähler M̃ astfel ı̂ncât, pentru orice vector nenul
X ∈ TpM, unghiul θ(X) (numit unghiul Wirtinger al lui X) dintre JX s, i spat, iul tangent
TpM este o constantă (independentă de alegerea punctului p ∈M s, i de cea a vectorului
tangent X ∈ TpM). Unghiul Wirtinger al unei subvarietăt, i oblice se numes, te unghiul
oblic al subvarietăt, ii oblice respective.

Este evident că subvarietăt, ile complexe s, i total reale sunt de fapt subvarietăt, i oblice
cu θ = 0, respectiv θ = π

2 .

O subvarietate oblică se numes, te proprie dacă nu este nici complexă, nici total reală.

Dacă endomorfismul canonic P definit mai sus este paralel, adică ∇P = 0, o subva-
rietate oblică proprie se va numi oblică Kähler.

Fie M̃ o varietate Kähler s, iM ⊂ M̃ o subvarietate.
Notăm prin Hp = TpM

⋂
J(TpM) ⊂ TpM subspat, iul olomorf maximal. H este

J-invariant, i.e. JHp = Hp. M se numes, te subvarietate generică dacă dimHp este o
constantă.

Dacă M̃ este o varietate Kähler s, i M ⊂ M̃ este o subvarietate generică, atunci M se
numes, te CR-subvarietate dacă J(H⊥p ) ⊂ T⊥p M.

În cazul ı̂n care M̃m are curbura sect, ională olomorfă constantă 4c, atunci se va numi
formă spat, ială complexă s, i se va nota cu M̃m(4c). Tensorul de curbură Riemann al său
este dat prin

R̃(X, Y)Z = c[g(Y,Z)X− g(X,Z)Y + g(JY,Z)JX− g(JX,Z)JY + 2g(X, JY)JZ],

pentru orice câmpuri vectoriale X, Y,Z tangente la M̃m(4c).

2.3 Invariant,i Chen

Invariant, ii Riemannian ai unei varietăt, i Riemannian reprezintă caracteristicile in-
trinseci ale acesteia. În această sect, iune reamintim o serie de invariant, i Riemannian
pentru varietăt, i Riemannian, cunoscut, i sub numele de invariant, i Chen (see [17]). Teo-
ria acestor invariant, i a fost init, iată ı̂n [12].

Fie Mn o varietate Riemann n-dimensională s, i K(π) curbura sect, ională a lui Mn

asociată 2-planului π ⊂ TpMn, p ∈Mn.
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Pentru orice bază ortonormată {e1, ..., en} a spat, iului tangent TpMn, curbura scalară
τ ı̂n p este definită prin

τ(p) =
∑

1≤i<j≤n
K(ei ∧ ej).

Notăm prin
(infK)(p) = inf{K(π)|π ⊂ TpMn, dimπ = 2}.

Primul invariant Chen este dat de formula δM(p) = τ(p) − (infK)(p).
Dacă L este un subspat, iu al lui TpMn cu dimensiunea r ≥ 2 iar {e1, ..., er} este o bază

ortonormată a lui L, curbura scalară τ(L) a r-planului L se defines, te prin

τ(L) =
∑

1≤α<β≤r
K(eα ∧ eβ).

Pentru n ≥ 3 s, i k ≥ 1, numere naturale date, notăm prin S(n,k) mult, imea finită
a tuturor k-uplelor (n1, ...,nk) de numere naturale care satisfac 2 ≤ n1, ...,nk < n,
n1 + ... +nk ≤ n. Fie S(n) =

⋃
k≥1 S(n,k).

Pentru fiecare (n1, ...,nk) ∈ S(n) s, i orice punct p ∈ Mn, B.-Y. Chen introduce un
invariant Riemann definit prin

δ(n1, ...,nk)(p) = τ(p) − inf{τ(L1) + ... + τ(Lk)},

unde {L1, ...,Lk} este inclusă ı̂n mult, imea tuturor subspat, iilor mutual ortogonale ale lui
TpM

n astfel ı̂ncât dimLj = nj, j = 1, ...,k.

B.-Y. Chen a demonstrat anumite inegalităt, i privind δM s, i δ(n1, ...,nk) pentru sub-
varietăt, i ı̂n forme spat, iale reale, cunoscute sub numele de inegalităt, i Chen.

Teoremă 2.4: [12]. Fie Mn o subvarietate n-dimensională (n ≥ 3) a unei forme spat, iale reale
M̃m(c) cu curbura sect, ională constantă c. Atunci

δM ≤
n− 2

2

{
n2

n− 1
‖H‖2 + (n+ 1)c

}
. (2.1)

Cazul de egalitate are loc dacă s, i numai dacă, ı̂n raport cu un reper ortonormat convenabil ales
{e1, . . . , en, en+1, . . . , em}, operatorul Weingarten Ar = Aer , r = n+ 1, . . . ,m, al lui M ı̂n
M̃m(c) are următoarele forme

An+1 =


a 0 0 . . . 0

0 b 0 . . . 0

0 0 µ . . . 0
...

...
... . . . ...

0 0 0 . . . µ

 ,a+ b = µ; (2.2)

Ar =


hr11 hr12 0 . . . 0

hr12 −hr11 0 . . . 0

0 0 0 . . . 0
...

...
... . . . ...

0 0 0 . . . 0

 , r = n+ 2, . . . ,m. (2.3)
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B.-Y. Chen, F. Dillen, L. Verstraelen s, i L. Vrancken [20] au arătat că o inegalitate de
acelas, i tip are loc s, i ı̂n cazul subvarietăt, ilor total reale ı̂n forme spat, iale complexe.

O inegalitate corespunzătoare pentru subvarietăt, i oblice ı̂n forme spat, iale complexe
a fost obt, inută de A. Oiagă s, i I. Mihai.

Teoremă 2.5: [44]. Fiind dată o formă spat, ială complexăm-dimensională M̃(4c) s, i o subvari-
etate θ-oblicăM, dimM = n, n ≥ 3, avem

δM ≤
n− 2

2

{
n2

n− 1
‖H‖2 + (n+ 1+ 3 cos2 θ)c

}
. (2.4)

Cazul de egalitate are loc dacă există o bază ortonormată pe M̃ astfel ı̂ncât operatorul Weingar-
ten al luiM ia formele (2.2) s, i (2.3).

Cu toate acestea, pentru subvarietăt, i Lagrange ı̂n forme spat, iale complexe, inega-
litatea de mai sus, cunoscută drept prima inegalitate Chen, a fost ı̂mbunătăt, ită de J.
Bolton, F. Dillen, J. Fastenakels s, i L. Vrancken [9]. În plus, A. Mihai [39] optimizează
prima inegalitate Chen pentru subvarietăt, i oblice Kähler ı̂n forme spat, iale complexe.

Teoremă 2.6: [9]. Fie M o subvarietate Lagrange a unei forme spat, iale complexe M̃(c) de
dimensiune reală 2n, n ≥ 3. Atunci

δM ≤
(n− 2)(n+ 1)

2

c

4
+
n2

2

2n− 3

2n+ 3
‖H‖2. (2.5)

Cazul de egalitate are loc dacă există o bază ortonormată convenabil aleasă pe M̃ astfel ı̂ncât
operatorul Weingarten peM ia formele din (2.2) s, i (2.3).

Teoremă 2.7: [39]. Fie M o subvarietate pur reală n-dimensională (n ≥ 3) a unei forme
spat, iale complexem-dimensionale M̃(4c), p ∈M s, i π ⊂ TpM un 2-plan. Atunci

τ(p) −K(π) ≤ n
2(n− 2)

2(n− 1)
‖H‖2 + [(n+ 1)(n− 2) + 3‖P‖2 − 6Φ2(π)]c

2
, (2.6)

unde Φ2(π) = g2(Je1, e2) s, i {e1, e2} este o bază ortonormată a lui π. Cazul de egalitate are loc
dacă există o bază ortonormată convenabil aleasă pe M̃ astfel ı̂ncât operatorul Weingarten pe
M ia formele din (2.2) s, i (2.3).

Pentru orice (n1, ...,nk) ∈ S(n), fie:

d(n1, ...,nk) =

n2(n+ k− 1−

k∑
j=1

nj)

2(n+ k−

k∑
j=1

nj)

,

b(n1, ...,nk) =
1

2
[n(n− 1) −

k∑
j=1

nj(nj − 1)].
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Următoarea inegalitate care implică invariant, ii Chen s, i pătratul curburii medii,
obt, inută ı̂n [15], are un rol foarte important legat de acestă temă.

Teoremă 2.8: Pentru orice (n1, ...,nk) ∈ S(n) s, i orice subvarietate n-dimensionalăMn ı̂ntr-o
formă spat, ială Riemann M̃m(4c) cu curbura sect, ională constantă 4c, avem

δ(n1, ...,nk) ≤ d(n1, ...,nk) ‖H‖2 + b(n1, ...,nk)c. (2.7)

Cazul de egalitate are loc dacă s, i numai dacă, ı̂n raport cu un câmp de repere ortonormat con-
venabil ales {e1, . . . , en, en+1, . . . , em}, operatorul Weingarten Ar = Aer , r = n+ 1, . . . ,m,
al luiM ı̂n M̃m(c) ia următoarele forme

An+1 =


a1 0 0 . . . 0

0 a2 0 . . . 0

0 0 a3 . . . 0
...

...
... . . . ...

0 0 0 . . . an

 , (2.8)

Ar =



Ar1 . . . 0 0 . . . 0
... . . . ...

... . . . ...
0 . . . Ark 0 . . . 0

0 . . . 0 µr . . . 0
... . . . ...

... . . . ...
0 . . . 0 0 . . . µr


, r = n+ 2, . . . ,m, (2.9)

unde a1, . . . ,an satisfac relat, iile

a1 + . . .+ an1 = . . . = an1+...+nk−1+1 + . . .+ an1+...+nk = an1+...+nk+1 = . . . = an

s, i orice Arj este o matrice simetrică de tipul nj × nj, care satisface

trace(Ar1) = . . . = trace(Ar1) = µr.

B.-Y. Chen a subliniat, de asemenea, că o inegalitate similară are loc pentru subva-
rietăt, i total reale (ı̂n particular, Lagrange) ı̂n forme spat, iale Kähler.

2.4 O inegalitate pentru δ(2, 2) pentru subvarietăt,i Lagrange ı̂n forme
spat,iale complexe

B.-Y. Chen s, i alt, ii au stabilit următoarele inegalităt, i pentru invariant, i Chen ı̂n cazul
subvarietăt, ilor Lagrange ı̂n forme spat, iale complexe, rezultate ce ı̂mbunătăt,esc inega-
litatea (2.7).

Teoremă 2.9: [19]. Fie Mn o subvarietate Lagrange a unei forme spat, iale complexe M̃n(4c).
Fie n1,n2, . . . ,nk numere naturale care satisfac relat, iile 2 ≤ n1 ≤ . . . ≤ nk ≤ n − 1 s, i
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n1 + . . . nk < n. Atunci, ı̂n orice punct al luiMn, avem

δ(n1,n2, . . . ,nk) ≤
n2{n−

∑k
i=1 ni + 3k− 1− 6

∑k
i=1(2+ni)

−1}

2{n−
∑k
i=1 ni + 3k+ 2− 6

∑k
i=1(2+ni)

−1}
‖H‖2+ (2.10)

+
1

2

{
n(n− 1) −

k∑
i=1

ni(n1 − 1)

}
c.

Presupunem că egalitatea are loc ı̂ntr-un punct p ∈ Mn. Atunci, cu alegerea bazei s, i
notat, iile de mai sus, avem

• hABC = 0 dacă A,B,C sunt diferit, i s, i nu apart, in tot, i lui ∆i, i ∈ {1, . . . ,k},

• hαiαjαj = h
αi
rr =

∑
βi∈∆i

h
αi
βiβi

= 0 pentru i 6= j,

• hrrr = 3hrss = (ni + 2)h
r
αiαi

pentru r 6= s,

unde

∆1 = {1, . . . ,n1},

∆2 = {n1 + 1, . . . ,n1 +n2},
...

∆k = {n1 + . . .+nk−1 + 1, . . . ,n1 + . . .+nk},

∆k+1 = {n1 + . . .+nk + 1, . . . ,n},

A,B,C ∈ {1, . . . ,n}, i, j ∈ {1, . . . ,k}, αi,βi ∈ ∆i, r, s ∈ ∆k+1, nk+1 = n−n1 − . . .−nk.

Teoremă 2.10: [19]. Fie Mn o subvarietate Lagrange a unei forme spat, iale complexe M̃n(4c).
Fie n1,n2, . . . ,nk numere naturale care satisfac relat, iile 2 ≤ n1 ≤ . . . ≤ nk ≤ n − 1 s, i
n1 + . . . nk = n. Atunci, ı̂n orice punct al luiMn, avem

δ(n1,n2, . . . ,nk) ≤
n2(k− 1− 2

∑k
i=1(2+ni)

−1)

2(k− 2
∑k
i=1(2+ni)

−1)
‖H‖2+ (2.11)

+
1

2

{
n(n− 1) −

k∑
i=1

ni(ni − 1)

}
c.

Presupunem că egalitatea are loc ı̂ntr-un punct p ∈ Mn. Atunci, cu alegerea bazei s, i
notat, iile de mai sus, avem

• hAαiαj = 0 pentru i 6= j s, i A 6= αi,αj,

• dacă nj 6= min{n1, . . . ,nk}:

h
βj
αiαi = 0 dacă i 6= j s, i

∑
αj∈∆j

h
βj
αiαi = 0,

• dacă nj = min{n1, . . . ,nk}:
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∑
αj∈∆j

h
βj
αiαi = (ni + 2)h

βj
αiαi oricare ar fi i 6= j s, i orice αi ∈ ∆i.

Utilizând metoda extremelor cu legături, am demonstrat o inegalitate Chen ı̂mbunătăt, ită
pentru invariantul δ(2, 2) al unei subvarietăt, i Lagrange ı̂ntr-o formă spat, ială complexă,
ı̂n următoarea

Teoremă 2.11: [37]. Fie Mn o subvarietate Lagrange a unei forme spat,iale complexe
M̃n(4c), n ≥ 4. Atunci avem

δ(2, 2) ≤ n
2

2
· n− 2

n+ 1
‖H‖2 + 1

2
[n(n− 1) − 4]c. (2.12)

Cazul de egalitate are loc ı̂ntr-un punct p ∈ Mn dacă s, i numai dacă există o bază
ortonormată {e1, e2, . . . , en} ı̂n p astfel ı̂ncât, ı̂n raport cu această bază, forma a doua
fundamentală h satisface următoarele condit,ii

hCiA = 0, A,C ∈ {1, . . . ,n}�{i}, A < C, i = 1, 3,

hABC = 0, A = 1,n, 4 ≤ B < C ≤ n, A /∈ {B,C}.



CAPITOLUL 3

SUBVARIETĂŢI LAGRANGE ÎN FORME
SPAŢIALE CUATERNIONICE

3.1 Subvarietăţi Lagrange ı̂n forme spaţiale cuaternionice

În această sect, iune reamintim definit, ii de bază, cum ar fi cele ale formelor spat, iale
cuaternionice s, i ale subvarietăt, ilor Lagrange ı̂n forme spat, iale cuaternionice.

Fie M̃ o varietate diferent, iabilă. Presupunem că există un subfibrat σ 3-dimensional
al lui End(TM̃) astfel ı̂ncât există o bază locală {J1, J2, J3} pe mult, imea sect, iunilor lui σ
care, pentru orice α ∈ {1, 2, 3}, satisface relat, iile

J2α = − Id, JαJα+1 = −Jα+1Jα = Jα+2, (3.1)

unde Id este câmpul identitate de tip (1, 1) pe M̃, iar indicii sunt considerat, i modulo 3,
deci apart, inând mult, imii {1, 2, 3}. Fibratul σ se numes, te structură aproape cuaternionică
pe M̃, iar mult, imea {J1, J2, J3} poartă numele de bază canonică locală a lui σ. (M̃,σ) se
va numi varietate aproape cuaternionică. Este us, or de observat că orice varietate aproape
cuaternionică are dimensiunea 4m, m ≥ 1.

O metrică Riemann g̃ pe M̃ se numes, te adaptată structurii aproape cuaternionice σ
dacă este invariantă ı̂n raport cu orice Jα, adică satisface relat, ia

g̃(JαX, JαY) = g̃(X, Y), ∀α ∈ {1, 2, 3}, (3.2)

pentru orice câmpuri vectorialeX, Y pe M̃ s, i orice bază canonică {J1, J2, J3} pe σ. (M̃,σ, g̃)
se va numi varietate aproape cuaternionică hermitiană.

(M̃,σ, g̃) se numes, te varietate cuaternionică Kähler [26] dacă fibratul σ este para-
lel ı̂n raport cu conexiunea Levi-Civita ∇̃ a lui g̃, i.e., există 1-formele local definite
ω1, ω2, ω3 astfel ı̂ncât să avem

∇̃XJα = ωα+2(X)Jα+1 −ωα+1(X)Jα+2, (3.3)

pentru orice α ∈ {1, 2, 3} s, i orice câmp vectorial X pe M̃, unde indicii sunt considerat, i
modulo 3.

12
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Fie (M̃,σ, g̃) o varietate cuaternionică Kähler s, i X un vector nenul pe M̃. Spat, iul
generat de {X, J1X, J2X, J3X} se numes, te 4-plan cuaternionic s, i se notează cu Q(X). Orice
2-plan din Q(X) se numes, te plan cuaternionic. Curbura sect, ională a unui plan cuater-
nionic se numes, te curbură sect, ională cuaternionică. O varietate cuaternionică Kähler se
numes, te formă spat, ială cuaternionică ı̂n cazul ı̂n care curbura sect, ională cuaternionică
este egală cu o constantă c, i.e., tensorul de curbură este dat de

R̃(X, Y)Z =
c

4
{g̃(Z, Y)X− g̃(X,Z)Y+ (3.4)

+

3∑
α=1

[g̃(Z, JαY)JαX− g̃(Z, JαX)JαY + 2g̃(X, Jαy)JαZ]

}
,

oricare ar fi X, Y, Z câmpuri vectoriale pe M̃ s, i oricare ar fi baza locală {J1, J2, J3} pe σ.

Fie f :M→ M̃(c) o imersie izometrică a unei varietăt, i Riemann n-dimensionale M
ı̂ntr-o formă spat, ială cuaternionică 4n-dimensională M̃(c). M se numes, te subvarietate
Lagrange dacă

Jα(TpM) ⊂ T⊥p M, ∀p ∈M, ∀α ∈ {1, 2, 3}.

3.2 Prima inegalitate Chen ı̂mbunătăt,ită pentru subvarietăt,i Lagrange

În sect, iunea a doua a acestui capitol este prezentat următorul rezultat, similar ine-
galităt, ii (2.5), pe care l-am obt, inut ı̂n cazul subvarietăt, ilor Lagrange ı̂n forme spat, iale
cuaternionice.

Teoremă 3.1: [30]. FieM o subvarietate Lagrangen-dimensională a unei forme spat,iale
cuaternionice M̃(c). Atunci, are loc relat,ia

δM ≤
(n− 2)(n+ 1)

2
· c
4
+
n2

2
· 2n− 3

2n+ 3
· ||H||2. (3.5)

Egalitatea are loc ı̂ntr-un punct p ∈M dacă s, i numai dacă există o bază ortonormată
{e1, e2, . . . , en} ı̂n p astfel ı̂ncât, ı̂n raport cu această bază, forma a doua fundamentală
h satisface condit,iile

h
φr(k)
ij = 0 , i = 1,n , j = 3,n , i 6= j, k ∈ {1, . . . ,n}�{i, j}.

3.3 Inegalităt,i Chen ı̂mbunătăt,ite pentru subvarietăt,i Lagrange ı̂n forme
spat,iale cuaternionice

Utilizând aceeas, i metodă de optimizare, am demonstrat ı̂n a treia sect, iune a acestui
capitol următoarea inegalitate pentru invariantul Riemann δ(n1, . . . ,nk) ı̂n cazul sub-
varietăt, ilor Lagrange ı̂n forme spat, iale cuaternionice, similară celor din teoremele 2.9
s, i 2.10.
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Teoremă 3.2: [30]. FieM o subvarietate Lagrangen-dimensională a unei forme spat,iale
cuaternionice M̃(c). Pentru un k-uplu dat (n1,n2, . . . ,nk) ∈ S(n), fie N = n1 + n2 +

. . .+nk s, i Q =
∑k
i=1(2+ni)

−1. Dacă N < n atunci avem

a) dacă Q ≤ 1
3

,

δ(n1,n2, . . . ,nk) ≤
n2{n−N+ 3k− 1− 6Q}

2{n−N+ 3k+ 2− 6Q}
‖H‖2+ (3.6)

+
1

2

{
n(n− 1) −

k∑
i=1

ni(ni − 1)

}
c

4
.

Cazul de egalitate are loc ı̂ntr-un punct p ∈ M dacă s, i numai dacă există o bază
ortonormată {e1, e2, . . . , en} ı̂n p astfel ı̂ncât, ı̂n raport cu această bază, forma a doua
fundamentală h este de forma

h(eαi , eβi) =
3∑
r=1

∑
γi∈∆i

h
φr(γi)
αiβi

φreγi +
3δαiβi
2+ni

λφr(eN+1)

 , αi,βi ∈ ∆i, i = 1,k,

h(eαi , eαj) = 0,
∑
αi∈∆i

h
φr(γi)
αiαi = 0, r = 1, 3, αi ∈ ∆i, αj ∈ ∆j, i 6= j, i, j ∈ {1, 2, . . . ,k},

h(eαi , eN+1) =
3λ

2+ni

3∑
r=1

φr(eαi), h(eαi , eu) = 0, u ∈ {N+ 2, . . . ,n},

h(eN+1, eN+1) = 3λ

3∑
r=1

φr(eN+1),

h(eN+1, eu) = λ
3∑
r=1

φr(eu), u ∈ {N+ 2, . . . ,n},

h(eu, ev) = λδuv
3∑
r=1

φr(eN+1), u, v ∈ {N+ 2, . . . ,n},

pentru λ =
1

3
hN+1
eN+1eN+1

.

b) dacă Q >
1

3
,

δ(n1,n2, . . . ,nk) ≤
n2{n−N+ 3k− 3}

2{n−N+ 3k}
‖H‖2+ (3.7)

+
1

2

{
n(n− 1) −

k∑
i=1

ni(ni − 1)

}
c

4
.

Cazul de egalitate are loc ı̂ntr-un punct p ∈ M dacă s, i numai dacă există o bază
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ortonormată {e1, e2, . . . , en} ı̂n p astfel ı̂ncât, ı̂n raport cu această bază, forma a doua
fundamentală h este de forma

h(eαi , eβi) =
3∑
r=1

∑
γi∈∆i

h
φr(γi)
αiβi

φr(eγi),

3∑
r=1

∑
αi∈∆i

h
φr(γi)
αiαi φr(eγi) = 0,

h(eA, eB) = 0 ı̂n caz contrar,

pentru αi, βi, γi ∈ ∆i, i = 1,k, A, B, C = 1,n.



CAPITOLUL 4

CR-SUBVARIETĂŢI CUATERNIONICE ÎN
FORME SPAŢIALE CUATERNIONICE

4.1 CR-subvarietăţi cuaternionice ı̂n forme spaţiale cuaternionice

În această sect, iune reamintim not, iunea deCR-subvarietate s, i definit, iaCR-subvarietăt, ilor
cuaternionice.

În 1978, A. Bejancu introduce not, iunea de CR-subvarietate, care este o generalizare a
subvarietăt, ilor olomorfe s, i total reale ale unei varietăt, i aproape hermitiene [6].

Fie M̃ o varietate Kähler cu structura complexă J s, i fieM o varietate Riemann imer-
sată izometric ı̂n M̃. Notăm prin Dx, x ∈ M subspat, iul complex maximal TxM ∩
J(TxM) al spat, iului tangent TxM al lui M. Dacă dimensiunea lui Dx este constantă
pentru orice x ∈ M, atunci D : x → Dx defines, te o distribut, ie olomorfă D pe M. Un
subspat, iu ν al lui TxM, x ∈ M se numes, te total real dacă J(ν) este un subspat, iu al
spat, iului normal T⊥x M ı̂n x. Dacă orice spat, iu tangent al luiM este total real, atunciM
se numes, te subvarietate total reală a varietăt, ii Kähler M̃.

Dacă există o distribut, ie total reală D⊥ pe M al cărei complement ortogonal este
distribut, ia olomorfă D, i.e., TM = D ⊕D⊥, JD⊥x ⊂ T⊥x M, x ∈M, atunci subvarietatea
M se va numi CR-subvarietate.

Distribut, ia total reală D⊥ a oricărei CR-subvarietăt, i a unei varietăt, i Kähler este o
distribut, ie integrabilă (see [10]).

4.2 O inegalitate pentru CR δ-invariant

În cazul unei CR-subvarietăt, i M a unei varietăt, i Kähler, Chen a introdus un δ-
invariant δ(D), numit CR δ-invariant, definit astfel

δ(D)(x) = τ(x) − τ(Dx),

unde τ este curbura scalară a luiM, iar τ(D) este curbura scalară a distribut, iei olomorfe
D a luiM.

În [2], Al-Solamy, Chen s, i Deshmukh au demonstrat o inegalitate pentru δ-invariantul
δ(D), ı̂n cazul unei subvarietăt, i anti-olomorfe ı̂ntr-o formă spat, ială complexă, ı̂n funct, ie

16
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de pătratul curburii medii. În acest capitol, considerăm o CR-subvarietate cuaternio-
nică de codimensiune minimă, ı̂ntr-o formă spat, ială cuaternionică.

Fie M̃ o varietate Kähler cuaternionică s, iM o subvarietate reală a lui M̃. O distribut, ie
D : x→ Dx ⊂ TxM se numes, te distribut, ie cuaternionică dacă Jα(D) ⊂ D, ∀α = 1, 2, 3.

Spunem că M se numes, te CR-subvarietate cuaternionică dacă admite o distribut, ie
cuaternionică diferent, iabilă D a cărei distribut, ie complementară ortogonală D⊥ este
total reală, i.e., Jα(D⊥x ) ⊂ T⊥x M, α = 1, 2, 3, ∀x ∈M.

O subvarietate M a unei varietăt, i cuaternionice M̃ se numes, te subvarietate cuater-
nionică (respectiv, subvarietate total reală) dacă dimD⊥x = 0 (respectiv, dimDx = 0).
O CR-subvarietate cuaternionică se numes, te proprie dacă nu este nici total reală, nici
cuaternionică.

Fie Dαx = Jα(D⊥x ), ν⊥x = D1x ⊕D2x ⊕D3x o distribut, ie 3q-dimensională ν⊥ : x →
ν⊥x global definită pe M, unde q = dimD⊥x s, i ν distribut, ia complementară ortogonală
a lui ν⊥.

Atunci
TM̃ = TM⊕ T⊥M, TM = D ⊕D⊥,

T⊥M = ν⊕ ν⊥, ν,ν⊥ ⊂ T⊥M, ν⊥x = D1x ⊕D2x ⊕D3x.

M se numes, te mixt geodezică dacă h(X, Y) = 0, ∀X ∈ Γ(D), Y ∈ Γ(D⊥).
M se numes, te mixt foliată dacă D este integrabilă s, iM este mixt geodezică.
M se numes, te D-geodezică dacă h(X, Y) = 0, ∀X, Y ∈ Γ(D).
M se numes, te D⊥-geodezică dacă h(X, Y) = 0, ∀X, Y ∈ Γ(D⊥).
DacăM este oCR-subvarietate cuaternionică de codimensiune minimă, i.e., dimνx =

0 for x ∈M, vom alege următoarea bază ortonormată:

Dx = Sp{ e1, . . . , en},

D⊥x = Sp{en+1, . . . , en+q},

s, i atunci
TM = Sp{e1, . . . , en; en+1, . . . , en+q},

T⊥M = Sp{J1en+1, . . . , J1en+q; J2en+1, . . . , J2en+q; J3en+1, . . . , J3en+q},

care corespunde cu definit, ia CR-subvarietăt, ii cuaternionice dată ı̂n [5].
În [2], autorii demonstrează o inegalitate pentru δ(D) ı̂n cazul unei subvarietăt, i

anti-olomorfe a unei forme spat, iale complexe:

Teoremă 4.1: [2]. FieM o subvarietate anti-olomorfă a unei forme spat, iale complexe M̃h+p(4c)
cu h = rankC D ≥ 1 s, i p = rankD⊥ ≥ 2. Atunci avem

δ(D) ≤ (2h+ p)2

2
‖H‖2 + p(4h+ p− 1)

2
c−

3p2

2(p+ 2)
‖HD⊥‖2. (4.1)

Egalitatea are loc dacă s, i numai dacă sunt ı̂ndeplinite următoarele trei condit, ii:
(a)M este D-minimală, i.e.,

−→
HD = 0,

(b)M este mixt total geodezică, s, i
(c) există un reper ortonormat {e2h+1, . . . , en} al lui D⊥ astfel ı̂ncât forma a doua fun-

damentală σ a luiM satisface relat, iile
σrrr = 3σ

r
ss, pentru 2h+ 1 ≤ r 6= s ≤ 2h+ p, s, i
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σtrs = 0 pentru r, s, t ∈ {2h+ 1, . . . , 2h+ p} distinct, i.

În această sect, iune am demonstrat o inegalitate similară pentru CR-subvarietăt, i cu-
aternionice cu codimensiunea minimă ale unei forme spat, iale cuaternionice, utilizând
o metodă diferită, mai exact metoda extremelor cu legături.

Teoremă 4.2: [35]. DacăM este o CR-subvarietate cuaternionică a unei forme spat,iale
cuaternionice M̃, de codimensiune minimă, i.e. dimνx = 0, pentru x ∈M, dimDx =
n, dimD⊥x = q s, i dimν⊥x = 3q = dim T⊥x M atunci

δ(D) ≤ (n+ q)2

2
· q+ 2
q+ 5

‖H‖2 + q(2q+n− 1)

2
· c
4

. (4.2)

Egalitatea are loc ı̂ntr-un punct x ∈ M dacă s, i numai dacă următoarele condit,ii
sunt satisfăcute:

a)M este mixt total geodezică;
b) există o bază ortonormată {e1, e2, . . . , en+q} ı̂n x astfel ı̂ncât, ı̂n raport cu această

bază, forma a doua fundamentală h satisface următoarele condit,ii:

(i)
n∑
i=1

g̃(h(ei, ei), Jαer) = g̃(h(er, er), Jαer) = 3g̃(h(es, es), Jαer),

∀α = 1, 3, ∀r 6= s ∈ {n+ 1, . . . ,n+ q},

(ii)
g̃(h(er, es), Jαet) = 0,

∀α = 1, 3, r, s, t = n+ 1,n+ q, r 6= s 6= t 6= r.



CAPITOLUL 5

QR-SUBVARIETĂŢI CUATERNIONICE ÎN
FORME SPAŢIALE CUATERNIONICE

5.1 QR-subvarietăţi cuaternionice ı̂n forme spaţiale cuaternionice

În această sect, iune reamintim definit, iileCR δ-invariantului δ(D⊥)(x) s, i aQR-subvarietăt, ilor.

În 1986, A. Bejancu [7] introduce not, iunea de QR-subvarietate ca o generalizare a
hipersuprafet,elor reale ale unei varietăt, i cuaternionice Kähler (vezi de asemenea [48]).

Fie M̃ o varietate cuaternionică Kähler s, i M o subvarietate reală a lui M̃. M se
numes, te QR-subvarietate dacă există un subfibrat vectorial ν al fibratului normal astfel
ı̂ncât să avem

Jα(νx) = νx s, i Jα(ν⊥x ) ⊂ TxM, x ∈M, α = 1, 3,

unde ν⊥ este fibratul ortogonal complementar.
Luând ı̂n calcul cercetările făcute până acum ([35],[36]), remarcăm faptul că CR-

subvarietăt, ile cuaternionice s, iQR-subvarietăt, ile sunt not, iuni complet diferite. Diferent,ele
dintre ele se pot remarca ı̂n cele două figuri de la sfârs, itul capitolului 5.

19
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5.2 Un nou δ-invariant pentru QR-subvarietăt,i ı̂n forme spat,iale cu-
aternionice

În cazul unei CR-subvarietăt, i M a unei varietăt, i Kähler, Chen a introdus un δ-
invariant δ(D⊥), numit CR δ-invariant, definit ı̂n [18] astfel:

δ(D⊥)(x) = τ(x) − τ(D⊥x ),

unde τ este curbura scalară a lui M s, i τ(D⊥) este curbura scalară a distribut, iei total
reale D⊥ a luiM.

În această sect, iune demonstrăm o inegalitate (4.1), pentru δ(D⊥) ı̂n cazulQR-subvarietăt, ilor
unei forme spat, iale cuaternionice, cu codimensiunea minimă, i.e., dimνx = 0.

Fie Dαx = Jα(ν⊥x ), D⊥x = D1x ⊕D2x ⊕D3x o distribut, ie 3q-dimensională D⊥ : x →
D⊥x global definită peM, unde q = dimν⊥x . Avem

Jα(Dαx) = ν⊥x , Jα(Dβx) = Dγx, ∀x ∈M,

unde (α,β,γ) este o permutare ciclică a lui (1, 2, 3).
D este distribut, ia ortogonală complementară a luiD⊥ ı̂n TM s, i Jα(Dx) = Dx. D este

numită distribut, ie cuaternionică.
As, adar

TM̃ = TM⊕ T⊥M, TM = D ⊕D⊥,

T⊥M = ν⊕ ν⊥, ν,ν⊥ ⊂ T⊥M, D⊥x = D1x ⊕D2x ⊕D3x.

Pentru Y ∈ Γ(TM) considerăm descompunerea JαY = ΦαY+FαY, α = 1, 3;ΦαY, FαY
reprezintă componentele tangentă, respectiv normală ale lui JαY.
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Pentru V ∈ Γ(T⊥M) considerăm descompunerea JαV = tαV + fαV , α = 1, 3;
tαV , fαV reprezintă componentele tangentă, respectiv normală ale lui JαV .

Dacă M ⊂ M̃ este o QR-subvarietate de codimensiune minimă, i.e., dimνx = 0

pentru x ∈M, considerăm următoarele baze ortonormate:

{e1, . . . , en} ⊂ Dx;

{J1en+1, . . . , J1en+q; J2en+1, . . . , J2en+q; J3en+1, . . . , J3en+q} ⊂ D⊥x ;

{ en+1, . . . , en+q} ⊂ T⊥x M.

Principalul rezultat al acestui capitol este următoarea inegalitate pentru invariantul
δ(D⊥) ı̂n cazul unei QR-subvarietăt, i a unei forme spat, iale cuaternionice.

Teoremă 5.1: [36]. Fie M o QR-subvarietate cu codimensiunea minimă a unei forme
spat,iale cuaternionice M̃(c), dimDx = n, dimD⊥x = 3q, dimνx = 0, dimν⊥x = q, x ∈
M. Atunci are loc următoarea inegalitate:

δ(D⊥) ≤ n(n+ 3q)2

2(n+ 1)
· ‖H‖2 + n(n+ 6q+ 8)

2
· c
4

. (5.1)

Cazul de egalitate are loc dacă s, i numai dacă următoarele trei condit,ii sunt sa-
tisfăcute:

(a)M este mixt total geodezică,
(b) distribut,ia D este total ombilicală, s, i
(c) există un reper ortonormat

{J1en+1, . . . , J1en+q; J2en+1, . . . , J2en+q; J3en+1, . . . , J3en+q}

al lui D⊥x astfel ı̂ncât forma a doua fundamentală h a luiM satisface

hrij = 0, i, j = 1,n, i 6= j, r = n+ 1,n+ q.



CAPITOLUL 6

INEGALITATEA WINTGEN

6.1 Inegalitatea Wintgen

În 1979, P. Wintgen ([49]) a demonstrat faptul că curbura Gauss K, pătratul curburii
medii ‖H‖2 s, i curbura normală K⊥ ale oricărei suprafet,eM2 ı̂n E4 satisfac inegalitatea

K ≤ ‖H‖2 −K⊥.

Cazul de egalitate are loc dacă s, i numai dacă elipsa de curbură a lui M2 ı̂n E4 este un
cerc.

O extensie a inegalităt, ii Wintgen a fost dată ulterior de către B. Rouxel ([47]) s, i,
independent, de I.V.Guadalupe s, i L.Rodriguez ([25]), pentru suprafet,ele M2 de codi-
mensiune arbitrarăm ı̂n forme spat, iale reale M̃2+m(c)

K ≤ ‖H‖2 −K⊥ + c.

În 2004, A. Mihai ([40]) găses, te o inegalitate corespunzătoare pentru suprafet,e total
reale ı̂n forme spat, iale complexe n-dimensionale. De asemenea, studiază cazul de ega-
litate s, i furnizează un exemplu netrivial de suprafat, ă total reală care satisface cazul de
egalitate.

Conjectura legată de inegalitatea Wintgen, cunoscută de asemenea drept conjectura
DDVV, a fost formulată ı̂n 1999 de către P.J. De Smet, F. Dillen, L. Verstraelen s, i L.
Vrancken ([22]).

Conjectură. Fie f :Mn → M̃n+m o imersie izometrică, unde M̃n+m este o formă spat, ială
reală cu curbura sect, ională constantă c. Atunci

ρ ≤ ‖H‖2 − ρ⊥ + c,

unde ρ este curbura scalară normalizată s, i ρ⊥ este curbura scalară normală normalizată.

Notând prin K s, i R⊥ curbura sect, ională, respectiv tensorul de curbură normală pe
Mn, curbura scalară normalizată s, i curbura scalară normală normalizată sunt date prin
formulele

ρ =
2τ

n(n− 1)
=

2

n(n− 1)

∑
1≤i<j≤n

K(ei ∧ ej),

22
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ρ⊥ =
2τ⊥

n(n− 1)
=

2

n(n− 1)

√ ∑
1≤i<j≤n

∑
1≤α<β≤n

(
R⊥(ei, ej, ξα, ξβ)

)2,
unde τ este curbura scalară.

Această conjectură a fost demonstrată de autori, pentru subvarietăt, i Mn cu dimen-
siune arbitrară n ≥ 2 s, i codimensiune 2 ı̂n forme spat, iale reale M̃n+2(c) cu curbura
sect, ională constantă c s, i, de asemenea, este prezentată o caracterizare detaliată a cazu-
lui de egalitate ı̂n funct, ie de operatorul Weingarten al luiMn ı̂n M̃n+2(c).

T.Choi s, i Z.Lu ([21]) au demonstrat că această conjectură este adevărată pentru orice
subvarietate 3-dimensională M3 cu codimensiune arbitrară m ≥ 2 ı̂n M̃3+m(c). Este
prezentată s, i o caracterizare a cazului de egalitate.

Alte rezultate similare inegalităt, ii Wintgen au fost demonstrate pentru subvarietăt, i
ı̂n varietăt, i Kähler, nearly Kähler s, i spat, ii Sasaki de către P.J. De Smet, F. Dillen, J.
Fastenakels, A. Mihai, J.Van der Veken, L. Verstraelen s, i L. Vrancken.

Recent, Z. Lu s, i independent J. Ge s, i Z. Tang au rezolvat, ı̂n cele din urmă, cazul
general al conjecturii DDVV.

Teoremă 6.1: [29]. Inegalitatea Wintgen

ρ ≤ ‖H‖2 − ρ⊥ + c,

este adevărată pentru orice subvarietate Mn ı̂n orice formă spat, ială reală M̃n+m(c), n ≥
2, m ≥ 2.

Cazul de egalitate are loc dacă s, i numai dacă, ı̂n raport cu nis, te repere ortonormate conve-
nabile {ei} s, i {ξα}, operatorul Weingarten al luiMn ı̂n M̃n+m(c) ia formele

Aξ1 =


λ1 µ 0 . . . 0

µ λ1 0 . . . 0

0 0 λ1 . . . 0
...

...
... . . . ...

0 0 0 . . . λ1

 ,

Aξ2 =


λ2 + µ 0 0 . . . 0

0 λ2 − µ 0 . . . 0

0 0 λ2 . . . 0
...

...
... . . . ...

0 0 0 . . . λ2

 ,

Aξ3 =


λ3 0 0 . . . 0

0 λ3 0 . . . 0

0 0 λ3 . . . 0
...

...
... . . . ...

0 0 0 . . . λ3

 ,

Aξ4 = · · · = Aξm = 0, unde λ1, λ2, λ3 s, i µ sunt funct, ii reale peMn.
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6.2 Inegalitatea Wintgen generalizată pentru subvarietăt,i Lagrange
ı̂n forme spat,iale cuaternionice

I. Mihai a demonstrat următoarea inegalitate Wintgen generalizată pentru subva-
rietăt, i Lagrange ı̂n forme spat, iale complexe.

Teoremă 6.2: [42]. Fie Mn o subvarietate Lagrange ı̂ntr-o formă spat, ială complexă M̃m(4c).
Atunci

(ρ⊥)2 ≤ (‖H‖2 − ρ+ c)2 + 4

n(n− 1)
(ρ− c)c+

2c2

n(n− 1)
.

În capitolul 6 sunt prezentate rezultate similare pe care le-am obt, inut ı̂n cazul sub-
varietăt, ilor Lagrange, respectiv θ-oblice ı̂n forme spat, iale cuaternionice.

Fie Mn o subvarietate total reală n-dimensională a unei forme spat, iale cuaternio-
nice 4m-dimensionale M̃4m(4c), {e1, . . . , en} un reper ortonormat peMn s, i {ξn+1, . . . , ξ4m}
un reper ortonormat pe fibratul normal T⊥Mn.

Curbura normală scalară a luiMn este definită prin

KN =
1

4

4m∑
r,s=n+1

Trace[Ar,As]2. (6.1)

Atunci curbura normală scalară normalizată este dată de formula ρN =
2
√
KN

n(n− 1)
.

Din relat, ia (6.1) obt, inem

KN =
1

2

∑
1≤r<s≤4m−n

Trace[Ar,As]2 =
∑

1≤r<s≤4m−n

∑
1≤i<j≤n

(
g([Ar,As]ei, ej)

)2 (6.2)

Notând cu hrij = g(h(ei, ej), ξr), i, j = 1,n, r = 1, 4m−n, avem

KN =
∑

1≤r<s≤4m−n

∑
1≤i<j≤n

(
n∑
k=1

(hrjkh
s
ik − h

r
ikh

s
jk)

)2
. (6.3)

Unul dintre principalele rezultate ale acestui capitol este următorul

Teoremă 6.3: [31]. Fie Mn o subvarietate Lagrange a unei forme spat,iale cuaternio-
nice M̃4n(4c). Atunci(

ρ⊥
)2
≤
(
‖H‖2 − ρ+ c

)2
+

6

n(n− 1)
c2 +

4

n(n− 1)
c(ρ− c). (6.4)

Am demonstrat această teoremă folosind următoarea lemă, de asemenea demon-
strată ı̂n acest capitol
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Lemă 6.1: [31]. Fie Mn o subvarietate total reală a unei forme spat,iale cuaternionice
4m-dimensionale M̃4m(4c). Atunci avem

‖H‖2 − ρN ≥ ρ− c. (6.5)

Cazul de egalitate are loc dacă s, i numai dacă, ı̂n raport cu un reperele ortonor-
mate convenabil alese {ei} s, i {ξα}, operatorul Weingarten al lui Mn ı̂n M̃4m(4c) ia
următoarele forme

Aξ1 =


λ1 µ 0 . . . 0

µ λ1 0 . . . 0

0 0 λ1 . . . 0
...

...
... . . . ...

0 0 0 . . . λ1

 ,

Aξ2 =


λ2 + µ 0 0 . . . 0

0 λ2 − µ 0 . . . 0

0 0 λ2 . . . 0
...

...
... . . . ...

0 0 0 . . . λ2

 ,

Aξ3 =


λ3 0 0 . . . 0

0 λ3 0 . . . 0

0 0 λ3 . . . 0
...

...
... . . . ...

0 0 0 . . . λ3

 ,

Aξ4 = · · · = Aξ4m−n
= 0, unde λ1, λ2, λ3 s, i µ sunt funct,ii reale peMn.

6.3 Subvarietăt,i oblice ı̂n forme spat,iale cuaternionice

Am demonstrat, de asemenea, un rezultat similar privind subvarietăt, ile θ-oblice ale
unei forme spat, iale cuaternionice.

Reamintim definit, ia unei subvarietăt, i oblice ı̂ntr-o formă spat, ială cuaternionică.

Definit,ie 6.1: Spunem că o subvarietateM a unei varietăt, i cuaternionice Kähler (M̃,σ, g̃)
estea subvarietate oblică dacă pentru orice vector nenulX tangent laM ı̂n p, unghiul θ(X)
dintre Jα(X) s, i TpM, α ∈ {1, 2, 3} este constant, i.e. nu depinde de alegerile lui p ∈M s, i
X ∈ TpM.

Teoremă 6.4: [31]. FieMn o subvarietate θ-oblicăn-dimensională a unei forme spat,iale
cuaternionice 4m-dimensionale M̃4m(4c). Atunci avem

‖H‖2 ≥ ρ+ ρN − c−
9c

n− 1
cos2 θ. (6.6)
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Rezultatele ment, ionate ı̂n această lucrare s, i altele legate de acest subiect au fost deja
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