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Prezentarea tezei şi a rezultatelor originale

Nucleul acestei teze este construit pe baza a trei lucrări, [1], [2] şi [3]. Tema principală
constă in a asocia obiecte multigraduate din algebra comutativă şi anume, inele şi ideale,
cu obiecte combinatoriale, precum complexe simpliciale şi grafuri.

În prima parte a acestei teze, atenţia noastră este indreptată spre studiul anumitor
clase de ideale torice şi anume, ideale asociate polyomino-urilor convexe. Un polyomino
P este o mulţime finită conexă de celule adiacente in planul cartezian N2, unde o celulă in
N2 reprezintă un pătrat unitar. Prima legătură a polyomino-urilor cu algebra comutativă
a apărut in [45]. În această lucrare, fiecărui polyomino i se asociază idealul generat de
2-minorii săi şi inelul cât modulo acest ideal, numit inelul de coordonate al polyomino-ului.
In aceeaşi lucrare, s-a demonstrat că dacă P este un polyomino convex, atunci inelul de
coordonate al lui P este un domeniu normal Cohen-Macaulay. Acest fapt s-a realizat prin
interpretarea inelului de coordonate al lui P ca inelul muchie al unui anumit graf bipartit
GP asociat lui P.

Noi urmăm această direcţie de cercetare şi contribuim la studiul proprietăţilor ine-
lului de coordonate al unui polyomino convex. Mai exact, clasificăm toate polyomino-
urile convexe ce au inelul de coordonate Gorenstein, calculăm regularitatea Castelnuovo-
Mumford pentru inelul de coordonate al unui polyomino stivă in termeni de cel mai mic
interval ce conţine vârfurile sale şi dăm o formulă recursivă pentru calculul multiplicităţii
inelului de coordonate al unui polyomino stivă.

În a doua parte a acestei teze, studiem idealele monomiale libere de pătrate şi anume,
idealele monomiale t-spread ce au fost introduse recent in [22]. În aceasta lucrare, V.
Ene, J. Herzog şi A. Qureshi au demonstrat că fiecare ideal t-spread puternic stabil este
liniar pe componente. De asemenea, au dat formule pentru calculul numerelor Betti
graduate şi a inălţimii şi au determinat idealul iniţial generic asociat unui ideal t-spread
puternic stabil. In această direcţie de cercetare, noi avem lucrările [3] şi [2]. În [3],
introducem ft-vectorul asociat unui ideal t-spread şi un nou t-operator pentru demostraţia
Teoremei Kruskal-Katona pentru ideale t-spread puternic stabile. Arătăm că fiecare ideal
t-spread puternic stabil are asociat un unic ideal t-spread lexicografic cu acelaşi ft-vector.
Rezultatul principal in [3] oferă o clasificare completă a şirurilor de numere naturale ce
sunt ft-vectorii unor ideale t-spread puternic stabile.

În lucrarea [2], obţinem noi proprietăţi pentru idealele t-spread Borel principale, pre-
cum proprietatea de persistenţă puternică şi aceea de a fi secvenţial Cohen-Macaulay. De
asemenea, demonstrăm că un ideal t-spread puternic stabil are proprietatea de `-schimb
in raport cu o anumită ordine de sortare, ceea ce implică faptul că un ideal t-spread Borel
principal satisface condiţia x. Cu alte cuvinte, toate puterile unui astfel de ideal au câturi
liniare. În final, caracterizăm comportamentul la limită pentru depth-ul puterilor de ideale
t-spread Borel pricipale.

Primul capitol incepe cu o scurtă descriere a complexelor simpliciale. Reamintim câteva
metode de clasificare a complexelor simpliciale Cohen-Macaulay şi câteva proprietăţi ale
inelelor Stanley-Reisner prin intermediul dualităţii Alexander. Apoi, oferim câteva definiţii
de bază şi proprietăţi cunoscute depre inele şi ideale torice. În final, ne indreptăm atenţia
spre comportamentul primelor asociate puterilor de ideale monomiale. Aceste proprietăţi
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Figure 1: Un polyomino

vor fi folosite de-a lungul celorlalte capitole din teză.

2. Proprietăţi ale inelului de coordonate al unui polyomino
convex. Rezultate principale

În acest capitol clasificăm toate polyomino-urile convexe ce au inelul de coordonate
Gorenstein, calculăm regularitatea Castelnuovo-Mumford pentru inelul de coordonate al
unui polyomino stivă in termeni de cel mai mic interval ce conţine vârfurile sale şi dăm o
formulă recursivă pentru calculul multiplicităţii inelului de coordonate al unui polyomino
stivă.

Fie P o colecţie finită de celule din N2. Două celule A şi B din P sunt conectate, dacă
există un şir de celule din P, A = A1, A2, . . . , An−1, An = B, astfel incât Ai ∩ Ai+1 este
muchie in Ai şi Ai+1 pentru orice i ∈ {1, . . . , n− 1}. Un astfel de şir se numeşte drum de
legătură intre celulele A şi B.

Definiţie 1. [45] O colecţie de celule din P se numeşte polyomino dacă orice două celule
din P sunt conectate.

Definiţie 2. [45] Un polyomino P se numeşte convex pe linii (respectiv coloane) dacă
pentru orice doua celule A şi B din P cu colţul din stânga jos a = (i, j) şi b = (k, j)
(respectiv a = (i, j) şi b = (i, l)), intervalul orizontal (respectiv vertical) de celule [A,B]
este conţinut in P

Dacă P este convex pe linii şi pe coloane, atunci P se numeşte convex.

In Figura 2, dăm un exemplu de polyomino convex pe coloane (linii) ce nu este convex
pe linii (coloane). Cel de-al treilea polyomino din această figură este un polyomino convex.

Fie P un polyomino convex. După o posibilă translaţie in plan, considerăm

[(1, 1), (m,n)]

a fi cel mai mic interval ce conţine vârfurile lui P. În acest caz, spunem că P este un
polyomino convex pe [m]× [n], unde [m] = {1, . . . ,m} şi [n] = {1, . . . , n}.
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Polyomino convex pe coloane Polyomino convex pe linii

Polyomino convex

Figure 2: Polyomino-uri

(i, j) (i+ 1, j)

(i, j + 1) (i+ 1, j + 1)
xi xi+1

yj yj+1

Figure 3: Graful bipartit asociat unei celule in N2

Fixăm corpul K şi inelul de polinoame S = K[xij | (i, j) ∈ V (P)]. Considerăm idealul
IP ⊂ S generat de toate binoamele xilxkj−xijxkl pentru care [(i, j), (k, l)] este un interval
in P. K-algebra S/IP se notează cu K[P] şi se numeşte inelul de coordonate al lui P.
Conform [45, Theorem 2.2], K[P] este un domeniu normal Cohen-Macaulay.

Fie P un polyomino convex pe [m] × [n]. Inelul R = K[xiyj | (i, j) ∈ V (P)] ⊂
K[x1, . . . , xm, y1, . . . , yn] este inelul muchie al unui graf bipartit GP cu mulţimea de vârfuri
V (GP) = X ∪ Y , unde X = {x1, . . . , xm} şi Y = {y1, . . . , yn} şi mulţimea de muchii
E(GP) = {{xi, yj} | (i, j) ∈ V (P)}. În Figura 3, prezentăm graful bipartit asociat unei
celule din N2. Conform [45], K[P] = K[GP ].

Fixăm X = {x1, . . . , xm} şi Y = {y1, . . . , yn} şi, dacă este nevoie, identificăm punctul
(xi, yj) in plan cu vârful (i, j) ∈ V (P).

Propoziţia 3. Fie P un polyomino convex pe [m] × [n]. Atunci graful bipartit GP este
2-conex.

Definiţie 4. Fie P un polyomino convex pe [m]× [n] şi T ⊂ X. Mulţimea NY (T ) = {y ∈
Y | există x ∈ T astfel incât (x, y) ∈ V (P)} se numeşte interval vertical de vecini dacă
NY (T ) = {ya, ya+1, . . . , yb} cu a < b şi pentru orice i ∈ {a, a+ 1, . . . , b− 1} există x ∈ T
astfel incât [(x, yi), (x, yi+1)] este o muchie in P.

In polyomino-ul din Figura 4, dacă T1 = {x1, x4} şi T2 = {x1, x2}, atunci NY (T1) =
{y1, y2, y3, y4} = NY (T2). Observăm că NY (T2) este un interval vertical de vecini, in timp
ce NY (T1) nu are această proprietate.
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x1 x4 x1 x2

Figure 4: (Non-)Interval vertical de vecini

y1

y5

y2

y3

Figure 5: (Non-)Interval orizontal de vecini

Definiţie 5. Fie P un polyomino convex pe [m]× [n] şi U ⊂ Y . Mulţimea NX(U) = {x ∈
X | există y ∈ U astfel incât (x, y) ∈ V (P)} se numeşte interval orizontal de vecini dacă
NX(U) = {xa, xa+1, . . . , xb} cu a < b şi pentru orice i ∈ {a, a+ 1, . . . , b− 1} există y ∈ U
astfel incât [(xi, y), (xi+1, y)] este o muchie in P.

In polyomino-ul din Figura 5, fie U1 = {y2, y3} şi U2 = {y1, y5}. Observăm că
NX(U1) = {x1, x2, x3, x4, x5} este un interval orizontal de vecini, in timp ce NX(U2) =
{x1, x2, x3, x4} nu este.

Teorema 6. Fie P un polyomino convex pe [m]× [n].
Atunci K[P] este Gorenstein dacă şi numai dacă următoarele condiţii sunt indeplinite:

1. |U | ≤ |NX(U)| pentru orice U ⊂ Y şi |T | ≤ |NY (T )| pentru orice T ⊂ X;

2. Pentru orice ∅ 6= T ( X cu proprietăţile

(a) NY (T ) este un interval vertical de vecini,

(b) NX(Y \NY (T )) = X \ T este un interval orizontal de vecini,

are loc egalitatea |NY (T )| = |T |+ 1.

Considerăm P un polyomino şi presupunem că [(1, 1), (m,n)] este cel mai mic interval
ce conţine vârfurile lui P. Atunci P se numeşte polyomino stivă dacă este un polyomino
convex şi pentru orice i ∈ [m− 1], celula [(i, 1), (i+ 1, 2)] aparţine lui P.

Teorema 7. Dacă P este un polyomino stivă pe [m]× [n], atunci a-invariantul lui K[P]
este −max{m,n}.

Corolar 8. Dacă P este un polyomino stivă pe [m]×[n], atunci regularitatea Castelnuovo-
Mumford a lui K[P] este min{m,n} − 1.

Fie P un polyomino stivă pe [m]× [n]. Pentru orice i ∈ [m], definim height de i ca

height(i) = max{j ∈ [n] | (i, j) ∈ V (P)}.
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Figure 6: Un polyomino stivă

v

P P1 P2

Figure 7: Multiplicitatea lui K[P]

Urmând demonstraţia [44, Teorema], considerăm o ordine totală pe mulţimea variabilelor
xij , cu (i, j) ∈ V (P), după cum urmează:

xij > xkl dacă şi numai dacă (1)

(height(i) > height(k)) sau (height(i) = height(k) şi i > k) sau (i = k şi j > l).

Fie < ordinea invers lexicografică indusă de această ordine a variabilelor.

Teorema 9. Fie P un polyomino stack pe [m]× [n] şi v = (i, j) ∈ V (P) cu proprietăţile:

1. xi1 este cea mai mică variabilă in S şi

2. j = height(i).

Considerăm P1 şi P2 următoarele polyomino-uri:

1. P1 este polyomino-ul obţinut din P prin ştergerea celulei ce conţine vârful v dacă
i = 1. Altfel, P1 este dat prin ştergerea celulei din P ce conţine vârful (m,height(m)).

2. P2 este polyomino-ul obţinut din P prin ştergerea tuturor celulelor din P ce se află
sub intervalul muchie orizontal ce conţine vârful v.

Atunci multiplicitatea lui K[P] are următoarea formulă recursivă.

e(K[P]) = e(K[P1]) + e(K[P2]).

În Figura 7, prezentăm primul pas in calculul multiplicităţii lui K[P].
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3. Ideale monomiale t-spread. Rezultate principale

În acest capitol, studiem idealele t-spread puternic stabile cu t ≥ 1. Ele au fost recent
introduse in [22] şi reprezintă o clasă specială de ideale monomiale libere de pătrate.

În prima parte, demonstrăm că orice ideal t-spread puternic stabil are asociat un unic
ideal t-spread lexicografic cu acelaşi ft-vector. Acest rezultat este un pas important in
caracterizarea posibililor ft-vectori asociaţi idealelor t-spread puternic stabile in analogul
t-spread al Teoremei Kruskal-Katona.

În ultima parte, studiem idealele t-spread Borel principale. De fapt, determinăm in
mod explicit toţi generatorii idealului Stanley-Reisner asociat dualului Alexander ∆∨,
unde ∆ este complexul simplicial corespunzător idealului t-spread Borel principal. Din
descrierea acestor generatori, deducem că idealul Stanley-Reisner al lui ∆∨ are câturi
liniare, ceea ce arată că un ideal t-spread Borel principal este secvenţial Cohen-Macaulay.

Fixăm corpul K şi inelul de polinoame S = K[x1, . . . , xn]. Fie t un intreg pozitiv. Un
monom xi1xi2 · · ·xid ∈ S cu i1 ≤ i2 ≤ . . . ≤ id se numeşte t-spread dacă ij − ij−1 ≥ t
pentru 2 ≤ j ≤ d. Un ideal monomial in S se numeşte ideal monomial t-spread dacă este
generat de monoame t-spread.

Fie I ⊂ S un ideal monomial t-spread. Notăm cu Ij , componenta graduată de grad j
a lui I şi numim mulţimea monoamelor t-spread din Ij , partea t-spread a lui Ij . Notăm
partea t-spread a lui Ij cu [Ij ]t. Mai mult, fixăm

ft,j−1(I) = |[Sj ]t| − |[Ij ]t|.

Atunci vectorul
f t(I) = (ft,−1(I), ft,0(I) . . . , ft,j(I), . . .)

se numeţe ft-vectorul idealului monomial t-spread I. Prin convenţie, fixăm ft,−1 = 1.
Observăm că dacă t = 1, atunci I este idealul Stanley-Reisner al complexului simplicial

∆ şi f1(I) este f -vectorul clasic al lui ∆.
Notăm cu Mn,d,t mulţimea monoamelor t-spread de grad d in inelul de polinoame S.

Pentru un monom u ∈ S, fixăm supp(u) = {i : xi | u}.

Definiţie 10. (a) O submulţime L ⊂ Mn,d,t se numeţe t-spread puternic stabilă, dacă
pentru orice monom t-spread u ∈ L, orice j ∈ supp(u) şi orice 1 ≤ i < j astfel incât
xi(u/xj) este un monom t-spread, avem xi(u/xj) ∈ L.

(b) Fie I un ideal monomial t-spread. Atunci I se numeşte t-spread puternic stabil,
dacă [Ij ]t este o mulţime t-spread puternic stabilă pentru orice j.

O clasă specială de ideale t-spread puternic stabile este dată de idealele t-spread lexi-
cografice.

Definiţie 11. (a) O submulţime L ⊂ Mn,d,t se numeşte t-spread lexicografică, dacă
pentru orice u ∈ L şi orice v ∈Mn,d,t cu v >lex u, avem v ∈ L.

(b) Fie I un ideal monomial t-spread. Atunci I se numeşte t-spread lexicografic, dacă
[Ij ]t este o mulţime t-spread lexicografică pentru orice j.
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Fie I ⊂ S un ideal monomial t-spread puternic stabil. Atunci un ideal t-spread lexi-
cografic J ⊂ S cu ft(I) = ft(J), dacă există, este unic determinat. Idealul J il notăm cu
It-lex.

Teorema 12. Pentru orice ideal monomial t-spread puternic stabil I, idealul monomial
t-spread lexicografic It-lex există.

În general, un ideal monomial t-spread nu are intotdeauna asociat un ideal monomial
t-spread lexicografic cu acelaşi ft-vector.

De exemplu, dacă I = (x2x8, x2x6, x2x4) ⊂ K[x1, . . . , x8], atunci

B2 = L2 = {x1x3, x1x4, x1x5} şi |Shad2(B2)| = 9 > 5 = |[I3]2|,

ceea ce duce la imposibilitatea construirii unui ideal monomial 2-spread lexicografic cu
acelaşi f2-vector cu I.

Observaţia 13. Întrucât fiecare ideal monomial liber de pătrate are asociat un ideal liber
de pătrate lexicografic cu acelaşi f -vector, demonstraţia Teoremei Kruskal-Katona dată in
[30] rămâne valabilă pentru orice ideal monomial liber de pătrate. În cazul t-spread, un
ideal monomial t-spread nu are intotdeauna asociat un ideal t-spread lexicografic cu acelaşi
ft-vector. Prin urmare, rezultatul va fi demonstrat doar pentru ideale t-spread puternic
stabile.

Teorema Kruskal-Katona pentru ideale t-spread puternic stabile oferă un răspuns com-
plet pentru următoarea intrebare: Când un şir de numere naturale

ft = (ft,−1, ft,0, ft,1, . . . , ft,d, . . .)

este ft-vectorul unui ideal t-spread puternic stabil?
Pentru a răspunde la această intrebare, am urmat paşi similari celor daţi in demonstra-

ţia Teoremei Kruskal-Katona din [30, Capitolul 6].

Definiţie 14. Fie n, d, t şi a numere intregi pozitive cu a ≤
(n−(d−1)(t−1)

d

)
. Dacă

a =

(
ad
d

)
+

(
ad−1

d− 1

)
+ · · ·+

(
ar
r

)
este expansiunea binomială a lui a in raport cu d, atunci fixăm

ar−1 = r − 2, ad+1 = n− (d− 1)(t− 1) şi ad+2 = ad+1 + (t+ 1)

şi definim

a[d]t := a[d]kt ,

unde k este cel mai mare intreg din intervalul [−1, d− r + 1] cu proprietatea că ad−k+1 −
ad−k ≥ t+ 1 şi

a[d]kt :=
d∑

j=d+1−k

(
aj − (t− 1)

j + 1

)
+

(
ad−k − (2t− 1)

d− k + 1

)
+
d−k∑
j=r

(
aj
j

)
pentru orice k ≥ 0 şi

a[d]−1
t :=

(
n− d(t− 1)

d+ 1

)
.
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Prin convenţie, fixăm 0[d]t = 0 pentru orice numere naturale d şi t.

Teorema 15. Fie f = (f(0), f(1), . . . , f(d), . . .) un şir de numere naturale şi t ≥ 1 un
intreg pozitiv. Următoarele afirmaţii sunt echivalente:

(1) există un număr natural n şi un ideal t-spread puternic stabil

I ⊂ K[x1, . . . , xn]

astfel incât f(d) = ft,d−1(I) pentru orice d.

(2) f(0) = 1 şi f(d+ 1) ≤ f(d)[d]t pentru orice d ≥ 1.

Fie t un intreg pozitiv. Un ideal monomial I ⊂ S = K[x1, . . . , xn] se numeşte t-spread
Borel principal dacă există un monom u ∈ G(I) astfel incât I este cel mai mic ideal
t-spread puternic stabil ce conţine u. Conform [22], notăm I = Bt(u).

Fie ∆ complexul simplicial pentru care I∆ = Bt(u). Considerăm I∨ idealul Stanley-
Reisner asociat dualului Alexander al lui ∆.

Teorema 16. Fie t ≥ 1 un număr intreg şi I = Bt(u), unde u = xi1xi2 · · ·xid ∈ S este
un monom t-spread. Presupunem că id = n. Atunci I∨ este generat de următoarele tipuri
de monoame

n∏
k=1

xk/(vj1 · · · vjd−1
) (2)

cu jl ≤ il pentru 1 ≤ l ≤ d − 1 şi jl − jl−1 ≥ t pentru 2 ≤ l ≤ d − 1, unde vjk =
xjk · · ·xjk+(t−1) pentru 1 ≤ k ≤ d− 1.

i1∏
k=1

xk. (3)

is∏
k=1

xk/(vj1 · · · vjs−1) (4)

cu 2 ≤ s ≤ d − 1, jl ≤ il pentru 1 ≤ l ≤ s − 1, jl − jl−1 ≥ t pentru 2 ≤ l ≤ s − 1, unde
vjk = xjk · · ·xjk+(t−1) pentru 1 ≤ k ≤ s− 1.

Teorema 17. Fie t ≥ 1 un număr intreg şi u = xi1xi2 · · ·xid ∈ S un monom t-spread.
Presupunem că id = n. Atunci idealul t-spread Borel principal I = Bt(u) este secvenţial
Cohen-Macaulay.

4. Puteri de ideale t-spread Borel principale. Rezultate prin-
cipale

În prima parte a acestui capitol, studiem baza Gröbner a idealului de prezentare a
algebrei Rees asociate unui ideal t-spread Borel principal. Forma binoamelor din baza
Gröbner arată că toate puterile unui ideal t-spread Borel principal au câturi liniare şi că
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algebra Rees asociată unui astfel de ideal este un domeniu normal Cohen-Macaulay, ceea
ce implică proprietatea de persistenţă puternică pentru ideale t-spread Borel principale.

În ultima parte, studiem comportamentul la limită pentru depth-ul puterilor de ideale
t-spread Borel principale.

Fixăm corpul K şi inelul de polinoame S = K[x1, . . . , xn]. Pentru două monoame v, w ∈
S de grad d, scriem vw = xi1xi2 · · ·xi2d cu i1 ≤ i2 ≤ · · · ≤ i2d. Atunci sortarea perechii
(v, w) este perechea de monoame (v′, w′), unde v′ = xi1xi3 · · ·xi2d−1

şi w′ = xi2xi4 · · ·xi2d .
Aplicaţia

sort : Sd × Sd → Sd × Sd
cu sort(v, w) = (v′, w′) se numeşte operator de sortare.

O submulţime B ⊂ Sd se numeşte sortabilă dacă sort(B ×B) ⊂ B ×B.

Propoziţia 18. [22, Propoziţia 3.1] Fie t ≥ 1 un intreg şi I = Bt(u), unde u = xi1 · · ·xid
este un monom t-spread. Sistemul minimal de generatori al lui I este o mulţime sortabilă.

Teorema 19. [48, Teorema 14.2] [20, Teorema 6.15] Fie B o mulţime sortabilă de
monoame din S de acelaşi grad şi

F = {tutv − tu′tv′ : u, v ∈ B, (u, v) nesortate, (u′, v′) = sort(u, v)} ⊂ K[tu : u ∈ B].

Atunci există o ordine monomială < pe K[tu : u ∈ B] ce se numeşte ordine de sortare,
astfel incât pentru orice g = tutv − tu′tv′ ∈ F , in<(g) = tutv.

Fie I ⊂ S un ideal monomial generat intr-un singur grad şi K[{tu : u ∈ G(I)}]
inelul de polinoame in |G(I)| variabile inzestrat cu o ordine monomială < . Fie P nucleul
morfismului de K-algebre

K[{tu : u ∈ G(I)}]→ K[G(I)], tu 7→ u, u ∈ G(I).

Un monom tu1 · · · tuN se numeşte standard in raport cu <, dacă nu aparţine lui in<(P ).

Definiţie 20. [33, Definiţia 4.1] Idealul monomial I ⊂ S indeplineşte proprietatea de `-
schimb in raport cu < dacă are loc următoarea condiţie: pentru orice tu1 · · · tuN , tv1 · · · tvN
monoame standard in raport cu < de acelaşi grad N ce satisfac

(i) degxi u1 · · ·uN = degxi v1 · · · vN pentru 1 ≤ i ≤ q − 1 cu q ≤ n− 1 şi

(ii) degxq u1 · · ·uN < degxq v1 · · · vN ,

există intregii δ, j cu q < j ≤ n şi j ∈ supp(uδ) astfel incât xquδ/xj ∈ I.

Propoziţia 21. Fie u = xi1 · · ·xid ∈ S un monom t-spread. Atunci idealul t-spread Borel
principal Bt(u) satisface proprietatea de `-schimb in raport cu ordinea de sortare <sort .

Fie I = Bt(u) ⊂ S, unde u ∈ S este un monom t-spread.
Considerăm R(I) =

⊕
j≥0 I

jtj algebra Rees a lui I. Întrucât generatorii minimali ai
lui I au acelaşi grad, fibra algebrei Rees, R(I)/mR(I), este izomorfă cu K[G(I)].

Fixăm ordinea de sortare <sort pe inelul de polinoame T = K[{tv : v ∈ G(I)}] şi
ordinea lexicografică <lex pe inelul S. Fie < ordinea monomială pe R = S[{tv : v ∈ G(I)}]
definită in următorul mod: dacă m1,m2 sunt monoame din S şi v1, v2 sunt monoame din
T, atunci

m1v1 > m2v2 dacă m1 >lex m2 sau m1 = m2 şi v1 >sort v2.
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Teorema 22. Baza Gröbner redusă a idealului de prezentare J asociat algebrei Rees R(I)
in raport cu < constă dintr-o mulţime de binoame tvtw− tv′tw′, unde (v, w) este o pereche
nesortată şi (v′, w′) = sort(v, w), impreună cu binoamele de forma xitv−xjtw, unde i < j,
xiv = xjw şi j este cel mai mare intreg cu proprietatea că xiv/xj ∈ G(I).

Propoziţia 23. Toate puterile lui Bt(u) au câturi liniare. În particular, toate puterile lui
Bt(u) au rezoluţie liniară.

Corolar 24. Algebra Rees R(Bt(u)) este Koszul.

Corolar 25. Algebra Rees R(Bt(u)) este un domeniu normal Cohen-Macaulay. În par-
ticular, Bt(u) satisface proprietatea de persistenţă puternică şi prin urmare, Bt(u) in-
deplineşte proprietatea de persistenţă.

Teorema 26. Fie t ≥ 1 un intreg şi I = Bt(u) ⊂ S idealul t-spread Borel principal generat
de u = xi1 · · ·xid, unde t+ 1 ≤ i1 < i2 < · · · < id−1 < id = n. Atunci

depth
S

Ik
= 0, pentru k ≥ d.

În particular, răspândirea analitică a lui I este `(I) = n.

Corolar 27. Fie t ≥ 1 un intreg şi Bt(u) ⊂ S idealul t-spread Borel principal generat de
u = xi1 · · ·xid, unde t+ 1 ≤ i1 < i2 < · · · < id−1 < id = n. Atunci dimK[G(Bt(u))] = n.

În ultimul capitol, prezentăm un rezumat al rezultatelor principale din cadrul acestei
teze. De asemenea, oferim câteva intrebări interesante ce au ca punct de plecare aceste
rezultate.
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