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Prezentarea tezei si a rezultatelor originale

Nucleul acestei teze este construit pe baza a trei lucrari, [1], [2] si [3]. Tema principala
consta in a asocia obiecte multigraduate din algebra comutativa si anume, inele si ideale,
cu obiecte combinatoriale, precum complexe simpliciale si grafuri.

In prima parte a acestei teze, atentia noastra este indreptata spre studiul anumitor
clase de ideale torice si anume, ideale asociate polyomino-urilor convexe. Un polyomino
P este o multime finita conexa de celule adiacente in planul cartezian N2, unde o celula in
N? reprezinti un patrat unitar. Prima legatura a polyomino-urilor cu algebra comutativa,
a aparut in [45]. In aceastd lucrare, fiecarui polyomino i se asociaza idealul generat de
2-minorii sai gi inelul cat modulo acest ideal, numit inelul de coordonate al polyomino-ului.
In aceeasi lucrare, s-a demonstrat ca daca P este un polyomino convex, atunci inelul de
coordonate al lui P este un domeniu normal Cohen-Macaulay. Acest fapt s-a realizat prin
interpretarea inelului de coordonate al lui P ca inelul muchie al unui anumit graf bipartit
Gp asociat lui P.

Noi urmam aceasta directie de cercetare si contribuim la studiul proprietatilor ine-
lului de coordonate al unui polyomino convex. Mai exact, clasificam toate polyomino-
urile convexe ce au inelul de coordonate Gorenstein, calculam regularitatea Castelnuovo-
Mumford pentru inelul de coordonate al unui polyomino stiva in termeni de cel mai mic
interval ce contine varfurile sale i dam o formula recursiva pentru calculul multiplicitatii
inelului de coordonate al unui polyomino stiva.

In a doua parte a acestei teze, studiem idealele monomiale libere de patrate si anume,
idealele monomiale t-spread ce au fost introduse recent in [22]. In aceasta lucrare, V.
Ene, J. Herzog si A. Qureshi au demonstrat ca fiecare ideal t-spread puternic stabil este
liniar pe componente. De asemenea, au dat formule pentru calculul numerelor Betti
graduate si a inaltimii si au determinat idealul initial generic asociat unui ideal ¢-spread
puternic stabil. In aceastd directie de cercetare, noi avem lucrarile [3] si [2]. In [3],
introducem fi-vectorul asociat unui ideal ¢t-spread si un nou t-operator pentru demostratia
Teoremei Kruskal-Katona pentru ideale t-spread puternic stabile. Aratam ca fiecare ideal
t-spread puternic stabil are asociat un unic ideal t-spread lexicografic cu acelasi f;-vector.
Rezultatul principal in [3] ofera o clasificare completd a sirurilor de numere naturale ce
sunt f;-vectorii unor ideale ¢-spread puternic stabile.

In lucrarea [2], obtinem noi proprietati pentru idealele ¢-spread Borel principale, pre-
cum proprietatea de persistenta puternica si aceea de a fi secvential Cohen-Macaulay. De
asemenea, demonstram ca un ideal t-spread puternic stabil are proprietatea de ¢-schimb
in raport cu o anumita ordine de sortare, ceea ce implica faptul ca un ideal t-spread Borel
principal satisface conditia x. Cu alte cuvinte, toate puterile unui astfel de ideal au caturi
liniare. In final, caracterizam comportamentul la limita pentru depth-ul puterilor de ideale
t-spread Borel pricipale.

Primul capitol incepe cu o scurta descriere a complexelor simpliciale. Reamintim céateva
metode de clasificare a complexelor simpliciale Cohen-Macaulay si cateva proprietati ale
inelelor Stanley-Reisner prin intermediul dualitatii Alexander. Apoi, oferim cateva definitii
de baza si proprietati cunoscute depre inele si ideale torice. In final, ne indreptim atentia
spre comportamentul primelor asociate puterilor de ideale monomiale. Aceste proprietati



Figure 1: Un polyomino
vor fi folosite de-a lungul celorlalte capitole din teza.

2. Proprietati ale inelului de coordonate al unui polyomino
convex. Rezultate principale

In acest capitol clasificam toate polyomino-urile convexe ce au inelul de coordonate
Gorenstein, calculam regularitatea Castelnuovo-Mumford pentru inelul de coordonate al
unui polyomino stiva in termeni de cel mai mic interval ce contine varfurile sale si dam o
formula recursiva pentru calculul multiplicitatii inelului de coordonate al unui polyomino
stiva.

Fie P o colectie finita de celule din N2. Dous celule A si B din P sunt conectate, dac
existd un gir de celule din P, A = Ay, Ag, ..., Ay—1, A, = B, astfel incat A; N A;11 este
muchie in A; si A;+1 pentru orice i € {1,...,n — 1}. Un astfel de sir se numeste drum de
legatura intre celulele A si B.

Definitie 1. [45] O colectie de celule din P se numeste polyomino dacd orice doud celule
din P sunt conectate.

Definitie 2. [45] Un polyomino P se numeste convex pe linii (respectiv coloane) daca
pentru orice doua celule A gi B din P cu coltul din stinga jos a = (i,7) si b = (k,j)
(respectiv a = (i,7) si b = (i,1)), intervalul orizontal (respectiv vertical) de celule [A, B]
este coninut in P

Daca P este convex pe linii si pe coloane, atunci P se numeste convex.

In Figura 2, dam un exemplu de polyomino convex pe coloane (linii) ce nu este convex
pe linii (coloane). Cel de-al treilea polyomino din aceasta figura este un polyomino convex.

Fie P un polyomino convex. Dupa o posibila translatie in plan, consideram

[(1,1), (m,n)]

a fi cel mai mic interval ce contine varfurile lui P. In acest caz, spunem ca P este un
polyomino convex pe [m] x [n], unde [m] = {1,...,m} si [n] = {1,...,n}.
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Figure 2: Polyomino-uri
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Figure 3: Graful bipartit asociat unei celule in N2

Fixam corpul K si inelul de polinoame S = K[z;; | (,5) € V(P)]. Consideram idealul
Ip C S generat de toate binoamele x;;x; — ;2 pentru care [(4,5), (k,1)] este un interval
in P. K-algebra S/Ip se noteaza cu K[P] si se numeste inelul de coordonate al lui P.
Conform [45, Theorem 2.2], K[P] este un domeniu normal Cohen-Macaulay.

Fie P un polyomino convex pe [m] x [n]. Inelul R = Klz;y; | (i,j) € V(P)] C
K[x1,..., Zm,Y1,---,Yn] este inelul muchie al unui graf bipartit Gp cu multimea de varfuri
V(Gp) = XUY, unde X = {x1,...,2} s1 Y = {y1,...,yn} si multimea de muchii
E(Gp) = {{zi,y;} | (i,5) € V(P)}. In Figura 3, prezentam graful bipartit asociat unei
celule din N2. Conform [45], K[P] = K[Gp].

Fixam X = {z1,...,2m} 1Y = {y1,...,yn} si, daca este nevoie, identificim punctul
(xi,y;j) in plan cu varful (¢, 5) € V(P).

Propozitia 3. Fie P un polyomino convex pe [m] x [n]. Atunci graful bipartit Gp este
2-coner.

Definitie 4. Fie P un polyomino convex pe [m] x [n] si T C X. Multimea Ny (T) = {y €
Y | exista x € T astfel incdt (x,y) € V(P)} se numeste interval vertical de vecini dacd
Ny (T) = {Ya> Yat1,---,Yp} cua < b si pentru orice i € {a,a+1,...,b—1} exista x € T
astfel incat [(x,y;), (z,yir1)] este o muchie in P.

In polyomino-ul din Figura 4, daca T} = {x1, x4} si To = {x1, 22}, atunci Ny (T}) =
{y1,y2,y3,y4} = Ny (T2). Observam ca Ny (T5) este un interval vertical de vecini, in timp
ce Ny (T1) nu are aceasta proprietate.
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Figure 4: (Non-)Interval vertical de vecini
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Figure 5: (Non-)Interval orizontal de vecini

Definitie 5. Fie P un polyomino convex pe [m] x [n] iU CY. Multimea Nx(U) = {z €
X | ezistay € U astfel incat (x,y) € V(P)} se numeste interval orizontal de vecini dacd
Nx(U) ={zq,Tq+t1,.-., T} cua <b si pentru orice i € {a,a+1,...,b—1} existay € U
astfel incat [(xi,y), (zit+1,y)] este o muchie in P.

In polyomino-ul din Figura 5, fie Uy = {y2,y3} si Us = {y1,y5}. Observam ca
Nx(Uy) = {x1, 2,23, 24,5} este un interval orizontal de vecini, in timp ce Nx(Us) =
{1, 22,3, 24} nu este.

Teorema 6. Fie P un polyomino convex pe [m] x [n].
Atunci K[P] este Gorenstein daca $i numai dacd urmatoarele condifii sunt indeplinite:

1. |U| < |Nx(U)| pentru orice U CY si |T| < |Ny(T)| pentru orice T C X;
2. Pentru orice ) # T C X cu proprietatile

(a) Ny (T) este un interval vertical de vecini,
(b) Nx(Y\ Ny(T)) =X \T este un interval orizontal de vecini,

are loc egalitatea |Ny (T)| = |T'| + 1.

Consideram P un polyomino si presupunem ca [(1, 1), (m, n)] este cel mai mic interval
ce contine varfurile lui P. Atunci P se numeste polyomino stivd dacid este un polyomino
convex si pentru orice i € [m — 1], celula [(i,1), (i + 1,2)] apartine lui P.

Teorema 7. Daca P este un polyomino stiva pe [m] x [n], atunci a-invariantul lui K[P]
este —max{m,n}.

Corolar 8. Daca P este un polyomino stiva pe [m] x [n], atunci reqularitatea Castelnuovo-
Mumford a lui K[P] este min{m,n} — 1.

Fie P un polyomino stiva pe [m] x [n]. Pentru orice i € [m], definim height de i ca
height(i) = max{j € [n] | (4,j) € V(P)}.
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Figure 6: Un polyomino stiva

P Py P2

Figure 7: Multiplicitatea lui K[P]
Urméand demonstratia [44, Teorema|, consideram o ordine totald pe multimea variabilelor
zij, cu (i,j) € V(P), dupa cum urmeaza:
x;; > w1 daca si numai daca (1)
(height (i) > height(k)) sau (height(i) = height(k) si ¢ > k) sau (i =k si j > ).

Fie < ordinea invers lexicografica indusa de aceasta ordine a variabilelor.
Teorema 9. Fie P un polyomino stack pe [m] x [n] si v = (i,5) € V(P) cu proprietatile:

1. x;1 este cea mai mica variabila in S si

2. j = height(i).
Consideram Py si Po urmdtoarele polyomino-uri:

1. Py este polyomino-ul obtinut din P prin stergerea celulei ce contine varful v dacad
i = 1. Altfel, Py este dat prin stergerea celulei din P ce contine varful (m,height(m)).

2. Po este polyomino-ul obtinut din P prin stergerea tuturor celulelor din P ce se afla
sub intervalul muchie orizontal ce con{ine varful v.

Atunci multiplicitatea lui K[P] are urmdatoarea formuld recursiva.
e(K[P]) = e(K[P1]) + e(K[P3]).
In Figura 7, prezentdm primul pas in calculul multiplicitatii lui K[P)].
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3. Ideale monomiale t-spread. Rezultate principale

In acest capitol, studiem idealele t-spread puternic stabile cu ¢ > 1. Ele au fost recent
introduse in [22] si reprezinta o clasa speciala de ideale monomiale libere de patrate.

In prima parte, demonstram ca orice ideal t-spread puternic stabil are asociat un unic
ideal t-spread lexicografic cu acelagi fi-vector. Acest rezultat este un pas important in
caracterizarea posibililor fi-vectori asociati idealelor t-spread puternic stabile in analogul
t-spread al Teoremei Kruskal-Katona.

In ultima parte, studiem idealele t-spread Borel principale. De fapt, determinam in
mod explicit toti generatorii idealului Stanley-Reisner asociat dualului Alexander AV,
unde A este complexul simplicial corespunzator idealului t-spread Borel principal. Din
descrierea acestor generatori, deducem ci idealul Stanley-Reisner al lui AV are caturi
liniare, ceea ce arata ca un ideal t-spread Borel principal este secvential Cohen-Macaulay.

Fixam corpul K si inelul de polinoame S = K|z, ...,z,]. Fie t un intreg pozitiv. Un
monom Tj, Ty, - - T3, € S cuip < ipg < ... < ig se numeste t-spread dacd i; — i1 >t
pentru 2 < j < d. Un ideal monomial in S se numeste ideal monomial t-spread daci este
generat de monoame t-spread.

Fie I C S un ideal monomial ¢-spread. Notam cu I;, componenta graduata de grad j
a lui I si numim multimea monoamelor ¢-spread din I;, partea t-spread a lui I;. Notam
partea t-spread a lui I; cu [/;],. Mai mult, fixam

ft,j—l(l) = HSj]t| - Hlj]t‘-

Atunci vectorul
£,(I) = (fe,-1(D), froD) ..., fri(I),...)

se numete f;-vectorul idealului monomial t-spread I. Prin conventie, fixam f; 1 = 1.
Observam ca daca t = 1, atunci [ este idealul Stanley-Reisner al complexului simplicial
A si fi (1) este f-vectorul clasic al lui A.
Notdm cu M, 4; multimea monoamelor ¢-spread de grad d in inelul de polinoame S.
Pentru un monom v € S, fixam supp(u) = {i : z; | u}.

Definitie 10. (a) O submultime L C M, q+ se numete t-spread puternic stabila, daca
pentru orice monom t-spread u € L, orice j € supp(u) $i orice 1 < i < j astfel incdt
zi(u/z;) este un monom t-spread, avem xz;(u/x;) € L.

(b) Fie I un ideal monomial t-spread. Atunci I se numeste t-spread puternic stabil,
daca [I;], este o multime t-spread puternic stabilda pentru orice j.

O clasa speciala de ideale t-spread puternic stabile este data de idealele t-spread lexi-
cografice.

Definitie 11. (a) O submultime L C M, q; se numeste t-spread lexicografica, daca
pentru orice u € L gi orice v € My g1 cu v >1ex u, avem v € L.

(b) Fie I un ideal monomial t-spread. Atunci I se numeste t-spread lexicografic, daca
[I;], este o mulfime t-spread lexicografica pentru orice j.
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Fie I C S un ideal monomial t-spread puternic stabil. Atunci un ideal ¢-spread lexi-

cografic J C S cu fi(I) = fi(J), daca exista, este unic determinat. Idealul J il notam cu
Jlex

Teorema 12. Pentru orice ideal monomial t-spread puternic stabil I, idealul monomial
t-spread lexicografic I¥'* existd.

In general, un ideal monomial ¢-spread nu are intotdeauna asociat un ideal monomial
t-spread lexicografic cu acelasi fi-vector.
De exemplu, daca I = (zaxs, vax6, x2x4) C K[z, ..., x5], atunci

BQ = L2 = {3311'3,1'1564,561335} §i ‘ShadQ(Bg)‘ =9>5= HI3]2’,

ceea ce duce la imposibilitatea construirii unui ideal monomial 2-spread lexicografic cu
acelasi fo-vector cu 1.

Observatia 13. Intrucat fiecare ideal monomial liber de patrate are asociat un ideal liber
de patrate lexicografic cu acelasi f-vector, demonstratia Teoremei Kruskal-Katona data in
[30] ramane valabild pentru orice ideal monomial liber de patrate. In cazul t-spread, un
ideal monomial t-spread nu are intotdeauna asociat un ideal t-spread lexicografic cu acelasi
fr-vector. Prin urmare, rezultatul va fi demonstrat doar pentru ideale t-spread puternic
stabile.

Teorema Kruskal-Katona pentru ideale ¢t-spread puternic stabile ofera un raspuns com-
plet pentru urmatoarea intrebare: Cand un sir de numere naturale

Je=(fe—1 fro, fean ooy fodr - o)

este fi-vectorul unui ideal ¢t-spread puternic stabil?
Pentru a raspunde la aceasta intrebare, am urmat pasi similari celor dati in demonstra-
tia Teoremei Kruskal-Katona din [30, Capitolul 6].

Definitie 14. Fie n,d,t si a numere intregi pozitive cu a < (n_(d_;)(t_l)). Daca

aq ad—1 Ay
a = “ee
este expansiunea binomiald a lui a in raport cu d, atunci fixam

ar—1=1—=2, ag41 =n— (d—1)(t — 1) $i agro = ag1 + (t +1)

si definim

[d]: [d]}

a =a

t
9
unde k este cel mai mare intreg din intervalul [—1,d — r + 1] cu proprietatea cd ag_ji1 —
aqg— >t+1 g1

e S (B () S )

j=d+1—k j=r

. <n —d(t - 1))
d+1

pentru orice k > 0 gi



[d]

Prin conventie, fixam 0'%* = 0 pentru orice numere naturale d si t.

Teorema 15. Fie f = (f(0), f(1),..., f(d),...) un sir de numere naturale si t > 1 un
intreg pozitiv. Urmatoarele afirmatii sunt echivalente:

(1) exista un numar natural n gi un ideal t-spread puternic stabil
I CKlxy,...,zy]
astfel incat f(d) = frq4—1(I) pentru orice d.
(2) f(0) =1 gi f(d+1) < f(d) ¥ pentru orice d > 1.
Fie t un intreg pozitiv. Un ideal monomial I C S = K|z, ..., z,] se numeste t-spread
Borel principal daca existd un monom u € G(I) astfel incat I este cel mai mic ideal
t-spread puternic stabil ce contine u. Conform [22], notam I = B;(u).

Fie A complexul simplicial pentru care In = B;(u). Consideram IV idealul Stanley-
Reisner asociat dualului Alexander al lui A.

Teorema 16. Fie t > 1 un numar intreg si I = By(u), unde u = x;,x;, - - x;, € S este
un monom t-spread. Presupunem cd iq = n. Atunci IV este generat de urmdtoarele tipuri
de monoame

|| ENICT R (2)
k=1

cu g < i pentru 1l <1 < d—1sij—j5—1 =t pentru2 <1 < d-—1, unde v;, =
Zj, X 1) pentru 1 <k <d—1.

e 3)
k=1

is

| ENICTRE (4)

k=1
cu2<s<d-1,5<qypentrul <l <s—1, 5 —g-1=>tpentru2 <l <s—1, unde
Vjp = Tjp Ty i—1) pentru 1 <k <s—1.

Teorema 17. Fiet > 1 un numar intreg si u = x; i, - - Tij; € S un monom t-spread.
Presupunem cd iqg = n. Atunci idealul t-spread Borel principal I = Bi(u) este secvential
Cohen-Macaulay.

4. Puteri de ideale t-spread Borel principale. Rezultate prin-
cipale

In prima parte a acestui capitol, studiem baza Grobner a idealului de prezentare a
algebrei Rees asociate unui ideal t-spread Borel principal. Forma binoamelor din baza
Grébner arata ca toate puterile unui ideal t-spread Borel principal au caturi liniare si ca
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algebra Rees asociata unui astfel de ideal este un domeniu normal Cohen-Macaulay, ceea
ce implica proprietatea de persistenta puternica pentru ideale t-spread Borel principale.

In ultima parte, studiem comportamentul la limita pentru depth-ul puterilor de ideale
t-spread Borel principale.

Fixam corpul K si inelul de polinoame S = K[xz1, ..., z,]. Pentru doud monoame v, w €
S de grad d, scriem vw = x;, X, -+ - Ty, cU i < dg < --- < dgg. Atunci sortarea perechii
(v, w) este perechea de monoame (v, w’), unde v/ = x;,z, - - - 4, | sl W = Tiyi, - Ty,
Aplicatia
sort : Sy x Sq — Sg x Sy
cu sort(v, w) = (v, w') se numeste operator de sortare.

O submultime B C Sy se numeste sortabila daca sort(B x B) C B x B.
Propozitia 18. [22, Propozitia 3.1] Fie t > 1 un intreg si I = B(u), unde u = x;, - - - x;,
este un monom t-spread. Sistemul minimal de generatori al lui I este o mulfime sortabila.

Teorema 19. [/8, Teorema 14.2] [20, Teorema 6.15] Fie B o multime sortabila de
monoame din S de acelasi grad si

F = {tuty — twty 1 u,v € B, (u,v) nesortate, (u',v") = sort(u,v)} C K[ty : u € BJ.
Atunci exista o ordine monomiala < pe K[t, : u € B] ce se numeste ordine de sortare,
astfel incat pentru orice g = tyt, — tywty € F, inc(g) = tyly.

Fie I C S un ideal monomial generat intr-un singur grad si K[{t, : v € G(I)}]
inelul de polinoame in |G(I)| variabile inzestrat cu o ordine monomiala < . Fie P nucleul
morfismului de K-algebre

K{ty :ue G} — K[G()], ty — u,u € G(I).
Un monom t,,, - - - t,, se numeste standard in raport cu <, daca nu apartine lui in. (P).

Definitie 20. [33, Definitia 4.1] Idealul monomial I C S indeplineste proprietatea de (-
schimb in raport cu < daca are loc urmatoarea conditie: pentru orice ty, - - tuy,to, = toy
monoame standard in raport cu < de acelasi grad N ce satisfac

(i) deg,, uy---uy =deg, vi---vy pentru 1 <i<qg—1cug<n-—1si

(ii) degxq up - -uny < degxq V1 UN,
exista intregii 0,5 cu q < j < n gij € supp(us) astfel incat xqus/z; € 1.

Propozitia 21. Fieu = z;, ---x;, € S un monom t-spread. Atunci idealul t-spread Borel
principal By(u) satisface proprietatea de £-schimb in raport cu ordinea de sortare <sort -

Fie I = Bi(u) C S, unde u € S este un monom t-spread.

Consideram R(I) = D, I7t) algebra Rees a lui I. Intrucat generatorii minimali ai
lui I au acelasi grad, fibra algebrei Rees, R(I)/mR(I), este izomorfa cu K[G(I)].

Fixam ordinea de sortare <go4 pe inelul de polinoame 7" = K[{t, : v € G(I)}] si
ordinea lexicografica <jex pe inelul S. Fie < ordinea monomiala pe R = S[{t, : v € G(I)}]
definita in urmatorul mod: daca m1, mo sunt monoame din S si v1, v sunt monoame din
T, atunci

miv1 > Moty dacd my >iex M2 SaU M1 = M9 Si V1 >sort V2-

9



Teorema 22. Baza Grobner redusd a idealului de prezentare J asociat algebrei Rees R(I)
in raport cu < consta dintr-o multime de binoame tyty, — tyt,s, unde (v,w) este o pereche
nesortata si (v, w') = sort(v, w), impreund cu binoamele de forma x;t, —xt,, unde i < j,
xiv = z;w §i j este cel mai mare intreg cu proprietatea cd xv/x; € G(I).

Propozitia 23. Toate puterile lui By(u) au caturi liniare. In particular, toate puterile lus
Bi(u) au rezolutie liniara.

Corolar 24. Algebra Rees R(Bt(u)) este Koszul.

Corolar 25. Algebra Rees R(By(u)) este un domeniu normal Cohen-Macaulay. In par-
ticular, Bi(u) satisface proprietatea de persistentd puternicda si prin urmare, By(u) in-
deplineste proprietatea de persistenta.

Teorema 26. Fiet > 1 un intreg si [ = By(u) C S idealul t-spread Borel principal generat
deu=uax -z, unde t +1 < iy <ig < -+ <ig_q <ig=n. Atunci

depthl—i =0, pentru k > d.

In particular, raspandirea analiticd o lui I este /(1) = n.

Corolar 27. Fiet > 1 un intreg si Bi(u) C S idealul t-spread Borel principal generat de
u=xj Ty, unde t+1 <idy <ipg < -+ <ig_1 < ig=n. Atunci dim K[G(B(u))] = n.

In ultimul capitol, prezentam un rezumat al rezultatelor principale din cadrul acestei
teze. De asemenea, oferim cateva intrebari interesante ce au ca punct de plecare aceste
rezultate.
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