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1 Rezumat

Geometria de contact este corespondentul in dimensiune impara al geometriei
complexe.

Atat geometria de contact, cat si geometria simplectica sunt motivatia formalis-
melor matematice ale mecanicii clasice, unde se poate considera, fie spatiul fazelor
de dimensiune para al unui sistem mecanic sau spatiul fazelor extins de dimensiune
impara, incluzand variabila timp.

O varietate metrica de contact este o varietate de contact dotata cu o metrica
asociata, numita metrica de contact. O clasa importanta de varietati metrice de
contact este clasa varietatilor Sasaki. Varietatile Sasaki sunt inzestrate cu un camp
vectorial &, numit campul vectorial caracteristic sau campul vectorial Reeb, care
genereaza o foliatie de dimensiune unu. Daca foile acestei foliatii sunt compacte,
atunci spatiul tuturor foilor este un orbifold Kahler. Varietatile Sasaki cu metrica
riemanniana au fost introduse in 1960 de Shigeo Sasaki in [Sasaki(1960)]. Notiunea
a fost extinsa de T. Takahashi in 1969 la varietati cu metrici pseudo-riemanniene in
[Takahashi(1969)].

Geometria de contact are numeroase aplicatii in fizica, incluzand mecanica cla-
sica, dinamica, optica geometrica si teoria controlului.

Inspirati de teoria relativitatii generale, atat matematicienii, cat si fizicienii, au
studiat teoria subvarietatilor in varietati riemanniene.

Subvarietatile legendreene joaca un rol important in geometria de contact.
Studiul subvarietatilor legendriene in forme spatiale Sasaki din punctul de vedere
al geometriei riemanniene a fost initiat in 1970. In particular, subvarietatile leg-
endreene minimale au fost studiate intensiv de mai multi geometri. Subvarietatile
legendreene in forme spatiale Sasaki prezinta un deosebit interes in geometria de
contact.

O subvarietate M™ intr-o forma spatiala Sasaki M2+ normali la ¢ se numeste
subvarietate C-total reala. Daca n = m, i.e, M" este de dimensiune maxima, atunci

M™ se numeste subvarietate legendreand.

Recent, Loubeau si Montaldo [60] au introdus conceptul de subvarietate bimini-
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mala ca o extindere naturala a subvarietatii minimale din punct de vedere al calcu-
lului variational.

O subvarietate minimala este biminimala. Reciproca nu este adevarata, in gen-
eral. Toate suprafetele biminimale nonminimale in forme spatiale Sasaki au fost
determinate in [90].

Tanno [98] a aritat ci o forma spatiald Sasaki N?"*1(¢), cu e > 3, este izomorfa
cu S?"*1(€), adica exista un C*°-difeomorfism care transforma structurile tensoriale
in structuri tensoriale corespunzatoare si a obtinut urmatorul rezultat.

Fie M o subvarietate in S?"*!. Atunci M este o subvarietate legendreans in
S?t1(1) daca gi numai daci M este o subvarietate legendreana in S*"*1(e).

Este cunoscut faptul ca nu exista subvarietati lagrangeene total ombilicale de
dimensiune > 2, in afarii de cele total geodezice (conform [62], [107]). In [30],
B.Y.Chen introduce conceptul de subvarietate lagrangeana H-ombilicala.

O subvarietate lagrangeana H-ombilicala intr-o varietate Kéhler M este o sub-

varietate lagrangeana, in care a doua forma fundamentala are urmatoarele forme:
h(er,e1) = AJey, h(es,ea) =...=h(e,, e,) = pley,

h(6176j) = /”LJej7 h(€j>6k) = 07 ] 7é ka ]71{: = 27 sy Ny

pentru functii convenabile A\ si p, In raport cu un reper ortonormat {es,...,e,},
unde J reprezinta structura complexa a lui M.

Clasa subvarietatilor lagrangeene H-ombilicale contine subvarietati importante,
ca de exemplu, suprafete lagrangeene twistor in planul proiectiv complex ([22],[30]),
sfera lui Whitney in spatiul euclidian complex [29], etc.

In [95] toate subvarietitile lagrangeene H-ombilicale biminimale nonminimale cu
curbura medie constanta in forme spatiale complexe au fost determinate.

Analog cu subvarietatile lagrangeene, nu exista subvarietati legendreene total
ombilicale de dimensiune > 2 intr-o varietate Sasaki ([54]).

I. Mihai gi I.N. Radulescu ([74]) au introdus versiunea legendreana a subvarietatii

lagrangeene H-ombilicale dupa cum urmeaza:
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O subvariettate legendreana intr-o varietate Sasaki se numeste subvarietate legen-

dreana H-ombilicala daca a doua forméa fundamentala are urmatoarea forma:
h(er,e1) = Aper, h(ea,e2) = ... = h(en, e,) = ugey,

hiei,ej) = ppe;, h(ejex) =0, j#k,jk=2,...n,

pentru functii convenabile A si u, in raport cu un reper ortonormat convenabil
{e1,...,en}.

Subvarietatile nonminimale legendreene H-ombilicale satisfac urmatoarele doua
conditii:
(a) @H este un vector propriu al lui Ay si
(b) restrictia lui Ay la (¢H)* este proportionals cu aplicatia identitate.

Urmatorul rezultat a fost obtinut de T. Sasahara in [94].
Lema. Fie f : M™ — S?"*1 o imersie legendreand, gy si g metricile riemanniene
pe ST si respectiv S*"(€), hg si h forma a doua fundamentald in raport cu
(M™, f*go), respectiv (M™, f*g). Atunci, avem ho(X,Y) = h(X,Y), pentru orice
vectori X, Y tangenti la M™.

Urmatoarea teorema arata legatura dintre subvarietatile lagrangeene din CP™(4)
si subvarietatile legendreene din S?"™1(1).
Teorema.([87]) Dacd f : M™ — S?"T1(1) este o imersie legendreand, atunci g =
mo f: M"— CP"(4) este o imersie lagrangeana. Reciproc, daca M"™ o varietate
simplu conezxd gi g : M™ — CP™(4) o imersie lagrangeand, atunci exista o familie cu
1-parametru de lifturi legendreene f : M™ — S?*"T1(1) astfel incit g = wo f. Oricare
doud lifturi legendreene f1 si fo satisfac fi = € fo, unde 0 este o constantd. Mai
mult, a doua formd fundamentald h' a lui f ia valori pe distributia orizontald a lui
7 si verifica proprietatea m,h!' = h9, unde h9 este a doua formd fundamentald a lui
g.

B.Y. Chen [24] a introdus notiunea de subvarietate oblica intr-o varietate her-

mitiana. In teoria subvarietatilor varietatilor de contact avem urmatoarea notiune
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analoaga, introdusa de A. Lotta ([61]).

O subvarietate M tangenta la £ intr-o varietate Sasaki M se numeste subvarietate
oblica de contact daca pentru orice punct p € M si orice vector tangent X € T,M
liniar independent in raport cu §,, unghiul dintre ¢.X si T, M este o constanta 0,
numit unghiul de oblicitate al lui M.

O subvarietate oblica proprie (a se vedea [14]) este o subvarietate oblica de
contact care nu este nici invarianta, nici anti-invarianta.

Un caz particular de subvarietati oblice de contact il reprezinta cazul subva-
rietatilor oblice de contact speciale, care a fost considerat in [73].

O subvarietate #-oblica de contact proprie se numeste oblica de contact speciala

daca
(1) (VxP)(Y) = cos®(0)[g(X,Y)¢ —n(Y)X], VX,Y € T(TM).

Este cunoscut ca orice subvarietate oblica de contact proprie de dimensiune 3 a
unei forme spatiale Sasaki este o subvarietate oblica de contact speciala.

Invariantii de curbura sunt cei mai importanti si cei mai naturali. De asemenea,
acesti invarianti joaca un rol important in fizica. De exemplu, magnitudinea unei
forte necesara deplasarii unui obiect cu viteza constanta, este, in contextul legilor lui
Newton, un multiplu constant al traiectoriei sale. imprumuténd un termen din bi-
ologie, invariantii Riemann sunt ADN-ul varietatilor riemanniene. Dintre invariantii
de curbura, geometrii au studiat curbura sectionala, curbura scalara si curbura Ricci
in cele mai amanuntite detalii [a se vedea Berger(2003)].

Una din problemele fundamentale din teoria subvarietatilor este imersabilitatea
(sau non-imersabilitatea) unei varietati riemanniene intr-un spatiu euclidian (sau,
mai general, intr-o forma spatiala). Conform celebrei teoreme de scufundare a lui
Nash din 1956, orice varietate riemanniana poate fi scufundata izometric intr-un
spatiu Euclidian de codimensiune suficient de mare [Nash, 1956].

In contextul teoremei lui Nash, pentru a studia problemele de scufundare, este
natural sa se impuna anumite conditii asupra imersiilor. De exemplu, daca se va

impune conditia de minimalitate, atunci se obtine urmatoarea problema.
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Problema. Fiind data o varietate riemanniana M, sa se determine conditii
necesare pentru ca varietatea M sa admita o imersie izometrica minimala intr-un
spatiu euclidian E™.

O conditie necesara pentru ca o varietate riemanniana sa admita o imersie izo-
metrica minimala intr-un spatiu euclidian este Ric< 0.

De asemenea o astfel de varietate nu poate fi compacta.

Timp de mai multi ani acestea erau singurele conditii cunoscute.

Mai mult, este necesara stabilirea unor relatii optime generale intre invariantii
extrinseci si noi invarianti intrinseci definiti pe subvarietati. Asadar, aceasta este
motivatia introducerii unui nou tip de invarianti riemannieni, diferiti de invariantii
clasici. La inceputul anilor 1990, B.Y. Chen a introdus d-invariantii de curbura,
cunoscuti in prezent ca invariantii Chen, pe varietati riemanniene.

Primul invariant al lui Chen pe o varietate riemanniana M este definit, in punctul

p € M, prin

(2) om(p) = 7(p) — (inf K)(p),

unde K si 7 sunt curbura sectionala, respectiv curbura scalara ale lui M.

Pentru un numar intreg k£ > 0, vom nota cu S(n, k) multimea finita formata
din sistemele (n1,...,ny) de k numere naturale > 2 care verifica conditiile ny < n,
ny + ... + np < n. Vom nota cu S(n) = Up>0S(n, k), pentru n fixat. Pentru fiecare

(ny,...,ni) € S(n), Chen a introdus un invariant riemannian definit prin

(3) d(ny,....ng)(p) = 7(p) —inf{7(Ly) + ... + 7(Lg)},

unde Ly, ..., Lj sunt subspatii mutual ortogonale ale lui T,M cu dim L; = n;, j =
1,... k.

Reamintim inegalitati importante obtinute de B.Y. Chen pentru subvarietati in
forme spatiale reale.
Teorema. [28] Fie M™ o subvarietate n-dimensionala (n > 3) a unei forme spatiale

reale M™(c) cu curbura sectionalda constanta c. Atunci

-9 2
(4) o < 7 {nn—l ||H||2+(n+1)c}.
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Cazul de egalitate al lui (4) are loc dacd si numai daca, in raport cu repere

ortonormate convenabile {ey,....,e,} $i {€nt1,...,em}, operatorii Weiengarten au

forma:

a 0 0 ... 0

0 pw—a O 0

An—l—l =10 0 2 0

0 0 0 "
hiy, his, 0 ... 0
12 - gl 0 ce 0

A.=10 o 0 .. 0, r=n+2,..,m.

0 0O 0 .. O

Mai mult, cand cazul de egalitate al inegalitatii (4) are loc intr-un punct p € M",
rezulta K (e1 A e2) = (inf K)(p).

Pentru fiecare (ny,...,ng) € S(n), notam:

k
n*(n+k—1- an)
=1

(5) d(n1> >nk) = & >
2(n+k — an)
(6) b, o p) = %[n(n 1) =Y s = )

Urmatoarea inegalitate optima, intre invariantii Chen si patratul curburii medii
are un rol fundamental in acest domeniu.
Teorema.[28] Pentru fiecare (nq, ...,ng) € S(n) si fiecare subvarietate n-dimensionald

M intr-un spativ cu curbura sectionala constanta M™(c), avem

(7) S(na,.ooni) < d(na,...,mp) | H||? 4 b(na, ..., ng)e.
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Cazul de egalitate al inegalitatii (7) are loc intr-un punct p € M dacd si nu-
mai dacd existd o baza ortonormatd {ey,...,en}, in p, in raport cu care operatorii

Weiengarten ai lui M in M™(c) au forma:

aq 0 0
0 a9 0
An+1 = 0 0 as ... 0 s

0 0 0 an,

Af 0 0 0

o .. A, 0 .. O

A= i , r=n-4+2,..,m.
0 0 w ... 0
0 0 O L
unde ay, ..., a, satisfac
a+ ...+ Apy = .. = Any+4..4njp_1+1 + ...+ Any+.. 40, = Qpy+..4np+1 = .- = Qp

st fiecare A% este o submatrice simetrica de tip nj X nj;, satisfacand
trace(A]) = ... = trace(A}) = .

In [39], B.-Y. Chen et al. au obtinut o inegalitate optimi pentru invariantii in-
trinseci principali ai unei subvarietati M, curbura sectionala K si curbura scalara 7,
si invariantul extrinsec principal, curbura medie || H||. Aceasta inegalitate optima are
loc pentru subvarietatile total reale M™(n > 3) in forme spatiale complexe M " (4c)
cu curbura sectionala olomorfa 4c. De asemenea, autorii au obtinut o teorema de
caracterizare pentru imersii minimale total reale ¢ : S — CP3, ce satisfac prima

egalitate a lui Chen.
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Teoremi. Fie z : M™ — M"(4c), ¢ € {—1,0,1} sin > 3, o imersie izomet-
rica total reala minimala cu curbura scalara constanta. Atunci M™ satisface prima
egalitate a lut Chen

Sur = %(n +1)(n = 2)c,

daca i numai daca, fie

(1) = este o imersie total geodezica, sau
(2) n =2, c =3 si x este local congruentd cu o imersie datd v : S*> — CP3 a
unei 3-sfere toplogice S* cu o metricd non-standard.
Teorema. Fie (M", < -,- >) o varietate riemannianda, simplu conerd, n-
dimensionala. Fie o o forma biliniara simetrica pe M, satisfacand
(1) <a(X,Y),Z > este total simetricd;
(2) (Va)(X,Y,Z)=VxalY,Z) — a(VxY,Z) — a(Y,VxZ) este total simet-
rica;
B) RX,)Y)Z=<Y,Z>X-<X,Z>Y +a(aY,2),X) —ala(X,Z2),Y).
Atunci existda o imersie total reala x : (M, < -,- >) — CP™(4), asfel incat cea
de a doua forma fundamentald h satisface h(X,Y) = Ja(X,Y).

In [39], autorii au construit un exemplu netrivial de imersie total reals a lui S

in CP3, care are curbura scalard constanta si verifica prima egalitate a lui Chen.

Exemplul. Consideram sfera unitate S® = {(y1, y2, y3,v1) € RY|y? + v2 + y2 +
y? = 1} din R*. Fie campurile vectoriale X7, X5 si X3 definite prin

Xl(yb Y2, Y3, y4) = (y27 —Y1, Ya, _y3)7

Xo(y1,y2, Y3, Ya) = (Y3, —Ya, —Y1,Y2),

X3(y17 Y2,Y3, y4) = (y47 Y3, —Y2, _yl)
Atunci vectorii tangenti X, Xy §i X3 formeaza o baza pe spatiul tangent al lui

S3. De asemenea, obtinem

(X1, Xo] =2X5, [Xo, X3] = 2X5, [X5, Xu] = 2X,.
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Definim o metrica g pe S2, astfel incat
9(X1, X1) = 9(X2, Xp) =3, g(X3,X3) =9.

Atunci vectorii Ey, Es, E5 definiti prin

1 1 1
E1 - ﬁXl, E2 - 7§X2, E3 - §X3,

formeaza o baza ortonormata pe S3. Tensorul de curbura R al lui (53, ¢) are urmatoarele

forme

5
R(Ey, Ey) By = 3 By, R(Er, Ez)E; =0,

R(Ey, E5)E; = By, R(E», E3)E; =0,
R(E», B3)E3 = By, R(E3, E)Ey =0,

in raport cu cu baza ortonormata {E;, Fa, F3}.

In continuare, vom defini o forma biliniara simetricd o pe T'S® prin

2
Oé(El,El) = ﬁEl, Oé(Eg,El) = 0,

2

Oé(El,Eg) = —7§E2, Oé(Eg,Eg) = 0,
2

Q(EQ,EQ) = ——El, Oé(Eg,Eg) =0.

V3
Forma biliniara « satisface conditiile teoremei. Asadar, obtinem o imersie izo-
metrica total reald 1 : (S3, g) — CP3, astfel incat cea de a doua form#a fundamentald
h satisface h(X,Y) = Ja(X,Y). Din modul de definire al lui o, rezulta ca imersia

1) este minimala si satisface prima egalitate a lui Chen.

In [12] autorii au obtinut un rezultat important pentru subvarietatiile lagrangeene
3-dimensionale non-minimale din CP3(4) care satisfac cazul de egalitate in prima
inegalitate a lui Chen imbunatatita. De asemenea, autorii au aratat ca asemenea

subvarietdti pot fi obtinute cu ajutorul unei suprafete lagrangene din CP?(4).
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Teorema. Fie M o subvarietate lagrangeand non-minimald a lui CP3(4), astfel
incat cazul de egalitate al primei inegalitati a lui Chen imbunatatite are loc in fiecare
punct. Atunci existi o suprafatd lagrangeand minimald W (z,z) in CP2(4), astfel

tncat M poate fi scrisa local de forma

€it/3 _ (—b1 ‘l"l)\g)
— (0, W(2,2)) + ———=—
N R Y e

unde by si \o sunt solutiile sistemului de ecuatii diferentiale ordinare:

Eo(t,z,2) = (e",0,0),

doy 14340 de 2
dt 3 dt 3"

iar W este liftul orizontal al lui W la S°(1), fiind definit prin

W = e (Ey — (—=by +iX)Ey) /1)1 + b3 + M.

Reciproc, orice subvarietate lagrangeana 3-dimensionala, obtinuta in acest mod verifica

cazul de egalitate al primei inegalitati a lui Chen imbunatatite.

Tema tezei noastre de doctorat este ”Contributii in geometria subvarietatilor”,
avand ca obiectiv principal atat studiul invariantilor de curbura pe subvarietati in
forme spatiale Sasaki, cat si obtinerea inegalitatilor geometrice optime de tip Chen
pentru subvarietati C-total reale (in particular, legendreene), subvarietati oblice
de contact speciale si CR-subvarietati (generice) in forme spatiale Sasaki. Studiul
inegalitatilor geometrice optime a fost initiat de B.Y. Chen si ofera probleme deschise
in acest domeniu de cercetare.

Teza este structurata in patru capitole.

Capitolul 1 este un rezumat al tezei.

Capitolul 2 are caracter introductiv, in care precizam proprietatile subvarietatilor
in varietati riemanniene, definim structurile de contact, in particular varietatile
Sasaki, si indicam proprietati importante ale acestor varietati. De asemenea, definim
tipuri de subvarietati in forme spatiale Sasaki. Mai precis, reamintim notiunile

de subvarietate legendreana, subvarietate invarianta, subvarietate anti-invarianta si
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subvarietate oblica de contact speciala, mentionand proprietati importante ale aces-
tor subvarietati.

Capitolele 3 si 4 contin rezultate originale, unele fiind deja publicate sau trimise
spre publicare in reviste de specialitate din strainatate.

In Capitolul 3, Inegalititi geometrice pentru subvarietiti in forme spatiale
Sasaki, am imbunatatit prima inegalitate a lui Chen pentru subvarietati legen-
dreene, respectiv, subvarietati oblice de contact speciale in forme spatiale Sasaki.
De asemenea, reamintim atat inegalitati optime remarcabile pentru subvarietati la-
grangeene in forme spatiale complexe, implicand tensorul de tip curbura, obtinute
de F. Dillen et al. [10], cat si inegalitati optime remarcabile pentru subvarietati
oblice de contact in forme spatiale Sasaki.

Notiunea de produs warped joaca un rol important in geometria diferentiala si
in fizica.

In geometria diferentiald a subvarietitilor sunt interesante teoreme care stabilesc
relatii intre invarianti intrinseci si extrinseci. In acest domeniu, B.Y. Chen a obtinut
un rezultat remarcabil in [28], in 1993. In aceast& lucrare a introdus un nou invariant

de curbura, care a fost numit d-curbura lui Chen, dat prin definitia

o(p) = 7(p) — (inf K)(p),

unde 7 reprezinta curbura scalara si (inf K)(p) este infimumul curburilor sectionale
definite in p. De asemenea, tot in [28], a demonstrat o inegalitate asupra invariantu-
lului ¢ si curbura medie H pentru subvarietati in forme spatiale reale.

Subvarietatile care verifica egalitatea in fiecare punct din aceasta inegalitate au
fost numite, mai tarziu, imersii ideale gi au fost studiate intensiv de mai multi
geometri. Ne referim la [?].

Inegalitati similare au fost obtinute pentru subvarietati lagrangeene in forme
spatiale complexe si hipersuprafete centroafine din R"*'. Ne referim la [?],[?], [?],
[49] si [7].

Recent, prima inegalitate a lui Chen pentru subvarietati lagrangeene in forme

spatiale complexe a fost imbunatatita. In 9], F. Dillen et al. au demonstrat o
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inegalitate generala pentru un tensor de tip curbura, care are ca un corolar prima
inegalitate a lui Chen imbunatatita pentru subvarietati lagrangeene in forme spatiale

complexe.

Inegalitati remarcabile pentru subvarietati lagrangeene in forme spatiale
complexe

Daca T este un camp tensorial de tip (0,4) pe varietatea riemanniana M si p o
forma biliniara simetrica pe T'M cu valori intr-un fibrat vectorial B peste M astfel

incat
(8) XY, Z,W) = g(uY, 2), W(X,W)) = g(u(X, Z), p(Y, W)),

pentru orice campuri vectoriale X, Y, Z, W, atunci T este de tip curbura.

Ecuatia (8) se numeste ecuatia algebrica a lui Gauss.

Un exemplu trivial este dat de o subvarietate M a spatiului euclidian, daca B
este fibratul normal, i cea de-a doua forma fundamentala si 7" tensorul de curbura.
Fie M o subvarietate n-dimensionala a unei forme spatiale complexe M "(4c). M
se numegte subvarietate lagrangeana daca J(1T,M) = T le , pentru fiecare punct
p E M.

Daca vom considera tensorul 7" de forma
(9) TX,Y,Z,W)=g(R(X,Y)ZW)+c(g(Y,Z)g(X, W) — g(X, Z)g(Y,W)),
unde R este tensorul de curbura Riemann pe M si u(X,Y) = JA(X,Y), cu h cea

de-a doua forma fundamentald a imersiei lui M in M’ "(4c¢), atunci obtinem

(n—2)(n+1)
2
unde § = dg este definit prin §(p) = 7(p) — (inf K)(p).

(10) o = 6 —

&)

Teorema.[10] Fie (M", g) o subvarietate lagrangeand a unei forme spatiale com-
pleze M "(4c). Atunci, avem

(n—2)(n+ 1)C n?(2n — 3)
2 2(2n + 3)

1,

(11) o(p) <
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unde H = %traceh este vectorul curbura medie.
Cazul de egalitate al inegalitatii (11) are loc intr-un punct p € M daca si numai
daca ezista o baza ortonormata {ey, ea, ..., e,} inp, astfel incat in raport cu aceasta

baza, h are urmatoarele forme:
h(ei,e1) = aJer +3NJes, h(er,es) =3AJeq, h(es, e;) = 4N\ Je;,

h(es,es) = —aJes +3NJes, h(es, es) =3AJez, h(ej,er) = 4NJesdjk,
h(ei,es) = —aJes, h(es,es) =12 Jes, h(e1,e;) = h(ez,e;) =0,

pentru a, A numere reale si j, k € {4,...,n}.

Orice subvarietate lagrangeana ce satisface cazul de egalitate al primei inegalitati
(clasice) a lui Chen este minimala (conform [37]).

Urmatorul rezultat este valabil pentru prima inegalitate a lui Chen imbunatatita.
Teorema.[10] Fie M™ o subvarietate lagrangeeanda de dimensiune n a unei forme
spatiale complexe M "(4c) care satisface cazul de egalitate al inegalitatii (11) in fiecare
punct p € M. Daca n > 4, atunci M este o subvarietate minimala.

Inegalitati remarcabile pentru subvarietati legendreene in forme spatiale
Sasaki

F. Defever, I. Mihai si L. Verstraelen [44] au demonstrat prima inegalitate a lui
Chen pentru subvarietati C-total reale M" de dimensiune n (n > 3), intr-o forma

spatiald Sasaki M2mH(c).

Teorema. [44] Fie M™ o subvarietate C-total reald de dimensiune n > 3 a unei

forme spatiale Sasaki M*™(c) de dimensiune 2m + 1. Atunci:

—-2[ n? +3
| I+ e+ )

<
(12) N P

Cazul de egalitate a fost caracterizat in functie de forma operatorului Wein-

garten.
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In plus, autorii au demonstrat ci daci M™ este o subvarietate legendreani si
cazul de egalitate are loc in orice punct p € M™, atunci M" este o subvarietate
minimala.

Noi am imbunatatit aceasta inegalitate in articolul [75]

I. Mihai, I. Presura, An improved first Chen inequality for Legendrian submani-
folds in Sasakian space forms, Period. Math. Hung. 74 (2017), 220-226.

Daca M™ este o subvarietate legendreana, atunci o baza ortonormata a spatiului
normal Tle" este de forma {e,11 = e = ¢eq, -+ ,e9, = € = dep, eani1 =&}
Pentru subvarietiti legendreene n-dimensionale in forme spatiale Sasaki M*"*1(c)

am Imbunatit prima inegalitate a lui Chen din [44] in articolul [75].

Teorema. Fie M"™ o subvarietate legendreana (n > 3) a unei forme spatiale
Sasaki ]T/[/%*l(c),p € M", w C T,M", o 2-sectiune pland. Atunci

(n—2)(n+1)
8

n?(2n — 3)

(13) Ou < 2(2n + 3)

1%,

(c+3)+

unde H este vectorul curbura medie.

Mai mult, cazul de egalitate al inegalitatii (13) are loc pentru o sectiune pland
intr-un punct p € M™ daca i numai daca existd o baza ortonormata {ey, ea, -+ ,en}
in T,M™ astfel incit m = span{ei,ea} si in raport cu aceastd bazda a doua forma

fundamentala are urmatoarele forme
h’(ela 61) = a¢61 + 3)\¢637 h’(eb 63) = 3)\¢617 h’(637 6]) = 4)\¢6J7
h(ez, e2) = —ager + 3Agpes, h(ez, e3) = 3Agea, h(ej, ex) = 4Adesdjr,

h’(61762) = _a¢627 h’(63763) = 12)\¢637 h(€1,€j) = h(6276j) = 07

pentru numerele reale a,b si j,k=4,...,n.

Daca subvarietatea M™ este minimala atunci inegalitatea devine prima inegalitate

a lui Chen care a fost demonstrata in [44].
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De asemenea, am studiat cazul de egalitate al inegalitatii.
Am obtinut un exemplu de imersie legendreana minimala in forma spatiala Sasaki

S+l care satisface cazul de egalitate al lui (13).

Fie f : M? — S° o imersie izometrica, legendreand, minimald a unei suprafete
M? in sfera 5-dimensionald S° si definim

™

(0, 5) Xeost M* Xng 8770 = S, (t,p, q) = (cos ) f(p) + (sint)g.

Atunci z este o imersie legendreans minimala in forma spatiald Sasaki S?"*1 care

satisface cazul de egalitate al inegalitatii (13).

Urmatorul rezultat ne arata faptul ca o subvarietate legendreana de dimensiune

n >4, care satisface cazul de egalitate al inegalitatii, este minimala.

Teorema. Fie M"™ o subvarietate legendreana de dimensiune n > 4, in forma
spatiala Sasaki M2"+1(c). Daca M™ satisface cazul de egalitate al inegalitatii (13),

atunci M™ este o subvarietate minimala.

Am obtinut un exemplu de subvarietate legendreana non-minimala 3-dimensionala
a sferei S7 care satisface cazul de egalitate al inegalitatii (13).
Remarci. In [12] autorii au dat un exemplu de subvarietate lagrangeana non-
minimald M? de dimensiune 3 in spatiul proiectiv complex CP? satisfacand cazul
de egalitate al primei inegalitati a lui Chen imbunatatite. Prin liftarea lui M? la
S7 via fibrarea lui Hopf, vom obtine un exemplu de subvarietate legendreans non-

minimals 3-dimensionald a sferei S” satisfacand cazul de egalitate al inegalitatii (13).

Inegalitati remarcabile pentru subvarietati oblice de contact

A. Carriazo a demonstrat prima inegalitate a lui Chen pentru subvarietati tan-
gente la campul vectorial £ intr-o forma spatiala Sasaki. Mai precis, a demonstrat
urmatoarea teorema pentru subvarietati oblice proprii in forme spatiale Sasaki.
Teoremi.[35] Fie ¢ : M™™ — M™(c) o imersie izometricd a unei varietdti rie-

mannienne M™ de dimensiune n + 1 intr-o forma spatiald Sasaki Mm(c), astfel
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incat & € TM. Atunci, pentru orice punct p € M si orice sectiune plana m C Dy,

avem ( 1 D ) 5
n—+ n— 9 c+
—K(m) < H = 1)(n —2
7= K(m) < o e [HIP + G+ D0 - 2=
3 c—1 c—1
n+ S|IPIP—— - 39% (1) —— — | F|]*

D. Cioroboiu si A. Oiaga au demonstrat prima inegalitate a lui Chen pentru
subvarietati oblice in forme spatiale Sasaki, in cazul sectiunilor plane 7 ortogonale
la £&. Acest rezultat este dat de urmatoarea teorema.

Teorema.[23] Fie M o subvarietate 6-oblica (n = 2k+1)-dimensionald a unei forme
spatiale Sasaki (2m + 1)-dimensionald M(c). Atunci, avem:

(c+3)(n+1) N (c—1)

n—2
4 } 8

2

5(M) < {%HHHM 3(n — 3) cos?0 — 2(n — 1)].

Mai mult, autorii au demonstrat inegalitati Chen generale, implicand invariantii
Chen §(ny, ..., ng) pentru asemenea subvarietati.

De asemenea, prima inegalitate a lui Chen imbunatatita pentru subvarietati pur
reale M in forme spatiale complexe M (4¢) cu curbura sectionala olomorfa constanta
4c a fost demonstrata de A. Mihai.

Teorema.[69] Fie M o subvarietate pur reald n-dimensionala (n > 3) a unei
forme spatiale complexe M(Zlc) de dimensiune complexa m, p € M si ™ C T,M o
sectiune 2-plana . Atunci

r(p) - K(m) < 1 =2)

= 2(n—1) I3

IH|* + [(n+ 1)(n +2) + 3[|P|* — 62%(7)

Y

nde ®*(7) = g*(Jey, ea) si {e1,ex} este o bazd ortonormatd a lui .

Pentru subvarietati oblice speciale de dimensiune n 4 1 in forme spatiale Sasaki
(2n + 1)-dimensionale M (c) am demonstrat o prima inegalitate a lui Chen care
imbunatateste prima inegalitate a lui Chen din teorema 3.1 [18], in articolul

I. Presura, Geometric inequalities for submanifolds in Sasakian space forms, Bull.
Korean Math. Soc. 53 (2016), No. 4, 1095-1103.
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Teorema. Fie M o subvarietate oblica de contact speciald (n+ 1)-dimensionald
a unei forme spatiale Sasaki M(c) de dimensiune 2n +1 sop € M, m C T,M o
sectiune 2-plana ortogonala la £. Atunci

2 _
< n*(2n — 3) I

2(2n + 3)

_ 2
+ 3ncos29(C 3 U _ 3w4(7r) (c—1) +ncos®b,

Tt (n+1)(n—2)

< (c+3)+

(14) 7(p) — inf K (p)

unde H este vectorul curbura medie.

Mai mult, cazul de egalitate al inegalitatii (14) are loc pentru o sectiune plana
7w intr-un punct p € M daca si numai dacd exista o baza ortonormatd {ey =
£ e1,69,...,e,} in p astfel incat m = span{ey,ea} $i in raport cu aceasta baza a

doua forma fundamentala are urmatoarele forme
h(ey,e1) = aFe; + 3bFes, h(ey,e3) = 3bFey, h(es,ej) = 4bFe;,

h(ea, e2) = —aFey + 3bFes, h(ea, e3) = 3bFes, h(ej,er) = 4bF ek,
h(ey,e2) = —aF ey, h(es, e3) = 12bFes, h(ei,ej) = h(eg,ej) =0,
pentru numerele a,b gi j,k =4,... n.

In capitolul 4, Un invariant Chen pentru CR-subvarietati de contact in
varietati Sasaki, definim CR ¢-invariantul de contact pe o CR-subvarietate de
contact si obtinem o inegalitate geometrica optima pentru subvarietati generice in

forme spatiale Sasaki in articolul [76]:

I. Mihai, I. Presura, An optimal inequality for contact CR-submanifolds in Sasakian

space forms, trimis spre publicare.

CR Jd-invariantul, notat prin §(D), pe o CR-subvarietate M intr-o varietate
Kihler, cu o = rankeD > 2 si 3 = rank D+ > 1, a fost definit prin ([36])

0(D)(p) = 7(p) = 7(Dp),

unde 7 si 7(D) reprezinta curbura scalara a lui M si respectiv curbura scalara a

distributiei invariante D C T'M.
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Pe o CR-subvarietate M sunt definiti doi vectori curbura medie partiali Hp si

Hp. prin formulele

1 200 1 2043
Hp = 2—20(@,@), Hp = — Z oler, e).
e s r=2a-+1

O CR-subvarietate M a unei varietati Kéhler M se numeste minimala (respectiv
D-minimald sau D*-minimald) daca H = 0 (respectiv Hp = 0 sau Hp. = 0).
F. Al-Solamy, B.Y. Chen si S. Deshmukh au demonstrat o inegalitate optima

pentru subvarietati anti-olomorfe in forme spatiale complexe.
Teorema.[97] Fie N o subvarietate anti-olomorfa a unei forme spatiale complexe
M"?(4¢), cu h =rankeD > 1 gi p = rankD* > 2. Atunci, avem

(p— 1)(2h + p)?
(15) §(D) < 201 2)

H? + g(4h+p e

Cazul de egalitate al inegalitatii (15) are loc dacd si numai dacd urmatoarele conditii

sunt satisfacute:

(a) N este D-minimala, adica Hp = 0,

(b) N este mizt total geodezica, si

(c) existd un reper ortonormat {espy1, ..., e,} pe DL astfel incat cea de-a doua

forma fundamentala o a lut N satisface

o,,.=30., pentru 2h +1 <r # s < 2h + p,

ol = 0, pentru numere distincte r,s,t € {2h +1,...,2h + p}.

Pe o CR-subvarietate de contact M de dimensiune (n+1) a unei varietati Sasaki

M2+ am definit CR §-invariantul de contact prin
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unde 7 si 7(D) reprezinta curbura scalara a lui M si respectiv curbura scalara a
distributiei invariante D C TM. Daca dim D = 2n; + 1 si dim Dt = ny, vectorii

curbura medie partiali Hp si Hp. ai lui M se definesc prin

1 2a 1 2n1+ns9
Hp = o(ej,e;), Hpr = — o(er, er).
2n1+1; (eire:), Hp ”%:;H (er,€r)

O CR-subvarietate de contact M a unei varietati Sasaki M se numeste minimala
(respectiv D-minimala sau D+-minimali) daca H = 0 (respectiv Hp = 0 sau HpL =
0).

Am obtinut o estimare optima pentru CR d-invariantul de contact a unei subva-

rietati generice intr-o forma spatiala Sasaki in articolul mentionat mai sus [76].

Teorema. Fie M o subvarietate generica de dimensiune (n + 1) a unei forme

spatiale Sasaki M(c), cu dim D = 2n; + 1 si dim D+ = ny. Atunci avem

(n+1)2%(ny —

1 n c+3
)||H||2 + ?2(4711 + ng — 1)T + no.

(16) 6(D) <

Mai mult, cazul de egalitate are loc daca si numai daca urmatoarele proprietati sunt
satisfacute:
(a) M este D-minimala, adica, Hp = 0,

(b) M este mixt total geodezica, i

(c) existd un reper ortonormat {€sn, 1, - - ., €any4n, } e D* astfel tncat cea de-a

doua forma fundamentala o a lui M satisface

o). =30, pentru2n; +1 <r # s < 2ny + no,

rr

on, = 0, pentru numere distincte r,s,t € {2n1 +1,...,2n1 + na}.
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