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1 Rezumat
Geometria de contact este corespondentul ı̂n dimensiune impară al geometriei

complexe.

Atât geometria de contact, cât şi geometria simplectică sunt motivaţia formalis-

melor matematice ale mecanicii clasice, unde se poate considera, fie spaţiul fazelor

de dimensiune pară al unui sistem mecanic sau spaţiul fazelor extins de dimensiune

impară, incluzând variabila timp.

O varietate metrică de contact este o varietate de contact dotată cu o metrică

asociată, numită metrică de contact. O clasă importantă de varietăţi metrice de

contact este clasa varietăţilor Sasaki. Varietăţile Sasaki sunt ı̂nzestrate cu un câmp

vectorial ξ, numit câmpul vectorial caracteristic sau câmpul vectorial Reeb, care

generează o foliaţie de dimensiune unu. Dacă foile acestei foliaţii sunt compacte,

atunci spaţiul tuturor foilor este un orbifold Kähler. Varietăţile Sasaki cu metrică

riemanniană au fost introduse ı̂n 1960 de Shigeo Sasaki ı̂n [Sasaki(1960)]. Noţiunea

a fost extinsă de T. Takahashi ı̂n 1969 la varietăţi cu metrici pseudo-riemanniene ı̂n

[Takahashi(1969)].

Geometria de contact are numeroase aplicaţii ı̂n fizică, incluzând mecanica cla-

sică, dinamică, optica geometrică şi teoria controlului.

Inspiraţi de teoria relativităţii generale, atât matematicienii, cât şi fizicienii, au

studiat teoria subvarietăţilor ı̂n varietăţi riemanniene.

Subvarietăţile legendreene joacă un rol important ı̂n geometria de contact.

Studiul subvarietăţilor legendriene ı̂n forme spaţiale Sasaki din punctul de vedere

al geometriei riemanniene a fost iniţiat ı̂n 1970. În particular, subvarietăţile leg-

endreene minimale au fost studiate intensiv de mai mulţi geometri. Subvarietăţile

legendreene ı̂n forme spaţiale Sasaki prezintă un deosebit interes ı̂n geometria de

contact.

O subvarietate Mn ı̂ntr-o formă spaţială Sasaki M̃2m+1 normală la ξ se numeşte

subvarietate C-total reală. Dacă n = m, i.e, Mn este de dimensiune maximă, atunci

Mn se numeşte subvarietate legendreană.

Recent, Loubeau şi Montaldo [60] au introdus conceptul de subvarietate bimini-
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mală ca o extindere naturală a subvarietăţii minimale din punct de vedere al calcu-

lului variaţional.

O subvarietate minimală este biminimală. Reciproca nu este adevărată, ı̂n gen-

eral. Toate suprafeţele biminimale nonminimale ı̂n forme spaţiale Sasaki au fost

determinate ı̂n [90].

Tanno [98] a arătat că o formă spaţială Sasaki N2n+1(ε), cu ε > 3, este izomorfă

cu S2n+1(ε), adică există un C∞-difeomorfism care transformă structurile tensoriale

ı̂n structuri tensoriale corespunzătoare şi a obţinut următorul rezultat.

Fie M o subvarietate ı̂n S2n+1. Atunci M este o subvarietate legendreană ı̂n

S2n+1(1) dacă şi numai dacă M este o subvarietate legendreană ı̂n S2n+1(ε).

Este cunoscut faptul că nu există subvarietăţi lagrangeene total ombilicale de

dimensiune ≥ 2, ı̂n afară de cele total geodezice (conform [62], [107]). În [30],

B.Y.Chen introduce conceptul de subvarietate lagrangeană H-ombilicală.

O subvarietate lagrangeană H-ombilicală ı̂ntr-o varietate Kähler M̃ este o sub-

varietate lagrangeană, ı̂n care a doua formă fundamentală are următoarele forme:

h(e1, e1) = λJe1, h(e2, e2) = . . . = h(en, en) = µJe1,

h(e1, ej) = µJej, h(ej, ek) = 0, j 6= k; j, k = 2, . . . , n,

pentru funcţii convenabile λ şi µ, ı̂n raport cu un reper ortonormat {e1, . . . , en},
unde J reprezintă structura complexă a lui M̃.

Clasa subvarietăţilor lagrangeene H-ombilicale conţine subvarietăţi importante,

ca de exemplu, suprafeţe lagrangeene twistor ı̂n planul proiectiv complex ([22],[30]),

sfera lui Whitney ı̂n spaţiul euclidian complex [29], etc.

În [95] toate subvarietăţile lagrangeene H-ombilicale biminimale nonminimale cu

curbură medie constantă ı̂n forme spaţiale complexe au fost determinate.

Analog cu subvarietăţile lagrangeene, nu există subvarietăţi legendreene total

ombilicale de dimensiune ≥ 2 ı̂ntr-o varietate Sasaki ([54]).

I. Mihai şi I.N. Rădulescu ([74]) au introdus versiunea legendreană a subvarietăţii

lagrangeene H-ombilicale după cum urmează:
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O subvariettate legendreană ı̂ntr-o varietate Sasaki se numeşte subvarietate legen-

dreană H-ombilicală dacă a doua formă fundamentală are următoarea formă:

h(e1, e1) = λφe1, h(e2, e2) = . . . = h(en, en) = µφe1,

h(e1, ej) = µφej , h(ej, ek) = 0, j 6= k, j, k = 2, . . . n,

pentru funcţii convenabile λ şi µ, ı̂n raport cu un reper ortonormat convenabil

{e1, . . . , en}.
Subvarietăţile nonminimale legendreene H-ombilicale satisfac următoarele două

condiţii:

(a) φH este un vector propriu al lui AH şi

(b) restricţia lui AH la (φH)⊥ este proporţională cu aplicaţia identitate.

Următorul rezultat a fost obţinut de T. Sasahara ı̂n [94].

Lemă. Fie f : Mn → S2n+1 o imersie legendreană, g0 şi g metricile riemanniene

pe S2n+1 şi respectiv S2n+1(ε), h0 şi h forma a doua fundamentală ı̂n raport cu

(Mn, f∗g0), respectiv (Mn, f∗g). Atunci, avem h0(X, Y ) = h(X, Y ), pentru orice

vectori X, Y tangenţi la Mn.

Următoarea teoremă arată legătura dintre subvarietăţile lagrangeene din CP n(4)

şi subvarietăţile legendreene din S2n+1(1).

Teoremă.([87]) Dacă f : Mn → S2n+1(1) este o imersie legendreană, atunci g =

π ◦ f : Mn → CP n(4) este o imersie lagrangeană. Reciproc, dacă Mn o varietate

simplu conexă şi g : Mn → CP n(4) o imersie lagrangeană, atunci există o familie cu

1-parametru de lifturi legendreene f : Mn → S2n+1(1) astfel ı̂ncât g = π ◦f. Oricare

două lifturi legendreene f1 şi f2 satisfac f1 = eiθf2, unde θ este o constantă. Mai

mult, a doua formă fundamentală hf a lui f ia valori pe distribuţia orizontală a lui

π şi verifică proprietatea π∗h
f = hg, unde hg este a doua formă fundamentală a lui

g.

B.Y. Chen [24] a introdus noţiunea de subvarietate oblică ı̂ntr-o varietate her-

mitiană. În teoria subvarietăţilor varietăţilor de contact avem următoarea noţiune
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analoagă, introdusă de A. Lotta ([61]).

O subvarietate M tangentă la ξ ı̂ntr-o varietate Sasaki M̃ se numeşte subvarietate

oblică de contact dacă pentru orice punct p ∈ M şi orice vector tangent X ∈ TpM

liniar independent ı̂n raport cu ξp, unghiul dintre φX şi TpM este o constantă θ,

numit unghiul de oblicitate al lui M.

O subvarietate oblică proprie (a se vedea [14]) este o subvarietate oblică de

contact care nu este nici invariantă, nici anti-invariantă.

Un caz particular de subvarietăţi oblice de contact ı̂l reprezintă cazul subva-

rietăţilor oblice de contact speciale, care a fost considerat ı̂n [73].

O subvarietate θ-oblică de contact proprie se numeşte oblică de contact specială

dacă

(1) (∇XP )(Y ) = cos2(θ)[g(X, Y )ξ − η(Y )X], ∀X, Y ∈ Γ(TM).

Este cunoscut că orice subvarietate oblică de contact proprie de dimensiune 3 a

unei forme spaţiale Sasaki este o subvarietate oblică de contact specială.

Invarianţii de curbură sunt cei mai importanţi şi cei mai naturali. De asemenea,

aceşti invarianţi joacă un rol important ı̂n fizică. De exemplu, magnitudinea unei

forţe necesară deplasării unui obiect cu viteză constantă, este, ı̂n contextul legilor lui

Newton, un multiplu constant al traiectoriei sale. Împrumutând un termen din bi-

ologie, invarianţii Riemann sunt ADN-ul varietăţilor riemanniene. Dintre invarianţii

de curbură, geometrii au studiat curbura secţională, curbura scalară şi curbura Ricci

ı̂n cele mai amănunţite detalii [a se vedea Berger(2003)].

Una din problemele fundamentale din teoria subvarietăţilor este imersabilitatea

(sau non-imersabilitatea) unei varietăţi riemanniene ı̂ntr-un spaţiu euclidian (sau,

mai general, ı̂ntr-o formă spaţială). Conform celebrei teoreme de scufundare a lui

Nash din 1956, orice varietate riemanniană poate fi scufundată izometric ı̂ntr-un

spaţiu Euclidian de codimensiune suficient de mare [Nash, 1956].

În contextul teoremei lui Nash, pentru a studia problemele de scufundare, este

natural să se impună anumite condiţii asupra imersiilor. De exemplu, dacă se va

impune condiţia de minimalitate, atunci se obţine următoarea problemă.
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Problemă. Fiind dată o varietate riemanniană M, să se determine condiţii

necesare pentru ca varietatea M să admită o imersie izometrică minimală ı̂ntr-un

spaţiu euclidian Em.

O condiţie necesară pentru ca o varietate riemanniană să admită o imersie izo-

metrică minimală ı̂ntr-un spaţiu euclidian este Ric≤ 0.

De asemenea o astfel de varietate nu poate fi compactă.

Timp de mai mulţi ani acestea erau singurele condiţii cunoscute.

Mai mult, este necesară stabilirea unor relaţii optime generale ı̂ntre invarianţii

extrinseci şi noi invarianţi intrinseci definiţi pe subvarietăţi. Aşadar, aceasta este

motivaţia introducerii unui nou tip de invarianţi riemannieni, diferiţi de invarianţii

clasici. La ı̂nceputul anilor 1990, B.Y. Chen a introdus δ-invarianţii de curbură,

cunoscuţi ı̂n prezent ca invarianţii Chen, pe varietăţi riemanniene.

Primul invariant al lui Chen pe o varietate riemannianăM este definit, ı̂n punctul

p ∈M , prin

(2) δM(p) = τ (p) − (infK)(p),

unde K şi τ sunt curbura secţională, respectiv curbura scalară ale lui M .

Pentru un număr ı̂ntreg k ≥ 0, vom nota cu S(n, k) mulţimea finită formată

din sistemele (n1, ..., nk) de k numere naturale ≥ 2 care verifică condiţiile n1 < n,

n1 + ... + nk ≤ n. Vom nota cu S(n) = ∪k≥0S(n, k), pentru n fixat. Pentru fiecare

(n1, ..., nk) ∈ S(n), Chen a introdus un invariant riemannian definit prin

(3) δ(n1, ..., nk)(p) = τ (p) − inf{τ (L1) + ...+ τ (Lk)},

unde L1, ..., Lk sunt subspaţii mutual ortogonale ale lui TpM cu dimLj = nj , j =

1, ..., k.

Reamintim inegalităţi importante obţinute de B.Y. Chen pentru subvarietăţi ı̂n

forme spaţiale reale.

Teoremă. [28] Fie Mn o subvarietate n-dimensională (n ≥ 3) a unei forme spaţiale

reale M̃m(c) cu curbura secţională constantă c. Atunci

(4) δM ≤ n − 2

2

{
n2

n − 1
‖H‖2 + (n+ 1)c

}
.
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Cazul de egalitate al lui (4) are loc dacă şi numai dacă, ı̂n raport cu repere

ortonormate convenabile {e1, ..., en} şi {en+1, ..., em}, operatorii Weiengarten au

forma:

An+1 =




a 0 0 ... 0

0 µ − a 0 ... 0

0 0 µ ... 0
...

...
...

. . .
...

0 0 0 ... µ




Ar =




hr
11

hr
12

0 ... 0

hr
12 −hr

11 0 ... 0

0 0 0 ... 0
...

...
...

. . .
...

0 0 0 ... 0




, r = n+ 2, ..., m.

Mai mult, când cazul de egalitate al inegalităţii (4) are loc ı̂ntr-un punct p ∈Mn,

rezultă K(e1 ∧ e2) = (infK)(p).

Pentru fiecare (n1, ..., nk) ∈ S(n), notăm:

(5) d(n1, ..., nk) =

n2(n+ k − 1 −
k∑

j=1

nj)

2(n+ k −
k∑

j=1

nj)

,

(6) b(n1, ..., nk) =
1

2
[n(n− 1) −

k∑

j=1

nj(nj − 1)].

Următoarea inegalitate optimă, ı̂ntre invarianţii Chen şi pătratul curburii medii

are un rol fundamental ı̂n acest domeniu.

Teoremă.[28] Pentru fiecare (n1, ..., nk) ∈ S(n) şi fiecare subvarietate n-dimensională

M ı̂ntr-un spaţiu cu curbura secţională constantă M̃m(c), avem

(7) δ(n1, ..., nk) ≤ d(n1, ..., nk) ‖H‖2
+ b(n1, ..., nk)c.
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Cazul de egalitate al inegalităţii (7) are loc ı̂ntr-un punct p ∈ M dacă şi nu-

mai dacă există o bază ortonormată {e1, ..., em}, ı̂n p, ı̂n raport cu care operatorii

Weiengarten ai lui M ı̂n M̃m(c) au forma:

An+1 =




a1 0 0 ... 0

0 a2 0 ... 0

0 0 a3 ... 0
...

...
...

. . .
...

0 0 0 ... an




,

Ar =




Ar
1

... 0 0 ... 0
...

. . .
...

...
. . .

...

0 ... Ar
k 0 ... 0

0 ... 0 µr ... 0
...

. . .
...

...
. . .

...

0 ... 0 0 ... µr




, r = n+ 2, ..., m.

unde a1, ..., an satisfac

a1 + ...+ an1
= ... = an1+...+nk−1+1 + ...+ an1+...+nk

= an1+...+nk+1 = ... = an

şi fiecare Ar
j este o submatrice simetrică de tip nj × nj, satisfăcând

trace(Ar
1
) = ... = trace(Ar

k) = µr.

În [39], B.-Y. Chen et al. au obţinut o inegalitate optimă pentru invarianţii in-

trinseci principali ai unei subvarietăţi M, curbura secţională K şi curbura scalară τ ,

şi invariantul extrinsec principal, curbura medie ‖H‖. Această inegalitate optimă are

loc pentru subvarietăţile total reale Mn(n ≥ 3) ı̂n forme spaţiale complexe M̃m(4c)

cu curbură secţională olomorfă 4c. De asemenea, autorii au obţinut o teoremă de

caracterizare pentru imersii minimale total reale ψ : S3 → CP 3, ce satisfac prima

egalitate a lui Chen.
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Teoremă. Fie x : Mn → M̃n(4c), c ∈ {−1, 0, 1} şi n ≥ 3, o imersie izomet-

rică total reală minimală cu curbura scalară constantă. Atunci Mn satisface prima

egalitate a lui Chen

δM =
1

2
(n+ 1)(n − 2)c,

dacă şi numai dacă, fie

(1) x este o imersie total geodezică, sau

(2) n = 2, c = 3 şi x este local congruentă cu o imersie dată ψ : S3 → CP 3 a

unei 3-sfere toplogice S3 cu o metrică non-standard.

Teoremă. Fie (Mn, < ·, · >) o varietate riemanniană, simplu conexă, n-

dimensională. Fie α o formă biliniară simetrică pe M, satisfăcând

(1) < α(X, Y ), Z > este total simetrică;

(2) (∇α)(X, Y, Z) = ∇Xα(Y, Z) − α(∇XY, Z) − α(Y,∇XZ) este total simet-

rică;

(3) R(X, Y )Z =< Y,Z > X− < X,Z > Y + α(α(Y, Z), X) − α(α(X,Z), Y ).

Atunci există o imersie total reală x : (M,< ·, · >) → CP n(4), asfel ı̂ncât cea

de a doua formă fundamentală h satisface h(X, Y ) = Jα(X, Y ).

În [39], autorii au construit un exemplu netrivial de imersie total reală a lui S3

ı̂n CP 3, care are curbura scalară constantă şi verifică prima egalitate a lui Chen.

Exemplul. Considerăm sfera unitate S3 = {(y1, y2, y3, y4) ∈ R4|y2
1 + y2

2 + y2
3 +

y2
4

= 1} din R4. Fie câmpurile vectoriale X1, X2 şi X3 definite prin

X1(y1, y2, y3, y4) = (y2,−y1, y4,−y3),

X2(y1, y2, y3, y4) = (y3,−y4,−y1, y2),

X3(y1, y2, y3, y4) = (y4, y3,−y2,−y1).

Atunci vectorii tangenţi X1, X2 şi X3 formează o bază pe spaţiul tangent al lui

S3. De asemenea, obţinem

[X1, X2] = 2X3, [X2, X3] = 2X1, [X3, X1] = 2X2.
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Definim o metrică g pe S3, astfel ı̂ncât

g(X1, X1) = g(X2, X2) = 3, g(X3, X3) = 9.

Atunci vectorii E1, E2, E3 definiţi prin

E1 =
1√
3
X1, E2 =

1√
3
X2, E3 =

1

3
X3,

formează o bază ortonormată pe S3. Tensorul de curbură R al lui (S3, g) are următoarele

forme

R(E1, E2)E2 = −5

3
E1, R(E1, E2)E3 = 0,

R(E1, E3)E3 = E1, R(E2, E3)E1 = 0,

R(E2, E3)E3 = E2, R(E3, E1)E2 = 0,

ı̂n raport cu cu baza ortonormată {E1, E2, E3}.
În continuare, vom defini o formă biliniară simetrică α pe TS3 prin

α(E1, E1) =
2√
3
E1, α(E3, E1) = 0,

α(E1, E2) = − 2√
3
E2, α(E3, E2) = 0,

α(E2, E2) = − 2√
3
E1, α(E3, E3) = 0.

Forma biliniară α satisface condiţiile teoremei. Aşadar, obţinem o imersie izo-

metrică total reală ψ : (S3, g) → CP 3, astfel ı̂ncât cea de a doua formă fundamentală

h satisface h(X, Y ) = Jα(X, Y ). Din modul de definire al lui α, rezultă că imersia

ψ este minimală şi satisface prima egalitate a lui Chen.

În [12] autorii au obţinut un rezultat important pentru subvarietăţiile lagrangeene

3-dimensionale non-minimale din CP 3(4) care satisfac cazul de egalitate ı̂n prima

inegalitate a lui Chen ı̂mbunătăţită. De asemenea, autorii au arătat că asemenea

subvarietăţi pot fi obţinute cu ajutorul unei suprafeţe lagrangene din CP 2(4).



Contribuţii ı̂n geometria subvarietăţilor 10

Teoremă. Fie M o subvarietate lagrangeană non-minimală a lui CP 3(4), astfel

ı̂ncât cazul de egalitate al primei inegalităţi a lui Chen ı̂mbunătăţite are loc ı̂n fiecare

punct. Atunci există o suprafaţă lagrangeană minimală W̃ (z, z̄) ı̂n CP 2(4), astfel

ı̂ncât M poate fi scrisă local de forma

E0(t, z, z̄) =
eit/3

√
1 + b21 + λ2

2

(0,W (z, z̄)) +
(−b1 + iλ2)√
1 + b21 + λ2

2

(eit, 0, 0),

unde b1 şi λ2 sunt soluţiile sistemului de ecuaţii diferenţiale ordinare:

db1
dt

= −1 + 3λ2
2
+ b2

1

3λ2

,
dλ2

dt
=

2

3
b1

iar W este liftul orizontal al lui W̃ la S5(1), fiind definit prin

W = eiθ(E0 − (−b1 + iλ2)E1)/
√

1 + b21 + λ2
2.

Reciproc, orice subvarietate lagrangeană 3-dimensională, obţinută ı̂n acest mod verifică

cazul de egalitate al primei inegalităţi a lui Chen ı̂mbunătăţite.

Tema tezei noastre de doctorat este ”Contribuţii ı̂n geometria subvarietăţilor”,

având ca obiectiv principal atât studiul invarianţilor de curbură pe subvarietăţi ı̂n

forme spaţiale Sasaki, cât şi obţinerea inegalităţilor geometrice optime de tip Chen

pentru subvarietăţi C-total reale (̂ın particular, legendreene), subvarietăţi oblice

de contact speciale şi CR-subvarietăţi (generice) ı̂n forme spaţiale Sasaki. Studiul

inegalităţilor geometrice optime a fost iniţiat de B.Y. Chen şi oferă probleme deschise

ı̂n acest domeniu de cercetare.

Teza este structurată ı̂n patru capitole.

Capitolul 1 este un rezumat al tezei.

Capitolul 2 are caracter introductiv, ı̂n care precizăm proprietăţile subvarietăţilor

ı̂n varietăţi riemanniene, definim structurile de contact, ı̂n particular varietăţile

Sasaki, şi indicăm proprietăţi importante ale acestor varietăţi. De asemenea, definim

tipuri de subvarietăţi ı̂n forme spaţiale Sasaki. Mai precis, reamintim noţiunile

de subvarietate legendreană, subvarietate invariantă, subvarietate anti-invariantă şi
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subvarietate oblică de contact specială, menţionând proprietăţi importante ale aces-

tor subvarietăţi.

Capitolele 3 şi 4 conţin rezultate originale, unele fiind deja publicate sau trimise

spre publicare ı̂n reviste de specialitate din străinătate.

În Capitolul 3, Inegalităţi geometrice pentru subvarietăţi ı̂n forme spaţiale

Sasaki, am ı̂mbunătăţit prima inegalitate a lui Chen pentru subvarietăţi legen-

dreene, respectiv, subvarietăţi oblice de contact speciale ı̂n forme spaţiale Sasaki.

De asemenea, reamintim atât inegalităţi optime remarcabile pentru subvarietăţi la-

grangeene ı̂n forme spaţiale complexe, implicând tensorul de tip curbură, obţinute

de F. Dillen et al. [10], cât şi inegalităti optime remarcabile pentru subvarietăţi

oblice de contact ı̂n forme spaţiale Sasaki.

Noţiunea de produs warped joacă un rol important ı̂n geometria diferenţială şi

ı̂n fizică.

În geometria diferenţială a subvarietăţilor sunt interesante teoreme care stabilesc

relaţii ı̂ntre invarianţi intrinseci şi extrinseci. În acest domeniu, B.Y. Chen a obţinut

un rezultat remarcabil ı̂n [28], ı̂n 1993. În această lucrare a introdus un nou invariant

de curbură, care a fost numit δ-curbura lui Chen, dat prin definiţia

δ(p) = τ (p) − (inf K)(p),

unde τ reprezintă curbura scalară şi (infK)(p) este infimumul curburilor secţionale

definite ı̂n p. De asemenea, tot ı̂n [28], a demonstrat o inegalitate asupra invariantu-

lului δ şi curbura medie H pentru subvarietăţi ı̂n forme spaţiale reale.

Subvarietăţile care verifică egalitatea ı̂n fiecare punct din această inegalitate au

fost numite, mai târziu, imersii ideale şi au fost studiate intensiv de mai mulţi

geometri. Ne referim la [?].

Inegalităţi similare au fost obţinute pentru subvarietăţi lagrangeene ı̂n forme

spaţiale complexe şi hipersuprafeţe centroafine din Rn+1. Ne referim la [?],[?], [?],

[49] şi [?].

Recent, prima inegalitate a lui Chen pentru subvarietăţi lagrangeene ı̂n forme

spaţiale complexe a fost ı̂mbunătăţită. În [9], F. Dillen et al. au demonstrat o
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inegalitate generală pentru un tensor de tip curbură, care are ca un corolar prima

inegalitate a lui Chen ı̂mbunătăţită pentru subvarietăţi lagrangeene ı̂n forme spaţiale

complexe.

Inegalităţi remarcabile pentru subvarietăţi lagrangeene ı̂n forme spaţiale

complexe

Dacă T este un câmp tensorial de tip (0,4) pe varietatea riemanniană M şi µ o

formă biliniară simetrică pe TM cu valori ı̂ntr-un fibrat vectorial B peste M astfel

ı̂ncât

(8) T (X, Y, Z,W ) = g(µ(Y, Z), µ(X,W )) − g(µ(X,Z), µ(Y,W )),

pentru orice câmpuri vectoriale X, Y, Z,W , atunci T este de tip curbură.

Ecuaţia (8) se numeşte ecuaţia algebrică a lui Gauss.

Un exemplu trivial este dat de o subvarietate M a spaţiului euclidian, dacă B

este fibratul normal, µ cea de-a doua formă fundamentală şi T tensorul de curbură.

Fie M o subvarietate n-dimensională a unei forme spaţiale complexe M̃n(4c). M

se numeşte subvarietate lagrangeană dacă J(TpM) = T⊥
p M, pentru fiecare punct

p ∈M.

Dacă vom considera tensorul T de forma

(9) T (X, Y, Z,W ) = g(R(X, Y )Z,W ) + c(g(Y, Z)g(X,W ) − g(X,Z)g(Y,W )),

unde R este tensorul de curbură Riemann pe M şi µ(X, Y ) = Jh(X, Y ), cu h cea

de-a doua formă fundamentală a imersiei lui M ı̂n M̃n(4c), atunci obţinem

(10) δT = δ − (n− 2)(n + 1)

2
c,

unde δ = δR este definit prin δ(p) = τ (p) − (infK)(p).

Teoremă.[10] Fie (Mn, g) o subvarietate lagrangeană a unei forme spaţiale com-

plexe M̃n(4c). Atunci, avem

(11) δ(p) ≤ (n− 2)(n+ 1)

2
c+

n2(2n− 3)

2(2n + 3)
‖H‖2,
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unde H = 1

n
traceh este vectorul curbură medie.

Cazul de egalitate al inegalităţii (11) are loc ı̂ntr-un punct p ∈M dacă şi numai

dacă există o bază ortonormată {e1, e2, . . . , en} ı̂n p, astfel ı̂ncât ı̂n raport cu această

bază, h are următoarele forme:

h(e1, e1) = aJe1 + 3λJe3, h(e1, e3) = 3λJe1, h(e3, ej) = 4λJej,

h(e2, e2) = −aJe1 + 3λJe3, h(e2, e3) = 3λJe2, h(ej, ek) = 4λJe3δjk,

h(e1, e2) = −aJe2, h(e3, e3) = 12λJe3, h(e1, ej) = h(e2, ej) = 0,

pentru a, λ numere reale şi j, k ∈ {4, . . . , n}.

Orice subvarietate lagrangeană ce satisface cazul de egalitate al primei inegalităţi

(clasice) a lui Chen este minimală (conform [37]).

Următorul rezultat este valabil pentru prima inegalitate a lui Chen ı̂mbunătăţită.

Teoremă.[10] Fie Mn o subvarietate lagrangeeană de dimensiune n a unei forme

spaţiale complexe M̃n(4c) care satisface cazul de egalitate al inegalităţii (11) ı̂n fiecare

punct p ∈M. Dacă n ≥ 4, atunci M este o subvarietate minimală.

Inegalităţi remarcabile pentru subvarietăţi legendreene ı̂n forme spaţiale

Sasaki

F. Defever, I. Mihai şi L. Verstraelen [44] au demonstrat prima inegalitate a lui

Chen pentru subvarietăţi C-total reale Mn de dimensiune n (n ≥ 3), ı̂ntr-o formă

spaţială Sasaki M̃2m+1(c).

Teoremă. [44] Fie Mn o subvarietate C-total reală de dimensiune n ≥ 3 a unei

forme spaţiale Sasaki M̃2m+1(c) de dimensiune 2m+ 1. Atunci:

(12) δM ≤ n− 2

2

[
n2

n− 1
||H||2 + (n+ 1)

c + 3

4

]
.

Cazul de egalitate a fost caracterizat ı̂n funcţie de forma operatorului Wein-

garten.
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În plus, autorii au demonstrat că dacă Mn este o subvarietate legendreană şi

cazul de egalitate are loc ı̂n orice punct p ∈ Mn, atunci Mn este o subvarietate

minimală.

Noi am ı̂mbunătăţit această inegalitate ı̂n articolul [75]

I. Mihai, I. Presură, An improved first Chen inequality for Legendrian submani-

folds in Sasakian space forms, Period. Math. Hung. 74 (2017), 220-226.

Dacă Mn este o subvarietate legendreană, atunci o bază ortonormată a spaţiului

normal T⊥
p M

n este de forma {en+1 = e∗1 = φe1, · · · , e2n = e∗n = φen, e2n+1 = ξ}.
Pentru subvarietăţi legendreene n-dimensionale ı̂n forme spaţiale Sasaki M̃2n+1(c)

am ı̂mbunăţit prima inegalitate a lui Chen din [44] ı̂n articolul [75].

Teoremă. Fie Mn o subvarietate legendreană (n ≥ 3) a unei forme spaţiale

Sasaki M̃2n+1(c), p ∈Mn, π ⊂ TpM
n, o 2-secţiune plană. Atunci

(13) δM ≤ (n − 2)(n + 1)

8
(c+ 3) +

n2(2n− 3)

2(2n + 3)
‖H‖2,

unde H este vectorul curbură medie.

Mai mult, cazul de egalitate al inegalităţii (13) are loc pentru o secţiune plană π

ı̂ntr-un punct p ∈Mn dacă şi numai dacă există o bază ortonormată {e1, e2, · · · , en}
ı̂n TpM

n astfel ı̂nĉıt π = span{e1, e2} şi ı̂n raport cu această bază a doua formă

fundamentală are următoarele forme

h(e1, e1) = aφe1 + 3λφe3, h(e1, e3) = 3λφe1, h(e3, ej) = 4λφej ,

h(e2, e2) = −aφe1 + 3λφe3, h(e2, e3) = 3λφe2, h(ej, ek) = 4λφe3δjk,

h(e1, e2) = −aφe2, h(e3, e3) = 12λφe3, h(e1, ej) = h(e2, ej) = 0,

pentru numerele reale a, b şi j, k = 4, . . . , n.

Dacă subvarietatea Mn este minimală atunci inegalitatea devine prima inegalitate

a lui Chen care a fost demonstrată ı̂n [44].
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De asemenea, am studiat cazul de egalitate al inegalităţii.

Am obţinut un exemplu de imersie legendreană minimală ı̂n forma spaţială Sasaki

S2n+1, care satisface cazul de egalitate al lui (13).

Fie f : M2 → S5 o imersie izometrică, legendreană, minimală a unei suprafeţe

M2 ı̂n sfera 5-dimensională S5 şi definim

x : (0,
π

2
) ×cos t M

2 ×sin t S
n−3 → S2n+1, (t, p, q) 7→ (cos t)f(p) + (sin t)q.

Atunci x este o imersie legendreană minimală ı̂n forma spaţială Sasaki S2n+1, care

satisface cazul de egalitate al inegalităţii (13).

Următorul rezultat ne arată faptul că o subvarietate legendreană de dimensiune

n ≥ 4, care satisface cazul de egalitate al inegalităţii, este minimală.

Teoremă. Fie Mn o subvarietate legendreană de dimensiune n ≥ 4, ı̂n forma

spaţială Sasaki M̃2n+1(c). Dacă Mn satisface cazul de egalitate al inegalităţii (13),

atunci Mn este o subvarietate minimală.

Am obţinut un exemplu de subvarietate legendreană non-minimală 3-dimensională

a sferei S7 care satisface cazul de egalitate al inegalităţii (13).

Remarcă. În [12] autorii au dat un exemplu de subvarietate lagrangeană non-

minimală M3 de dimensiune 3 ı̂n spaţiul proiectiv complex CP 3 satisfăcând cazul

de egalitate al primei inegalităţi a lui Chen ı̂mbunătăţite. Prin liftarea lui M3 la

S7 via fibrarea lui Hopf, vom obţine un exemplu de subvarietate legendreană non-

minimală 3-dimensională a sferei S7 satisfăcând cazul de egalitate al inegalităţii (13).

Inegalităţi remarcabile pentru subvarietăţi oblice de contact

A. Carriazo a demonstrat prima inegalitate a lui Chen pentru subvarietăţi tan-

gente la câmpul vectorial ξ ı̂ntr-o formă spaţială Sasaki. Mai precis, a demonstrat

următoarea teoremă pentru subvarietăţi oblice proprii ı̂n forme spaţiale Sasaki.

Teoremă.[35] Fie ϕ : Mn+1 → M̃m(c) o imersie izometrică a unei varietăţi rie-

mannienne Mn+1 de dimensiune n+ 1 ı̂ntr-o formă spaţială Sasaki M̃m(c), astfel
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ı̂ncât ξ ∈ TM. Atunci, pentru orice punct p ∈ M şi orice secţiune plană π ⊂ Dp,

avem

τ −K(π) ≤ (n + 1)2(n− 1)

2n
‖H‖2 +

1

2
(n+ 1)(n − 2)

c+ 3

4
+

+n+
3

2
‖P‖2

c− 1

4
− 3Φ2(π)

c− 1

4
− ‖F‖2.

D. Cioroboiu şi A. Oiagă au demonstrat prima inegalitate a lui Chen pentru

subvarietăţi oblice ı̂n forme spaţiale Sasaki, ı̂n cazul secţiunilor plane π ortogonale

la ξ. Acest rezultat este dat de următoarea teoremă.

Teoremă.[23] Fie M o subvarietate θ-oblică (n = 2k+1)-dimensională a unei forme

spaţiale Sasaki (2m + 1)-dimensională M̃(c). Atunci, avem:

δ(M) ≤ n− 2

2
{ n2

n− 1
‖H‖2 +

(c+ 3)(n + 1)

4
} +

(c− 1)

8
[3(n− 3) cos2 θ − 2(n − 1)].

Mai mult, autorii au demonstrat inegalităţi Chen generale, implicând invarianţii

Chen δ(n1, ..., nk) pentru asemenea subvarietăţi.

De asemenea, prima inegalitate a lui Chen ı̂mbunătăţită pentru subvarietăţi pur

reale M ı̂n forme spaţiale complexe M̃(4c) cu curbură secţională olomorfă constantă

4c a fost demonstrată de A. Mihai.

Teoremă.[69] Fie M o subvarietate pur reală n-dimensională (n ≥ 3) a unei

forme spaţiale complexe M̃ (4c) de dimensiune complexă m, p ∈ M şi π ⊂ TpM o

secţiune 2-plană . Atunci

τ (p) −K(π) ≤ n2(n− 2)

2(n − 1)
‖H‖2 + [(n+ 1)(n + 2) + 3‖P‖2 − 6Φ2(π)]

c

2
,

nde Φ2(π) = g2(Je1, e2) şi {e1, e2} este o bază ortonormată a lui π.

Pentru subvarietăţi oblice speciale de dimensiune n+ 1 ı̂n forme spaţiale Sasaki

(2n + 1)-dimensionale M̃ (c) am demonstrat o primă inegalitate a lui Chen care

ı̂mbunătăţeşte prima inegalitate a lui Chen din teorema 3.1 [18], ı̂n articolul

I. Presură, Geometric inequalities for submanifolds in Sasakian space forms, Bull.

Korean Math. Soc. 53 (2016), No. 4, 1095-1103.
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Teoremă. Fie M o subvarietate oblică de contact specială (n+1)-dimensională

a unei forme spaţiale Sasaki M̃(c) de dimensiune 2n + 1 şi p ∈ M, π ⊂ TpM o

secţiune 2-plană ortogonală la ξ. Atunci

(14) τ (p) − infK(p) ≤ n2(2n− 3)

2(2n + 3)
‖H‖2 +

(n + 1)(n− 2)

8
(c+ 3)+

+ 3n cos2 θ
(c− 1)

8
− 3ψ2(π)

4
(c− 1) + n cos2 θ,

unde H este vectorul curbură medie.

Mai mult, cazul de egalitate al inegalităţii (14) are loc pentru o secţiune plană

π ı̂ntr-un punct p ∈ M dacă şi numai dacă există o bază ortonormată {e0 =

ξ, e1, e2, . . . , en} ı̂n p astfel ı̂ncât π = span{e1, e2} şi ı̂n raport cu această bază a

doua formă fundamentală are următoarele forme

h(e1, e1) = aFe1 + 3bF e3, h(e1, e3) = 3bF e1, h(e3, ej) = 4bF ej,

h(e2, e2) = −aFe1 + 3bF e3, h(e2, e3) = 3bF e2, h(ej, ek) = 4bF e3δjk,

h(e1, e2) = −aFe2, h(e3, e3) = 12bF e3, h(e1, ej) = h(e2, ej) = 0,

pentru numerele a, b şi j, k = 4, . . . , n.

În capitolul 4, Un invariant Chen pentru CR-subvarietăţi de contact ı̂n

varietăţi Sasaki, definim CR δ-invariantul de contact pe o CR-subvarietate de

contact şi obţinem o inegalitate geometrică optimă pentru subvarietăţi generice ı̂n

forme spaţiale Sasaki ı̂n articolul [76]:

I. Mihai, I. Presură, An optimal inequality for contact CR-submanifolds in Sasakian

space forms, trimis spre publicare.

CR δ-invariantul, notat prin δ(D), pe o CR-subvarietate M ı̂ntr-o varietate

Kähler, cu α = rankCD ≥ 2 şi β = rank D⊥ ≥ 1, a fost definit prin ([36])

δ(D)(p) = τ (p) − τ (Dp),

unde τ şi τ (D) reprezintă curbura scalară a lui M şi respectiv curbura scalară a

distribuţiei invariante D ⊂ TM.
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Pe o CR-subvarietate M sunt definiţi doi vectori curbură medie parţiali HD şi

HD⊥ prin formulele

HD =
1

2α

2α∑

i=1

σ(ei, ei), HD⊥ =
1

β

2α+β∑

r=2α+1

σ(er, er).

O CR-subvarietate M a unei varietăţi Kähler M̃ se numeşte minimală (respectiv

D-minimală sau D⊥-minimală) dacă H = 0 (respectiv HD = 0 sau HD⊥ = 0).

F. Al-Solamy, B.Y. Chen şi S. Deshmukh au demonstrat o inegalitate optimă

pentru subvarietăţi anti-olomorfe ı̂n forme spaţiale complexe.

Teoremă.[97] Fie N o subvarietate anti-olomorfă a unei forme spaţiale complexe

M̃h+p(4c), cu h = rankCD ≥ 1 şi p = rankD⊥ ≥ 2. Atunci, avem

(15) δ(D) ≤ (p− 1)(2h + p)2

2(p + 2)
H2 +

p

2
(4h+ p− 1)c.

Cazul de egalitate al inegalităţii (15) are loc dacă şi numai dacă următoarele condiţii

sunt satisfăcute:

(a) N este D-minimală, adică HD = 0,

(b) N este mixt total geodezică, şi

(c) există un reper ortonormat {e2h+1, . . . , en} pe D⊥ astfel ı̂ncât cea de-a doua

formă fundamentală σ a lui N satisface

σr
rr = 3σr

ss, pentru 2h + 1 ≤ r 6= s ≤ 2h+ p,

σr
st = 0, pentru numere distincte r, s, t ∈ {2h+ 1, . . . , 2h + p}.

Pe o CR-subvarietate de contact M de dimensiune (n+1) a unei varietăţi Sasaki

M̃2m+1 am definit CR δ-invariantul de contact prin

δ(D)(p) = τ (p) − τ (Dp),
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unde τ şi τ (D) reprezintă curbura scalară a lui M şi respectiv curbura scalară a

distribuţiei invariante D ⊂ TM. Dacă dimD = 2n1 + 1 şi dimD⊥ = n2, vectorii

curbură medie parţiali HD şi HD⊥ ai lui M se definesc prin

HD =
1

2n1 + 1

2α∑

i=0

σ(ei, ei), HD⊥ =
1

n2

2n1+n2∑

r=2n1+1

σ(er, er).

O CR-subvarietate de contact M a unei varietăţi Sasaki M̃ se numeşte minimală

(respectivD-minimală sauD⊥-minimală) dacăH = 0 (respectivHD = 0 sauHD⊥ =

0).

Am obţinut o estimare optimă pentru CR δ-invariantul de contact a unei subva-

rietăţi generice ı̂ntr-o formă spaţială Sasaki ı̂n articolul menţionat mai sus [76].

Teoremă. Fie M o subvarietate generică de dimensiune (n + 1) a unei forme

spaţiale Sasaki M̃ (c), cu dimD = 2n1 + 1 şi dimD⊥ = n2. Atunci avem

(16) δ(D) ≤ (n+ 1)2(n2 − 1)

2(n2 + 2)
‖H‖2 +

n2

2
(4n1 + n2 − 1)

c+ 3

4
+ n2.

Mai mult, cazul de egalitate are loc dacă şi numai dacă următoarele proprietăţi sunt

satisfăcute:

(a) M este D-minimală, adică, HD = 0,

(b) M este mixt total geodezică, şi

(c) există un reper ortonormat {e2n1+1, . . . , e2n1+n2
} pe D⊥ astfel ı̂ncât cea de-a

doua formă fundamentală σ a lui M satisface

σr
rr = 3σr

ss, pentru 2n1 + 1 ≤ r 6= s ≤ 2n1 + n2,

σr
st = 0, pentru numere distincte r, s, t ∈ {2n1 + 1, . . . , 2n1 + n2}.

�
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Käehler manifolds, Taiwanese J.Math.14(2010), 561-584.

[3] K.Arslan, R.Ezentas, C.Murathan, T.Sasahara, Biharmonic submanifolds in

3-dimensional (k, µ)-manifolds, Internat.J.Math.Sci.2005:(2005), 3575-3786.

[4] K.Arslan, R.Ezentas, C.Murathan, T.Sasahara Bihamornic anti-invariant

submanifolds in Sasakian space forms, Beiträge Algebra.Geom.48(2007), 191-
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