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NOTAŢII ŞI ABREVIERI

� (
;K; P ) - câmp �nit de probabilitate, unde (
;K) - este un câmp
�nit de evenimente, iar P : K ! R este o probabilitate.

� X - o variabil¼a aleatoare, în general presupus¼a ne-negativ¼a, absolut
continu¼a pe (
;K; P ):

� F (x) = P (X � x) - funçtia de reparti̧tie cumulativ¼a a variabilei
aleatoare X.

� F (x) = 1 � F (x) = P (X > x) - funçtia de supraviȩtuire a variabilei
aleatoare X.

� Oriunde apare funçtia F , vom presupune c¼a este absolut continu¼a şi
inversabil¼a, inversa acesteia �ind notat¼a cu F�1:

� f(x) - densitatea de probabilitate a variabilei aleatoare X; de regul¼a,
pe domeniul pe care se lucreaz¼a presupunem f(x) > 0:

� D = f(t1; t2)=0 � t1 < t2 � 1; F (t1) < F (t2)g:
� EX ['(X)] - media variabilei aleatoare '(X) în raport cu densitatea de

probabilitate a variabilei aleatoare X, unde ' este o aplicaţie m¼asurabil¼a.
Vom presupune c¼a EX('(X)) exist¼a şi este �nit¼a.

� EZ ['(Z)] - media variabilei aleatoare '(Z) în raport cu reparti̧tia vari-
abilei aleatoare Z, unde ' este o aplicaţie m¼asurabil¼a şi Z este o variabil¼a
aleatoare repartizat¼a uniform pe intervalul [0; 1] sau, uneori, pe intervalul [a; b]:Vom
presupune c¼a EZ ['(Z)] exist¼a şi este �nit¼a.

� E(X;Y ) ['(X;Y )] - media vectorului aleator '(X;Y ) în raport cu dens-
itatea de probabilitate a vectorului aleator (X;Y ):

� H(X) - entropia Shannon a unei variabile aleatoare X:
� H(X=F) - entropia Shannon a unei variabile aleatoare X condi̧tionat¼a

de ��câmpul F :
� H(X;Y ) - entropia Shannon a variabilelor aleatoare X şi Y:
� CPIEw1;w2(X; t1; t2) - entropia cumulativ¼a ponderat¼a pereche interval

a variabilei aleatoare X pe intervalul [t1; t2] cu funçtiile pondere w1 si w2:
�Ht;q

w1(X) - entropia cumulativ¼a ponderat¼a Tsallis a unei variabile aleatoare
X; cu funçtia pondere w1:

� Ht;q
w2(X) - entropia cumulativ¼a rezidual¼a ponderat¼a Tsallis a unei vari-

abile aleatoare X; cu funçtia pondere w2:
� IHt;q

w1(X; t1; t2) - entropia cumulativ¼a ponderat¼a Tsallis interval a unei
variabile aleatoare X; t1 � X � t2; cu funçtia pondere w1:

� IHt;q
w2(X; t1; t2) - entropia cumulativ¼a rezidual¼a ponderat¼a Tsallis in-

terval a unei variabile aleatoare X; t1 � X � t2; cu funçtia pondere w2:
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� CPEw1;w2'1;'2 (X) - entropia cumulativ¼a ponderat¼a pereche - ('1; '2) a
variabilei aleatoare X. Uneori aceast¼a entropie va � notat¼a CPEw1;w2'1;'2 (F ),
unde F reprezint¼a funçtia de reparti̧tie a variabilei aleatoare X. Acest lucru
se va aplica şi altor m¼asuri care apar în lucrare.

� CEw(X) - entropia cumulativ¼a ponderat¼a a variabilei aleatoare X sau
a vectorului aleator X, în funçtie de context.

� CREw(X) - entropia cumulativ¼a rezidual¼a ponderat¼a a variabilei aleatoare
X sau a vectorului aleator X, în funçtie de context. CRE(X) este cazul
particular al CREw(X) pentru w = 1 şi reprezint¼a entropia cumulativ¼a
rezidual¼a de�nit¼a în lucrarea [102].

� CREw(X;Y ) - cross-entropia cumulativ¼a rezidual¼a ponderat¼a.
� CREw(Y=X) - entropia cumulativ¼a rezidual¼a ponderat¼a a variabilei

aleatoare Y condi̧tionat¼a de variabila aleatoare X.
� CREw(X=F) - entropia cumulativ¼a rezidual¼a ponderat¼a a vectorului

aleator X, condi̧tionat¼a de ��câmpul F :
� CEnw(X) - entropia cumulativ¼a ponderat¼a de ordin n a variabilei aleatoare

X.
� CEt;qw (X) - entropia cumulativ¼a ponderat¼a Tsallis a variabilei aleatoare

X:
� CREt;qw (X) - entropia cumulativ¼a rezidual¼a ponderat¼a Tsallis a vari-

abilei aleatoare X:
� cov(X;Y ) - covarianţa variabilelor aleatoare X si Y .
� (X;Y; Z) - matricea de covarianţ¼a a vectorilor aleatori X; Y; Z:
� var(X) - dispersia variabilei aleatoare X.
� C(�; �) - funçtia cupla bidimensional¼a (engl. copula)
� c(u; v) - densitatea de probabilitate a funçtiei cupla.
� CKLw(X;Y ) - informa̧tia Kullback-Leibler cumulativ¼a ponderat¼a a

variabilelor aleatoare X şi Y .
� Kw(X;Y ) - lipsa de acuratȩte cumulativ¼a ponderat¼a a variabilelor

aleatoare X şi Y .
� CKLt;q(X;Y ) - informaţia Kullback-Leibler cumulativ¼a Tsallis a vari-

abilelor aleatoare X şi Y .
�Kt;q(X;Y ) - lipsa de acuratȩte cumulativ¼a Tsallis a variabilelor aleatoare

X şi Y .
� CKLt;qw (X;Y ) - informaţia Kullback-Leibler cumulativ¼a ponderat¼a Tsal-

lis a variabilelor aleatoare X şi Y .
� Kt;q

w (X;Y ) - lipsa de acuratȩte (engl. �cumulative inaccuracy�) cumu-
lativ¼a ponderat¼a Tsallis a variabilelor aleatoare X şi Y .

� log(�) = ln(�); unde ln(�) desemneaz¼a logaritmul natural.
� 0 log 0 = 0 log1 = 0 (convenţie).
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� lntq x =
(

x1�q�1
1�q ; dac¼a x > 0; q 6= 1
lnx; dac¼a x > 0; q = 1

)

� 0 lntq 0 =

8<:
0; pentru q < 2
�1; pentru q = 2
�1; pentru q > 2

9=; (convenţie).

0 lntq1 =

�
+1; pentru q < 0
0; pentru q > 0

�
(convenţie).

� I(X � x) =

�
1; X 2 [0; x]
0; X =2 [0; x]

�
este funçtia caracteristic¼a a evenimen-

tului X � x; unde X este variabil¼a aleatoare ne-negativ¼a.
� B(p; q) = �(p)�(q)

�(p+q) ; (8) p; q > 0; reprezint¼a funçtia beta a lui Euler,

unde �(p) =
R1
0 xp�1e�xdx; p > 0 este funçtia gamma a lui Euler.

� R - muļtimea numerelor reale.
� RN+ = fx = (x1; x2; :::; xN ) = xi � 0; i = 1; Ng:
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Capitolul 1

Introducere

1.1 Motiva̧tia şi importaņta cercet¼arii

�S¼a nu pierdem nimic din trecut, cu trecutul se cl¼adeşte viitorul� - este
a�rmaţia lui Anatole France, care ne-a înt¼arit convingerea c¼a pentru a crea
o lucrare ştiinţi�c¼a este necesar¼a o introspeçtie a experienţei transmise de
predecesori, întrucât documentarea insu�cient¼a ar putea conduce la rede-
scoperiri inutile sau ar orienta cercetarea în direçtii greşite, care trebuie
evitate.

În anul 1948, Claude Elwood Shannon şi Norbert Wiener au dat con-
ceptului de entropie semni�caţia de m¼asur¼a a informa̧tiei furnizate de un
experiment probabilistic sau de o variabil¼a aleatoare, având la baz¼a entropia
introdus¼a de Boltzman.

Motivaţia alegerii temei de cercetare �Noi rezultate privind entropia cu-
mulativ¼a şi modelarea entropic¼a�, este justi�cat¼a de faptul c¼a entropia cun-
oaşte o apreciere şi o recunoaştere din ce în ce mai mare, �ind aplicat¼a cu
succes în diferite ramuri ale ştiinţei, fapt care determin¼a necesitatea apro-
fund¼arii şi extinderii aplicaţiilor acestei m¼asuri.

Un argument în acest sens este dezvoltarea spectaculoas¼a pe care en-
tropia a cunoscut-o, de la introducerea ei de c¼atre Shannon pân¼a în prezent.
Odat¼a cu descoperirea entropiei a fost deschis¼a o nou¼a ramur¼a a matem-
aticii, putând � aplicat¼a în numeroase domenii de activitate cu scopul de
a e�cientiza procesele speci�ce acestora, precum: ecologie [12], teoria in-
formaţiei [25], statistic¼a matematic¼a [72], neurobiologie [103], comprimarea
datelor [106], analiza �nanciar¼a [111].

Datorit¼a complexit¼aţii sale, consider¼am entropia un domeniu important
de cercetare, tematica aleas¼a �ind de actualitate, iar evoluţia pe care o
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are necesitând un laborios efort de cercetare şi documentare, de culegere a
informaţiilor şi cunoştinţelor pentru dezvoltarea ei.

Succesul înregistrat în domeniul teoriei informaţiei dup¼a introducerea
entropiei este con�rmat de rezultatele obţinute de matematicieni celebri,
printre care menţion¼am: S. Kullback, J. von Neumann, D.K.Faddeev, A.J.
Khinchin, E.T. Jaynes, A.N. Kolmogorov, A. Renyi.
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Capitolul 2

Un model general de
entropie cumulativ¼a
ponderat¼a pereche - ('1; '2)

2.1 Entropia cumulativ¼a ponderat¼a pereche - ('1; '2)

Dac¼a K reprezint¼a muļtimea tuturor funçtiilor de reparti̧tie cumulative,
de�nim entropia cumulativ¼a ponderat¼a pereche - ('1; '2) astfel:

De�ni̧tie 1 Funcţionala CPEw1;w2'1;'2 : K ! [0;1); cu

CPEw1;w2'1;'2
(F ) =

Z
R
[w1(x) � ('1 � F )(x) + w2(x) � ('2 � F )(x)]dx (2.1)

se numeşte entropie cumulativ¼a ponderat¼a pereche - ('1; '2).

2.2 CPEw1;w2
'1;'2

pentru date grupate

În continuare vom introduce unele notaţii utilizate în descrierea datelor
grupate, [69]. Intervalul [ex0; exk] este divizat în k subintervale

[ex0; ex1]; [ex1; ex2]; :::; [exk�1; exk];
iar rangul �ec¼arei clase este dat de �xj = exj � exj�1; pentru orice j = 1; k:

Fie X o variabil¼a aleatoare cu funçtia de probabilitate absolut continu¼a
F , care este cunoscut¼a numai la capetele �ec¼arui subinterval.
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Vom nota cu pj = F (exj) � F (exj�1); j = 1; k probabilit¼aţile asociate
�ec¼arui subinterval.

X� reprezint¼a variabila aleatoare a c¼arei funçtie de reparti̧tie F � este
reprezentat¼a de combinaţia liniar¼a a valorilor lui F la capetele intervalelor
considerate mai sus.

Avem:

F �(x) = F (exj�1) + pj
�xj

(x� exj�1); dac¼a x 2 (exj�1; exj ]; (2.2)

F �(x) = 0 pentru x � ex0 si F �(x) = 1 pentru x > exk:
Astfel, F � corespunde variabilei aleatoare X�: Funçtia de densitate de

probabilitate f� a luiX� este de�nit¼a de f�(x) = pj
�xj

; pentru x 2 (exj�1; exj ]; j =
1; k: Presupunem pj > 0; 8j:

Lema 2 Presupunem c¼a funcţiile 'i; i = 1; 2 admite primitive şi not¼am
cu S'i o primitiv¼a a sa. Dac¼a w1(x) = w2(x) = c; c 2 R+ pentru orice
x 2 [0;1); atunci entropia cumulativ¼a ponderat¼a pereche - ('1; '2) a funcţiei
de repartiţie din relaţia (2:2) are urm¼atoarea form¼a:

CPEw1;w2'1;'2
(F �) = c

kX
i=1

�xi
pi
[(S'1(F (exi))�S'1(F (exi�1))+S'2(F (exi�1))�S'2(F (exi))]

(2.3)

Lema 3 Dac¼a exist¼a bw1; bw2 : [0; 1] ! R+ astfel încât w1(x) = bw1(F (x)),
w2(x) = bw2(F (x)) şi  i(�) = 'i(�) bwi(�) admite o primitiv¼a, notat¼a bS i(t) =R t
0 'i(z) bwi(z)dz, i = 1; 2; atunci entropia cumulativ¼a ponderat¼a pereche -
('1; '2) a funcţiei de repartiţie din relaţia (2:2) are urm¼atoarea form¼a:

CPEw1;w2'1;'2
(F �) =

kX
i=1

�xi
pi
[bS 1(F (exi))�bS 1(F (exi�1))+bS 2(F (exi�1))�bS 2(F (exi))]:

(2.4)

Teorema 4 În ipotezele lemei 2, �e '1 şi '2 dou¼a funcţii generatoare de
entropie şi F o funcţie de repartiţie absolut continu¼a pe [a; b]. X� reprezint¼a
variabila aleatoare corespunz¼atoare datelor grupate, cu �xi = �x = (b �
a)=k; k > 0:

Atunci avem urm¼atorul rezultat:

CPEw1;w2'1;'2
(F �)! c

bZ
a

(('1 � F )(x) + ('2 � F )(x))dx; pentru k !1: (2.5)
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Teorema 5 În ipotezele lemei 3, �e '1 şi '2 dou¼a functii generatoare de en-
tropie şi F o funcţie de repartiţie continu¼a pe [a; b]. X� reprezint¼a variabila
aleatoare corespunz¼atoare datelor grupate, cu �xi = �x = (b� a)=k:

Atunci avem urm¼atorul rezultat:

CPEw1;w2'1;'2
(F �)!

bZ
a

[ bw1(F (x))('1 �F )(x)+ bw2(F (x))('2 �F )(x)]dx: (2.6)
2.3 Reprezent¼ari alternative ale CPEw1;w2

'1;'2

În aceast¼a seçtiune am stabilit unele reprezent¼ari alternative pentru entropia
cumulativ¼a ponderat¼a pereche - ('1; '2), valabile în cazul în care '1; '2
sunt diferenţiabile. Aceste reprezent¼ari vor contribui la determinarea unor
condi̧tii care asigur¼a existenţa CPEw1;w2'1;'2 şi a unor estimatori simpli.

Rezultatul prezentat de propozi̧tia urm¼atoare se obţine considerând Z =
F (X) o variabil¼a aleatoare uniform¼a pe [0; 1] şi utilizând integrarea prin
p¼aŗti. Variabila aleatoare X este absolut continu¼a cu densitatea f > 0:

Propozi̧tie 6 Fie '1; '2 dou¼a funcţii diferenţiabile ne-negative de�nite pe
intervalul [0; 1] şi w1; w2 dou¼a funcţii pondere pozitive m¼arginite şi difer-
enţiabile de�nite pe mulţimea numerelor reale.

Atunci pentru F 2 K (pentru care exist¼a F�1) cu funcţia cuantil¼a F�1(u);
densitatea de probabilitate f > 0 , funcţia cuantil¼a de densitate q(u) =
1=f(F�1(u)), unde u 2 [0; 1] şi variabila aleatoare Z � U[0;1] astfel încât
Z = F (x); au loc urm¼atoarele relaţii:

CPEw1;w2'1;'2
(F ) = EZf[w1(F�1(Z))'1(Z) + w2(F�1(Z))'2(1� Z)]q(Z)g:

CPEw1;w2'1;'2
(F ) = EZf

1

f(F�1(Z))

�
w01(F

�1(Z))'1(Z)
�
+w1(F

�1(Z))'01(Z)�

� 1

f(F�1(Z))

�
w02(F

�1(Z))'2(1� Z)
�
� w2(F�1(Z))'02(1� Z)gF�1(Z):

CPEw1;w2'1;'2
(F ) = EZf

1

f(F�1(Z))
�[w01(F�1(Z))'1(Z)�w02(F�1(Z))'2(1�Z)]+

+w1(F
�1(Z))'01(Z)� w2(F�1(Z))'02(1� Z)gF�1(Z):

CPEw1;w2'1;'2
(F ) =

=

Z +1

�1
fw01(x)('1�F )(x)�w02(x)('2�F )(x)+f(x)[w1(x)('01�F )(x)�w2(x)('02�F )(x)]gxdx;

unde mediile se presupun c¼a exist¼a şi sunt �nite.
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2.4 Reparti̧tii de probabilitate de CPEw1;w2
'1;'2

max-
im¼a pentru medie şi dispersie date

În aceast¼a seçtiune vom da condi̧tii necesare şi condi̧tii su�ciente de op-
timalitate, care se bazeaz¼a pe principiul variaţional dat de ecuaţia Euler-
Lagrange.

Fie F (x) funçtia de reparti̧tie a variabilei aleatoare X. Not¼am cu Q(u)
funçtia cuantil¼a asociat¼a reparti̧tiei F; de�nit¼a astfel:

Q(u) = inffx=F (x) � ug:

Presupunem c¼a F şi Q sunt diferenţiabile cu derivate continue. Fie q(u) =
Q0(u); funçtia cuantil¼a de densitate.

Teorema 7 Fie funcţiile w1; w2; '1; '2 diferenţiabile de clas¼a C1: Condiţiile
necesare de optimalitate pentru ca repartiţia de entropie cumulativ¼a maxim¼a
CPEw1;w2'1;'2 compatibil¼a cu media m şi dispersia �2 �xate s¼a corespund¼a fun-
cţiei de repartiţie F (x) de cuantil¼a Q a unei variabile aleatoare X sunt:

�0(u) + l1 + 2l2Q(u)� q(u) �
�
w01(Q(u))'1(u) + w

0
2(Q(u))'2(1� u)

�
= 0;

EU [Q(U)] = m (2.7)

EU [Q
2(U)] = m2 + �2 (2.8)

unde

�(u) = w1(Q(u))'1(u) + w2(Q(u))'2(1� u) şi variabila U � U[0;1];

iar l1 şi l2 sunt multiplicatorii Lagrange care se determin¼a din restricţiile
corespunz¼atoare.

Teorema 8 Fie funcţiile w1; w2; '1; '2 diferenţiabile de clas¼a C1, CPE
w1;w2
'1;'2

('1; '2)� entropia cumulativ¼a ponderat¼a şi Z(u) = w1(u)'1(u) + w2(1 �
u)'2(1� u) concav¼a şi diferenţiabil¼a, cu Z 0 de p¼atrat integrabil¼a pe [0; 1] :

Atunci repartiţia de entropie cumulativ¼a maxim¼a compatibil¼a cu medie
m şi dispersie �2 �xate este dat¼a de funcţia cuantil¼a:

Q(u) = m+ ��0(u)�

�
�
EU [ ew01(U)'1(U) + ew1(U)'01(U)� ew02(1� U)'2(1� U)� ew2(1� U)'02(1� U)]2��1=2 ;

unde
w1(x) = ew1(F (x)) si w2(x) = ew2(1� F (x))
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iar expresia

ew01(u)'1(u) + ew1(u)'01(u)� ew02(1� u)'2(1� u)� ew2(1� u)'02(1� u)
este de p¼atrat integrabil¼a.

2.5 Propriet¼a̧ti ale CPEw1;w2
'1;'2

pentru masura de scal¼a

Propozi̧tie 9 Fie FX funcţia de repartiţie a variabilei aleatoare X; w1 =
c1 > 0; w2 = c2 > 0, unde c1; c2 sunt constante reale date.

Atunci
CPEw1;w2'1;'2

(aX + b) = jajCPEw1;w2'1;'2
(FX): (2.9)

Propozi̧tie 10 Fie FX1 ; FX2 funcţiile de repartiţie absolut continue ale
variabilelor aleatoare X1; respectiv X2 cu FX1 �1 FX2 şi funcţiile de densit-
ate de probabilitate pozitive f1; respectiv f2: Fie w1(x) = bw1(F (x)); w2(x) =bw2(F (x)): Atunci avem urm¼atorul rezultat:

CPEw1;w2'1;'2
(FX1) � CPEw1;w2'1;'2

(FX2): (2.10)

2.6 CPEw1;w2
'1;'2

pentru suma a dou¼a variabile aleatoare
independente

Teorema 11 Fie X şi Y dou¼a variabile aleatoare independente absolut con-
tinue şi '1; '2 dou¼a funcţii concave de�nite pe intervalul [0; 1] şi w1, respectiv
w2 numere reale pozitive.

Dac¼a mediile exist¼a, atunci avem:

CPEw1;w2'1;'2
(FX+Y ) � maxfCPEw1;w2'1;'2

(FX); CPE
w1;w2
'1;'2

(FY )g; (2.11)

unde FX ; FY şi FX+Y sunt funcţiile de repartiţie ale variabilelor aleatoare
X; Y; respectiv X + Y:
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Capitolul 3

Estim¼ari ale entropiei
cumulative reziduale
ponderate şi ale entropiei
cumulative ponderate

3.1 Entropia cumulativ¼a rezidual¼a ponderat¼a

3.1.1 Entropia cumulativ¼a rezidual¼a ponderat¼a. Propriet¼a̧ti

De�ni̧tie 12 Fie X un vector aleator cu valori în RN : Vom de�ni entropia
cumulativ¼a rezidual¼a ponderat¼a a vectorului X; dac¼a exist¼a şi este �nit¼a:

CREw(X) = �
Z
RN+

w(�)P (jXj > �) logP (jXj > �)d� (3.1)

unde X = (X1; :::; XN ); � = (�1; :::; �N ); jXj > � semni�c¼a jXij > �i,
RN+ = fx 2 RN= x = (x1; :::; xN ); xi � 0; i = 1; Ng; iar w : (0;1)N !
[0;1) este o aplicaţie integrabil¼a.

Teorema 13 Fie wi; i = 1; N funcţii pondere m¼arginite (pentru care exist¼a
constantele mi 2 (0;1); i = 1; N aşa încât wi � mi; i = 1; N) şi �e

w(x1; :::; xN ) =

NY
i=1

wi(xi): (3.2)

Atunci CREw(X) < 1 dac¼a şi numai dac¼a E [jXijp] < 1; pentru orice
i = 1; N şi p > N:
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Teorema 14 Pentru orice variabile aleatoare independente şi ne-negative
X şi Y şi pentru w(x) =constant> 0; (8) x � 0; avem:

max (CREw(X); CREw(Y )) � CREw(X + Y )

Teorema 15 Fie vectorul aleator X şi aplicaţia w : RN+ ! [0;1): Sunt
adev¼arate urm¼atoarele propriet¼aţi:

a) CREw(X) � 0;
b) CREw(X) = 0, vectorul jXj este constant P�aproape sigur.

Teorema 16 Fie vectorul aleator X = (Xi)i=1;N şi aplicaţiile integrabile
w : RN+ ! R+; wi : R+ ! R+; i = 1; N; w(x) = w1(x1) � ::: � wN (xN ) �
0: Atunci:

CREw(X) =

NX
i=1

CREwi(Xi)
Y
j 6=i

1Z
0

wj(�j)(F jXj j(�j))d�j : (3.3)

3.1.2 Entropia cumulativ¼a rezidual¼a ponderat¼a condi̧tionat¼a

Propozi̧tie 17 Fie X 2 Lp; p > N , ��câmpurile F şi G, cu F � G şi
aplicaţia convex¼a w : RN ! (0;+1): Atunci:

E[CREw(X=F)=G] � CREw(X=G): (3.4)

3.1.3 Entropia cumulativ¼a rezidual¼a ponderat¼a şi entropia
difereņtial¼a

Teorema 18 Fie X � 0 cu densitatea f şi aplicaţia integrabil¼a concav¼a
w : [0;+1)! (0;+1): Atunci

CREw(X) � Cw expfH(X)g;

unde

Cw = exp

8<:
1Z
0

log(x jlog xj)dx+
1Z
0

f(x) logw(x)dx

9=; : (3.5)

Urmând linia din Propozi̧tia 2, [102] şi Teorema 18 de mai sus, avem:

Propozi̧tie 19 Fie variabila aleatoare ne-negativ¼a X şi � - câmpul F: Pre-
supunem c¼a X are o densitate condiţionat¼a în raport cu F (X are o densitate
de probabilitate condiţionat¼a dat¼a, Y = y):
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Atunci CREw(X=F) � Cw expfH(X=F)g; unde

Cw = exp

8<:
1Z
0

log(x jlog xj)dx+
1Z
0

f(x) logw(x)dx

9=; ;

iar H(X=F) este entropia Shannon condiţionat¼a, de�nit¼a astfel:

H(X=F) = �
1Z

�1

f(x=F) log f(x=F)dx;

iar pentru densitatea condiţionat¼a f(x=F); avem:

P [X > t=F] =

1Z
t

f(x=F)dx:

3.2 O abordare a entropiei cumulative ponderate
pereche interval

Consider¼am X o variabil¼a aleatoare ne-negativ¼a, cu funçtia de densitate
de probabilitate f(x); funçtia de reparti̧tie cumulativ¼a F (x) = P (X � x)
şi funçtia de supraviȩtuire F (x) = P (X > x): Presupunem f > 0 pentru
x > 0:

f(x; t1; t2) =
f(x)

F (t2)� F (t1)
;

F (x; t1; t2) = P (X < x=t1 � X � t2); pentru orice t1 � x � t2:

De�ni̧tie 20 Entropia cumulativ¼a ponderat¼a pereche interval a variabilei
aleatoare X pe intervalul [t1; t2] cu funcţiile pondere w1 şi w2 este de�nit¼a
astfel:

CPIEw1;w2(X; t1; t2) = �(t2 � t1)�

�EZ [w1(Z)�F (Z; t1; t2)�logF (Z; t1; t2)+w2(Z)�F (Z; t1; t2)�logF (Z; t1; t2)];
(3.6)

unde Z � U[t1;t2]:

Propozi̧tie 21 Fie

�w1(t1; t2) = (t2 � t1) � (F (t2)� F (t1))�1 � EZ [w1(Z) � (F (Z)� F (t1))]
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şi

�w2(t1; t2) = (t2 � t1) � (F (t2)� F (t1))�1 � EZ
�
w2(Z) � (F (Z)� F (t2)

�
:

Atunci,

CPIEw1;w2(X; t1; t2) = (t2 � t1) � (F (t1)� F (t2))�1�

�EZ [w1(Z)�(F (Z)�F (t1))�log(F (Z)�F (t1))+w2(Z)�(F (Z)�F (t2))�log(F (Z)�F (t2))]+

+ log(F (t2)� F (t1)) � (�w1(t1; t2) + �w2(t1; t2)):

3.3 Entropia cumulativ¼a rezidual¼a ponderat¼a Tsal-
lis interval. Entropia cumulativ¼a ponderat¼a

Tsallis interval.

De�ni̧tie 22 De�nim entropia cumulativ¼a ponderat¼a Tsallis (H
t;q
w1(X)) şi

entropia cumulativ¼a rezidual¼a ponderat¼a Tsallis (Ht;q
w2(X)) a unei variabile

aleatoare X cu funcţia de repartiţie cumulativ¼a F şi funcţia de supravieţuire
F astfel:

H
t;q
w1(X) = �

Z
R+

w1(x)F (x) ln
t
q F (x)dx:

Ht;q
w2(X) = �

Z
R+

w2(x)F (x) ln
t
q F (x)dx:

De�ni̧tie 23 De�nim entropia cumulativ¼a ponderat¼a Tsallis interval (IH
t;q
w1(X; t1; t2))

şi entropia cumulativ¼a rezidual¼a Tsallis ponderat¼a interval (IHt;q
w2(X; t1; t2))

a unei variabile aleatoare X; t1 � X � t2 :

IH
t;q
w1(X; t1; t2) = �(t2 � t1)EZ [w1(Z)F (Z; t1; t2) ln

t
q F (Z; t1; t2)];

IHt;q
w2(X; t1; t2) = �(t2 � t1)EZ [w2(Z)F (Z; t1; t2) ln

t
q F (Z; t1; t2)]

unde Z � U[t1;t2]:

Lema 24 Avem:
IHt;q

w2(X; t1; t2) =

�(F (t1)� F (t2))q�2(t2 � t1)EZ [w2(Z)(F (Z)� F (t2)) lntq(F (Z)� F (t2))]+

(F (t1)� F (t2))q�1 lntq(F (t1)� F (t2)) f� 2(t1) + E[ 2(X)=t1 � X � t2]g :
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Lema 25 Avem:
IH

t;q
w1(X; t1; t2) =

�(F (t1)� F (t2))q�2(t2 � t1)EZ [w1(Z)(F (t1)� F (t2)) lntq(F (t1)� F (t2))]+

(F (t1)� F (t2))q�1 lntq(F (t1)� F (t2)) f 1(t2)� E[ 1(X)=t1 � X � t2]g :
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Capitolul 4

Estimare empiric¼a

4.1 Reprezent¼ari echivalente pentru CREw şi CEw

De�ni̧tie 26 Fie w : (0;+1) ! (0;+1); o funcţie pondere. De�nim en-
tropia cumulativ¼a ponderat¼a empiric¼a şi entropia cumulativ¼a rezidual¼a pon-
derat¼a empiric¼a ale eşantionului aleator X1; X2; :::; Xn cu funcţia de re-
partiţie F; astfel:

CEw(Fn) = �
1Z
0

w(x)Fn(x) logFn(x)dx;

şi respectiv,

CREw(Fn) = �
1Z
0

w(x)Fn(x) logFn(x)dx;

Propozi̧tie 27 Consider¼am statisticile de ordine X(1) � X(2) � ::: � X(n)
ale unui eşantion aleator X1; X2; :::; Xn şi �e  o primitiv¼a pentru w:
Atunci:

CEw(Fn) = [ (X(n))�  (X)] log n�
1

n

n�1X
j=1

Bj log j;

unde
Bj = j( (X(j+1))�  (X(j))); (4.1)

iar  (X) reprezint¼a media eşantionului ( (Xi))i=1;n:
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Propozi̧tie 28 Consider¼am statisticile de ordine X(1) � X(2) � ::: �
X(n) ale unui eşantion aleator X1; X2; :::; Xn şi �e  o primitiv¼a pentru
w: Atunci:

CREw(Fn) = ( (X)�  (X(1))) log n�
1

n

n�1X
j=1

Dj log(n� j);

unde
Dj = (n� j)( (X(j+1))�  (X(j))); (4.2)

iar  (X) reprezint¼a media eşantionului ( (Xj))j=1;n:

4.2 Informatia Kullback-Leibler cumulativ¼a empir-
ic¼a

Consider¼am variabilele aleatoare absolut continue, ne-negative, independ-
ente, identic repartizateX şi Y şi eşantioanele aleatoare independente X= (Xi; i =
1; n) şi Y= (Yj ; j = 1;m); unde Xi şi Yj sunt copii independente ale lui X,
respectiv Y:

Consider¼am Fn(x) =
1
n

nP
i=1

I(Xi 2 [0; x]) şi Gm(y) =
1
m

mP
j=1

I(Yj 2

[0; y]); x; y 2 R; reparti̧tiile empirice ale eşantioanelor X , respectiv Y, iar
Xn şi Y m reprezint¼a mediile respectivelor eşantioane.

Consider¼am X(1) � X(2) � ::: � X(n) şi Y(1) � Y(2) � ::: � Y(m) statisti-
cile de ordine ale celor dou¼a eşantioane.

Fie �X(i) = X(i+1) �X(i); unde i = 1; n� 1:

Utilizând notaţiile din [31], �e Nj =
nP
i=1

I(Xi 2 [0; Y(j)]); j = 1;m,

num¼arul de variabile aleatoare ale eşantionului X mai mici sau egale cu
statistica de ordin j a eşantionului Y:

Vom nota Xj;1 < Xj;2 < :::; variabilele aleatoare ale primului eşantion ce
apaŗtin intervalului (Y(j); Y(j+1)]; dac¼a exist¼a. Ca şi în [31], punctul stâng,
respectiv punctul drept al unei variabile aleatoare T cu funçtia de reparti̧tie
cumulativ¼a FT sunt date de lT = inf ft 2 R=FT (t) > 0g ; respectiv rT =
sup ft 2 R=FT (t) < 1g :

Consider¼am funçtia pondere integrabil¼a w : [0;1) ! [0;1) şi W :
[0;1)! [0;1); o primitiv¼a a sa.
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4.2.1 Informa̧tia Kullback-Leibler cumulativ¼a ponderat¼a em-
piric¼a

Informa̧tia Kullback-Leibler a variabilelor aleatoare X şi Y , cu funçtiile de
reparti̧tie F; respectiv G; introdus¼a de A. di Crescenzo, M. Longobardi este
de�nit¼a astfel:

CKL(F;G) =

maxfrX ;rY gZ
l

F (t) log

�
F (t)

G(t)

�
dt+ E [X]� E [Y ] : (4.3)

De�ni̧tie 29 Fie X şi Y dou¼a variabile aleatoare pentru care punctele -
stânga coincid l = lX = lY şi E[W (X)] şi E[W (Y )] �nite.

Informaţia Kullback-Liebler cumulativ¼a ponderat¼a a variabilelor aleatoare
X şi Y este dat¼a de:

CKLw(X;Y ) =

maxfrX ;rY gZ
l

w(x) �
�
F (x) � log

�
F (x)

G(x)

�
� F (x) +G(x)

�
dx

(4.4)

De�ni̧tie 30 Pentru orice pereche de variabile aleatoare X şi Y; astfel încât
l = lX = lY ; lipsa de acurateţe cumulativ¼a ponderat¼a este de�nit¼a astfel:

Kw(X;Y ) = �
maxfrX ;rY gZ

l

w(x) � F (x) � logG(x)dx (4.5)

cu condiţia ca integrala s¼a �e �nit¼a.
Entropia cumulativ¼a ponderat¼a a variabilei aleatoare X este de�nit¼a ast-

fel:

CEw(X) = �
1Z
0

w(x) � F (x) � logF (x)dx (4.6)

Remarc¼a 31 Utilizând de�niţiile 29 şi 30, obţinem urm¼atoarea exprimare
a informaţiei Kullback-Leibler cumulative ponderate:

CKLw(X;Y ) = Kw(X;Y )� CEw(X) + E [W (X)]� E [W (Y )] (4.7)
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Informaţia Kullback-Leibler cumulativ¼a ponderat¼a empiric¼a a variabilelor
aleatoare X şi Y corespunde la:

CKLw(Fn; Gm) =

1Z
0

w(x)

�
Fn(x) log

Fn(x)

Gm(x)
� Fn(x) +Gm(x)

�
dx:

Lipsa de acuratȩte cumulativ¼a ponderat¼a empiric¼a corespunde la:

Kw(Fn; Gm) = �
1Z
0

w(x)Fn(x) log(Gm(x))dx (4.8)

Entropia cumulativ¼a ponderat¼a empiric¼a corespunde la:

CEw(Fn) = �
1Z
0

w(x) � Fn(x) log(Fn(x))dx (4.9)

Calcule simple conduc la:

CKLw(Fn; Gm) = Kw(Fn; Gm)� CEw(Fn) +W (X)n �W (Y )m (4.10)

Teorema 32 Informaţia Kullback-Leibler cumulativ¼a ponderat¼a empiric¼a a
variabilelor aleatoare X şi Y se exprim¼a astfel:

CKLw(Fn; Gm) =
1

n

m�1X
j=1

24log j
m

0@Nj+1�NjX
r=1

W (Xj;r) +NjW (Y(j))�Nj+1W (Y(j+1))

1A35+
+
n�1X
i=1

�
i

n
� log i

n
��W (X(i))

�
+W (X)n �W (Y )m (4.11)

unde W (X)n şi W (Y )m sunt mediile eşantioanelor (W (Xi))i=1;n şi re-
spectiv, (W (Yj))j=1;m

Aplicaţie numeric¼a. Fie X şi Y dou¼a variabile aleatoare continue, ne-
negative. Am realizat un studiu de simulare pentru a evalua informaţia
Kullback-Leibler cumulativ¼a ponderat¼a empiric¼a (bazat¼a pe Teorema 32),
considerând un eşantion de dimensiune n = 1500; pentru variabila aleatoare
X şi m = 1000; pentru variabila aleatoare Y: Procesul de calcul a fost
repetat de 1000 de ori. Erorile medii p¼atrate (MSEs) dintre mediile inform-
aţiei Kullback-Leibler cumulative ponderate empirice şi corespondenţii s¼ai
teoretici sunt prezentate în tabelul de mai jos.
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4.3 Reprezent¼ari echivalente pentru CREt;q
w şi CEt;q

w

În aceast¼a seçtiune vom introduce entropia cumulativ¼a rezidual¼a ponderat¼a
empiric¼a Tsallis şi entropia cumulativ¼a ponderat¼a empiric¼a Tsallis şi util-
izând statistici de ordine, media de seleçtie X = 1

n

Pn
i=1Xi şi dispersia de

seleçtie �2 = 1
n�1

Pn
i=1(Xi �X)2; vom da estim¼ari ale acestora. În cele ce

urmeaz¼a, presupunem cantit¼aţile care apar c¼a exist¼a şi sunt �nite.

De�ni̧tie 33 Fie w : (0;+1) ! (0;+1); o funcţie pondere. De�nim en-
tropia cumulativ¼a ponderat¼a Tsallis (CEt;qw ) şi entropia cumulativ¼a rezidual¼a
ponderat¼a Tsallis (CREt;qw ) ale variabilei aleatoare X cu funcţia de repartiţie
F; astfel:

CEt;qw (X) = �
1Z
0

w(x)F (x) lntq F (x)dx;

şi respectiv,

CREt;qw (X) = �
1Z
0

w(x)F (x) lntq F (x)dx:

De�ni̧tie 34 Fie w : (0;+1) ! (0;+1); o funcţie pondere. De�nim en-
tropia cumulativ¼a ponderat¼a empiric¼a Tsallis şi entropia cumulativ¼a rezidu-
al¼a ponderat¼a empiric¼a Tsallis ale eşantionului aleator X1; X2; :::; Xn cu
funcţia de repartiţie empiric¼a Fn; astfel:

CEt;qw (Fn) = �
1Z
0

w(x)Fn(x) ln
t
q Fn(x)dx

şi respectiv,

CREt;qw (Fn) = �
1Z
0

w(x)Fn(x) ln
t
q Fn(x)dx

În continuare vom da reprezent¼ari alternative pentru CEt;qw şi CREt;qw :
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Propozi̧tie 35 Presupunem c¼a X(1) � X(2) � ::: � X(n) este statistica de
ordine a unui eşantion aleator X1; X2; :::; Xn şi �e  o primitiv¼a pentru w:
Atunci:

CEt;qw (Fn) = n1�q � lntq n � [ (X(n))�  (X)]� n�q �
n�1X
j=1

Bj � lntq j:

Propozi̧tie 36 Presupunem c¼a X(1) � X(2) � ::: � X(n) este statistica de
ordine a unui eşantion aleator X1; X2; :::; Xn; iar  o primitiv¼a pentru w:
Atunci:

CREt;qw (Fn) = n�q � lntq n � n[ (X)�  (X(1))]� n�q
n�1X
j=1

Dj � lntq(n� j):
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Capitolul 5

Caracteriz¼ari ale unor
reparti̧tii statistice prin
intermediul CREw şi CRE

5.1 O aplica̧tie a CREw în teoria �abilit¼a̧tii

Teorema 37 Fie variabila aleatoare ne-negativ¼a X şi aplicaţia concav¼a w :
[0;+1)! (0;+1):

Atunci CREw(X) � CREw(X(�)); unde X(�) este o variabil¼a aleatoare

repartizat¼a exponenţial cu media � =

1R
0

tw(t)F (t)dt

E[X] :

5.2 O caracterizare a entropiei cumulative reziduale
pentru o clas¼a de reparti̧tii statistice

Teorema 38 Variabila aleatoare X cu funcţia de repartiţie

F (x; �1; :::; �k) = 1� e
�

kP
i=1

�ix
�i

; �i � 0; �i > 0

are entropie cumulativ¼a rezidual¼a maxim¼a în clasa A a variabilelor aleatoare
pozitive absolut continue Y, care satisfac relaţia:

kX
i=0

�i
�i + 1

E[X�i+1] =

kX
i=0

�i
�i + 1

E[Y �i+1]; unde �0 = �1: (5.1)
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5.3 Entropia cumulativ¼a rezidual¼a pentru reparti̧tia
Weibull. Test pentru reparti̧tia Weibull

FieX o variabil¼a aleatoare repartizat¼aWeibull(�; �1) şi variabilele aleatoare
X1; X2; :::; Xn independente, identic repartizate Weibull(�; �1), unde � este
parametru cunoscut, iar �1 este necunoscut.

Consider¼am statisticile de ordine X(1) � ::: � X(n), funçtia cumulativ¼a
de reparti̧tie F0(x) = 1 � e��1x

�
; x > 0; � > 0; � 6= 1; � 6= 2; �1 >

0; respectiv funçtia de densitate de probabilitate f0(x) = �1�x
��1e��1x

�
:

Media variabilei aleatoare X este E[X] = 1

�
1=�
1

�( 1� + 1) =
1

���1=�1

�( 1�); iar

E[X�+1] = �+1

�2�
1+1=�
1

�( 1�) =
�+1
��1

E[X]: De aici, obţinem �1 =
(�+1)E[X]
��E[X�+1]

:

În aceast¼a seçtiune vom testa ipoteza

H0 : F (x) = F0(x; �;�1) cu alternativa H1 : F (x) 6= F0(x; �;�1) :

De�ni̧tie 39 [4] Dac¼a X şi Y sunt dou¼a variabile aleatoare ne-negative cu
funcţiile de repartiţie F şi respectiv, G atunci CKL dintre aceste repartiţii
este de�nit¼a astfel:

CKL(F;G) =

1Z
0

F (x) log
F (x)

G(x)
dx� fE[X]� E[Y ]g; (5.2)

unde F (x) = 1�F (x) şi G(x) = 1�G(x) sunt repartiţiile reziduale (funcţiile
de supravieţuire) ale lui X; respectiv Y:

Astfel, în ipoteza nul¼a, avem CKL(F; F0) = 0 şi valori mari pentru
CKL(F; F0) conduc la respingerea ipotezei nule H0 în favoarea ipotezei al-
ternative H1. Deoarece evaluarea integralei din formula CKL(F; F0) pre-
supune cunoaşterea complet¼a a funçtiilor F şi F0; atunci CKL(F; F0) nu
este operaţional¼a. Urmând linia din [5] CKL(F; F0) vom construi o stat-
istic¼a de discriminare a informaţiei. Astfel, în cazul nostru, CKL(F; F0) se
scrie:

CKL(F; F0) = �CRE(F )�
1Z
0

F (x) logF 0(x; �;�1)dx�E[X]+�(
�+ 1

�
)�
�1=�
1

= �CRE(F ) + �1
1Z
0

x�F (x)dx� E[X] + �(�+ 1
�

)�
�1=�
1 (5.3)
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Un estimator al CKL(F; F0) se obţine înlocuind în relaţia (5:3), F cu
funçtia de reparti̧tie empiric¼a Fn(x) =

Pn�1
i=0

i
nI(x 2 [x(i); x(i+1)]), �1 cu

(�+1)
Pn
i=1Xi

�
Pn
i=1X

�+1
i

şi E[X] cu X = 1
n

Pn
i=1Xi:

Prin urmare, avem estimatorul:

\CKL(Fn; F0) = �CRE(Fn)�
�� 1
�

X +�(
�+ 1

�
)

�
(�+ 1)

Pn
i=1Xi

�
Pn

i=1X
�+1
i

��1=�
(5.4)

unde CRE(Fn) = �
Pn�1

i=1
n�i
n (log

n�i
n )(X(i+1) � X(i)): Împ¼aŗtind relaţia

(5:4) la X (evident, X > 0; exceptând cazul degenerat), obinem urm¼atorul
test statistic:

CKn =

Pn�1
i=1

n�i
n (log

n�i
n )(X(i+1) �X(i)) + �(

�+1
� )

�
(�+1)

Pn
i=1Xi

�
Pn
i=1X

�+1
i

��1=�
X

:

(5.5)

5.4 Puterea testului

Puterea testului CKn este estimat¼a în raport cu mai multe alternative. Met-
oda este aceea a simul¼arii CKn sub reparti̧tii alternative. Pentru �ecare al-
ternativ¼a au fost generate 10000 eşantioane de dimensiuni n = 10; 20; 30; 40; 50; 100; iar
puterea testului este estimat¼a de frecvenţa eşantioanelor care intr¼a în regi-
unea critic¼a.

Alternativele continue investigate sunt:
�(�; �) cu funçtia de densitate de probabilitate:

f(x;�; �) =
1

���(�)
x��1e�

x
� ; x > 0; � > 0; � > 0:

LN(�; #) cu funçtia de densitate de probabilitate:

f(x;�; #) =
1

x#
p
2�
e�

(ln x��)2

2#2 ; x > 0; � 2 R; # > 0:

Burr(k = 1; c; �) cu funçtia de densitate de probabilitate:

f(x; c; �) =
c
�

�
x
�

�c�1�
1 +

�
x
�

�c�2 ; x > 0; � > 0; c > 0:
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Puterea testului CKn este comparat¼a cu aceea a altor teste. Testele se-
lectate sunt: testul Van-Soest, testul Finkelstein şi Schafers şi testul Anderson-
Darling. Aceste teste statistice sunt, respectiv:

W 2 =
nX
i=1

�
F0

�
X(i); b�1�� 2i� 12n

�2
+

1

12n
;

S� =
nX
i=1

max

�����F0 �X(i); b�1�� i

n

���� ; ����F0 �X(i); b�1�� i� 1
n

����� ;
A2 = �n�

nX
i=1

2i� 1
n

n
ln
�
F0

�
X(i); b�1��� ln�1� F0 �X(n+1�i); b�1��o ;

unde F0
�
X(i); b�1� = 1� e� 4

Pn
i=1 xi

4
Pn
i=1

x4
i

�x3i
:

H0 este respins¼a în cazul valorilor mari ale testelor statisticeW 2; S�; A2:
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