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Introducere

Graduarile dupa grupuri pe algebre joaca un rol esential in algebra liniara,
teoria reprezentarii, teoria inelelor, algebra comutativa, combinatorica, geome-
tria algebrica si teoria Lie. Graduarile sunt instrumente care pot fi utile in
studiul unor proprietati specifice ale structurilor algebrice pe care sunt consi-
derate. Exista doua surse principale de unde provine conceptul de algebra gra-
duata. Prima este studiul polinoamelor; algebra de polinoame intr-un numar ar-
bitrar de nedeterminate are o graduare naturala dupa grupul aditiv al intregilor
data de gradul obisnuit al polinoamelor. A doua este teoria reprezentarii grupuri-
lor, unde algebra grupald kG a unui grup G peste un corp comutativ k& are o
G-graduare naturala.

Dacé A este o algebra peste un corp comutativ k si G este un grup (multi-
plicativ), o G-graduare pe A este o descompunere A = $,cqAy alui A ca suma
directa de k-subspatii, astfel incat AyA), C Ay pentru orice g,h € G.

Una dintre primele constructii ale unei structuri de algebra graduata care
a jucat un rol fundamental in algebra comutativa a fost realizata de Krull in
1938 (a se vedea [35], [12]). A considerat un ideal maximal m intr-un inel local
Noetherian A si un sistem minimal de generatori {a; }1<;<, pentru m. A definit
pentru orice element nenul x din A ”formele initiale” ale lui x ca fiind multimea

tuturor polinoamelor omogene P(X1,...,X,) de grad j cu coeficienti in corpul
factor k = A/m astfel incat z = P(aq, ..., ;) (mod my*1) unde j = max {q €
Z | x € m?}. Oricirui ideal a din A i-a fost pus in corespondenta ” Leitdeal”-
ul, i.e. idealul graduat al lui k[Xy,..., X, ] generat de "formele initiale” ale

tuturor elementelor din a; pentru Krull aceste doua notiuni substituie structura
de algebra Z-graduata asociata.

Daca G este un grup si k este un corp comutativ, algebra grupala A = kG
are o G-graduare naturald datd de A, = kg pentru orice g € G. In plus, daca
H este un subgrup normal al lui G, algebra kG are si o graduare naturala dupa
grupul factor G/H; componenta omogena de grad gH este ), . kgh pentru
orice ¢ € G. Astfel componenta omogena de grad trivial a acestei graduari
este chiar algebra grupala kH a lui H; acest punct de vedere a fost utilizat in
conectarea reprezentarilor lui G cu reprezentérile lui H. Aceasta G/H-graduare
a lui A = kG are proprietatea ca AggA,g = Agrm pentru orice g,r € G.
Aceastid abordare a fost initiatd de E. Dade in [17], [18], [19], care a studiat
algebrele tare graduate, i.e. algebrele G-graduate A pentru care AgA, = Agp
pentru orice g, h € G, legatura intre modulele peste componentele omogene A,
(unde e elementul neutru din G) si modulele (graduate) peste A si ca aplicatie
a extins teoria Clifford investigAnd modulele simple peste A, in relatie cu mo-
dulele (graduate) simple peste A. Acest fapt se aplicd situatiei clasice, unde
reprezentarile ireductibile ale lui G sunt legate de reprezentarile ireductibile
ale subgrupului normal H, avand in vedere cd algebra kG inzestratd cu G/H-
graduarea mentionata mai sus este o algebra tare graduata.

Multe concepte si constructii din teoria inelelor au versiuni graduate pentru



algebre graduate. De exemplu, un ideal stang graduat al unei algebre A G-
graduate este un ideal stang I cu proprietatea ca pentru orice element a € I, cu
descompunerea a = 3 geG g In structura graduata a lui A, toate componentele
omogene a, se afla in 1. Atunci A se numeste Noetheriana la stanga gradu-
ata daca orice lant ascendent de ideale stangi graduate in A este stationar. O
aplicatie relevanta a teoriei graduarilor este de a investiga anumite proprietati
ale inelului subiacent al unei algebre via graduare. Mai precis, se studiaza
legatura dintre o algebra ce are o anumita proprietate de inel si aceeasi algebra
ce are versiunea graduata a acelei proprietati; daca se intampla ca proprietatea
sa fie echivalenta cu versiunea sa graduata, atunci este de obicei mai facil a
verifica daca versiunea graduata este satisfacutd. De exemplu, s-a demonstrat
in [37] c& pentru o algebrd A graduatd dupd grupul aditiv al intregilor, A este
Noetheriana la stanga daca si numai daca este Noetheriana la stanga graduata.
Mai general, echivalenta dintre proprietatea de stanga Noetherienitate si pro-
prietatea de stdnga Noetherienitate graduata a fost demonstratd in [14] pentru
orice algebra graduata dupa un grup policiclic-prin-finite.

Teoria inelelor graduate a devenit o directie de studiu de mare interes in anii
1970. Primele carti in aceasta directie [38], [39] au fost scrise de C. Nastasescu
si F. van Oystaeyen. Un mare avans in teorie a fost efectuat in [16], unde o
dualitate intre actiuni de grupuri si graduari dupa grupuri a fost explicata in
cazul grupurilor finite; acest fapt a sugerat o abordare edificatoare prin algebre
Hopf. Mai precis, o G-graduare pe o k-algebra A este chiar o coactiune a algebrei
Hopf grupale kG pe A (cu alte cuvinte, A este o kG-comodul algebra). Dacd G
este finit, aceastd coactiune coincide cu o actiune a algebrei Hopf duale (kG)*
pe A. Daca k are suficiente radacini ale unitatii, atunci algebra Hopf grupala
kG este autoduala si astfel o G-graduare, i.e. o coactiune, este de fapt o actiune
a lui G ca automorfisme de algebre.

Data o algebra graduata A, se pot considera A-module, dar si A-module
graduate, care sunt A-module inzestrate cu o graduare compatibila cu graduarea
de pe A. O teorie a modulelor graduate peste un inel graduat poate parea si
nu se diferentieze mult de teoria modulelor obisnuita. Intr-adevir, categoria
A-modulelor stangi graduate este o categorie Grothendieck si multe concepte
pot fi definite ca in cazul modulelor graduate. Totusi, modulele graduate sunt
echipate cu o translatie datorita unei posibile partitionari urmate de o rearanjare
a partitiilor (a se vedea [28]). Din acest punct de vedere, teoria modulelor
graduate are o complexitate specifica. De exemplu, o teorie locala a modulelor
graduate este introdusa de Green si Marcos in [27]; este aplicata pentru algebre
factor de drumuri. In plus, modulele graduate joaca un rol esential in studiul
aspectului omologic al inelelor (a se vedea [43]).

Este de interes studiul graduarilor dupa grupuri pe anumite algebre date.
Astfel o problem& generald este: data o algebra A, si se determine toate G-
graduarile pe A, pentru toate grupurile posibile G. Descrierea graduarilor a
fost utila in rezolvarea anumitor probleme in teoria inelelor. De exemplu, in a
sa solutie la problema Specht pentru algebre asociative de caracteristica zero (a
se vedea [32] and [49]) Kemer a trebuit si descrie toate graduérile pe algebrele
de matrice 2 x 2 dupd grupul ciclic de ordin doi. In [29], existd descrierea



Z-graduarilor pe algebre Lie complexe finit dimensionale. S-a ardtat in [47]
ca toate Z-graduarile finite pe o algebra asociativa simpla pot fi obtinute din
descompunerea Pierce a acestei algebre. In [24], sunt clasificate toate gradusrile
unei algebre Cayley-Dickson. O clasificare Z-graduarilor finite pe algebre Lie
simple infinit dimensionale este descrisa in [48].

Graduarile pe algebrele de matrice reprezinta un important obiect de studiu
printre algebrele graduate In general si au un larg spectru de aplicatii. E. Zel-
manov a propus urméatoarea probleméa generald (a se vedea [30], [31]): si se
determine G-gradudrile algebrei de matrice M, (k), unde G este un grup, k
este un corp comutativ si n este un numar natural nenul. Este o problema
complexa si s-a lucrat mult in aceasta directie. Primele rezultate ce privesc
gradudri pe algebre de matrice au fost obtinute de Knus in 1969 (a se vedea
[34]). Multe rezultate de pand acum au solutionat aceastd problema in functie
de structura lui G, k si de valoarea lui n; problema generala este inca nerezol-
vatd. Pasi spre solutia generald au fost efectuati. De exemplu, in [26] si [27], un
caz special de graduari (astfel incat toate unitétile matriceale e;; sunt elemente
omogene) a fost considerat; aceste tip de graduari sunt numite gradudri bune in
[21]. Toate gradudrile algebrei Ms(k) dupa Cs au fost descrise in [21] folosind
metode computationale si dualitatea dintre actiuni de grupuri si graduari dupa
grupuri. Aceste metode apar in [9] in forma actiunilor si a coactiunilor algebrele
Hopf (o G-graduare pe o algebra A coincide cu o structura de kG-comodul al-
gebra pe A). Aceastd idee a mai fost utilizata in studiul graduérilor pe algebre
de matrice dupa grupuri ciclice (a se vedea [9]). Toate tipurile de izomorfism de
Cy-gradudri pe Mz (k) sunt ilustrate in [9] (pentru char(k) # 2) siin [7] (pentru
char(k) = 2). Daca k este algebric inchis, s-a ardtat in [13] (a se vedea si [46]) ca
orice Cy,-graduare pe M, (k) este izomorfa cu o graduare bund; au fost descrise
(in termeni de coomologie) toate graduarile dupa grupuri ciclice pentru un corp
comutativ arbitrar k prin teoria coborarii. In plus, dacd G este fara torsiune (a
se vedea [21]) sau dacd G = (), (unde p este prim), k are o radédcind a unitatii
de ordin p si p t n (a se vedea [9]) din nou orice graduare pe algebra de matrice
este izomorfa cu o graduare buna. Se evidentiaza importanta graduarilor bune.
Studiul graduarilor dupa grupuri neciclice este mai dificil. In [8] graduadrile pe
Ms (k) peste grupul Klein Cy x Cy (pentru un corp comutativ arbitrar k) au fost
clasificate; a fost aplicata tehnica si dualitatea ce implica algebre Hopf. Mai
mult, in [33] a fost obtinutd o clasificare a tuturor gradudrilor dupd grupuri
pe My (k) pentru orice corp comutativ k; in plus, o abordare elementara a fost
folosita pentru rezultatele privind Ca-graduarile si Cy x Co-graduérile fara uti-
lizarea niciunei tehnici mentionate mai sus si s-a demonstrat si ca orice graduare
pe My (k) este fie izomorfd cu o graduare buni fie se reduce la o graduare dupa
Cy sau dupa Cy x Cs. In cazul in care k este corp comutativ algebric inchis, in
[1] au fost descrise toate gradudrile pe M, (k) dupd grupuri abeliene; s-a aratat
ca orice astfel de graduare este izomorfa cu produsul tensorial dintre o graduare
buna si o graduare fina (unde toti sumanzii directi indexati dupa G au cel mult
dimensiune 1). In [2] un rezultat similar a fost demonstrat pentru graduari dupa
grupuri finite arbitrare in cazul in care k este algebric inchis de caracteristica
zero. Pentru un corp comutativ arbitrar k si un grup arbitrar G, in [10] au fost



descrise si clasificate toate G-graduirile pe M;5(k) prin utilizare de extinderi
Galois; s-a demonstrat ca orice astfel de graduare este fie izomorfa cu una buna
fie se reduce la o graduare dupa C3 sau dupa Cs x Cj.

Subalgebrele in algebra totala de matrice sunt de mare insemnatate si vin
cu o dificultate sporita in studiul graduarilor asociate. Algebrele de matrice
superior triunghiulare pe blocuri (la care ne vom referi ca UT-algebre si pe care
le vom considera ca subalgebre in M, (k)) sunt exemple cheie de PI-algebre.
Pentru orice grup si orice corp comutativ, o conjecturd a aparut in [52], anume
ca o UT-algebra graduata este izomorfa cu produsul tensorial dintre o alta UT-
algebra care are o graduare elementara (i.e. o graduare pentru care exista o
aplicatie f : {1,...,n} — G astfel incat deg(e;;) = f(i)~'f(j) pentru orice
i,7, a se vedea [4]) si o algebrad totald de matrice care este corp graduat (i.e.
are o unitate si orice element nenul omogen este inversabil); acest lucru a fost
demonstrat pentru orice corp comutativ algebric inchis de caracteristica zero in
[53] (pentru orice grup abelian finit) si in [44] (pentru orice grup abelian). In
[3] au fost investigate gradudrile bune pe UT-algebre; s-a aratat c& orice ast-
fel de graduare este izomorfa cu inelul de endomorfisme al unui flag graduat
peste un corp comutativ. De asemenea, s-a obtinut un rezultat conform caruia
orice doua graduari bune sunt izomorfe daca si numai daca flagurile graduate
corespunzatoare sunt izomorfe pana la o translatie; acest fapt a permis clasifi-
carea (in aceeasi lucrare) a tuturor gradudrilor bune ca orbitele unei anumite
biactiuni a unui subgrup Young si a grupului G pe multimea G", unde G is
grupul graduarii. In [45] au fost determinate conditiile in care doud UT-algebre
graduate dupa acelasi grup sunt izomorfe. UT-algebrele sunt un caz particular
de algebre de incidentd. In [42] gradudrile dup# grupuri au fost studiate pe al-
gebra de incidenta (X, k) = {f: X x X = k| f(z,y) = 0 dacd = £ y} pentru
multimi partial ordonate local finite (X, <) (pentru operatiile pe I(X, k) a se
vedea [50]). S-a demonstrat ci I(X,k) are o graduare pentru care o anumita
componentd omogena (mai precis, cea corespunzitoare elementului neutru al
grupului) este centrali dacd si numai dacd X este un antilant. Dacd X este
un antilant finit cu n elemente, atunci I(X, k) ~ k™; in acest caz s-a efectuat
studiul din [20] unde o descriere a tuturor graduarilor dupa grupuri pe algebrele
diagonale a fost obtinuta pentru un corp comutativ arbitrar k.

Rezultatele originale ale acestei tezei reprezinta continutul lucrdrilor [5] si
[6]. Studiem algebrele structurale de matrice; aceste algebre au fost astfel nu-
mite in [54], dar fuseserd mai inainte considerate in [41]. Investigatiile noastre
pe algebre structurale de matrice (un caz special de algebre de incidentd) au
fost realizate in termeni de descriere (o algebrd structurald de matrice este
izomorfa cu algebra de endomorfisme a unui flag generalizat) in directa legatura
cu gradudri bune si cu scopul (atins) de determinare a grupului de automorfisme
(ca biprodus). Am clasificat gradudrile bune ce provin din flaguri generalizate
graduate si graduarile bune pe algebre structurale de matrice asociate relatiilor
de ordine partiald. A doua clasificare a dus la calculul numarului de tipuri de



izomorfism de graduari bune in anumite cazuri particulare pentru grupuri fi-
nite. Algebrele structurale de matrice au fost utile ca exemple si contraexemple
in teoria inelelor si in studiul invariantilor numerici ai PI-algebrelor. Studiul
prezentat in aceastd tezd furnizeaza si un nou tip de flaguri (deja mentionat)
ceea ce reprezinta de asemenea o contributie matematica importanta; flagurile in
general sunt concepte valoroase pentru geometria algebrica, teoria reprezentarii,
grupuri algebrice, combinatoricad (a se vedea [36]).

In primul capitol, pentru un corp comutativ &, un numér natural nenul n sio
relatie de preordine p pe {1,...,n}, introducem algebra structurald de matrice
M(p, k) (ca subalgebra in algebra totala de matrice M, (k)) constituita din toate
matricele cu zero pe pozitiile (¢, j) cu proprietatea ca (i,j) & p. In terminologia
din [50], A este algebra de incidentd peste k asociatd lui p. Definim cateva
structuri utile. Asociem lui p o relatie de echivalenta ~ si numim C multimea sa
de clase de echivalenta; punem in legatura aceste clase printr-o relatie de ordine
partiala <. Coreldm cu multimea partial ordonatd (C, <) un graf orientat T’
ilustram acest obiect combinatorial in mai multe exemple. In plus, aratam ca
prin transformari ce sunt generate de anumite permutari putem avea in M (p, k)
toate blocurile inferioare nule.

Capitolul 2 cuprinde o descriere a automorfismelor algebrelor structurale
de matrice si o pregatire pentru clasificarea G-graduarilor bune ce provin din
flaguri graduate (G este un grup arbitrar). Aratam ci o algebra structurald de
matrice M (p, k) este izomorfa cu algebra de endomorfisme a unei anumite struc-
turi algebrice combinatoriale F pe care o numim p-flag. Dacd F = (V, (V) aec)
este un p-flag, ardtdm cd End(F)-submodulele lui V' sunt in corespondenta bi-
jectiva cu antilanturile lui C. Exemplificam laticea unor astfel de submodule.
De asemenea descriem automorfismelele de latice definite pe A(C) (A(C) este
multimea antilanturilor lui C). Gasim ca multimea izomorfismelor de algebra
de la End(F) la End(F’) (unde F si F’ sunt p-flaguri) este in corespondenta
bijectiva cu o multime factor ce implicd matricele inversabile din M (p, k), auto-
morfismele lui C care conserva cardinalitatea elementelor si functiile tranzitive
pe p. In particular, dacid F = F, grupul automorfismelor lui End(F) este de-
scris ca grupul factor al unui produs semidirect dublu. Ca biprodus, obtinem
o prezentare descriptiva a grupului de automorfisme a algebrelor structurale
de matrice. Acest grup de automorfisme a fost calculat in [15] si ardtdm ca
prezentarea din [15] poate fi dedusd din a noastra.

In al treilea capitol analizim G-graduarile pe algebre structurale de ma-
trice; le clasificim pe cele care provin din flaguri graduate. Daca F este un
p-flag G-graduat, gasim ca algebra sa de endomorfisme End(F) dobandeste o G-
graduare; notdm cu END(F) algebra G-graduata astfel obtinuta. Aceastd grad-
uare devine o G-graduare pe M (p, k) via izomorfismul mentionat in paragraful
anterior. Gradudrile produse in acest mod sunt graduéri bune pe M(p, k). Este
o interogatie interesanta daca toate graduarile bune pot fi obtinute in aceasta
maniera. Aceasta este o problema de interes independent si poate fi formulata
in termeni simpli legati de graful I' asociat lui p: daca G este un grup si pe
fiecare sageata din I' putem nota un element al lui G ca eticheta, astfel incat
pentru orice doua drumuri ce pornesc si se termina in aceleasi puncte produsul



etichetelor sagetilor este acelasi pentru ambele drumuri, multimea de etichete
provine dintr-o multime de ponderi pe varfurile lui I', in sensul ca o sageata
ce porneste din v; si se termind In vy are eticheta ¢1g5 ! unde g1 si g2 sunt
ponderi ale lui v si v2? Aceastd problemi a fost consideratd in [41] in cazul in
care G este abelian si s-a aratat ca raspunsul este pozitiv daca si numai daca
grupul de coomologie H'(A,G) = 0, unde A este un anumit complex simplicial
asociat lui p. De asemenea, pentru o relatie de preordine data p, raspunsul la
intrebarea de mai sus este pozitiv pentru orice grup abelian G daca si numai
daca grupul de omologie H;(A) = 0. Aratam cd raspunsul este pozitiv pentru
orice grup arbitrar G daca si numai daca inchiderile normale a doua subgrupuri
A(T") € B(I") ale grupului liber generat de sdgetile lui I" coincid; A(T") si B(I")
sunt definite In termeni de cicli ai grafului neorientat obtinut din I'. Acest fapt
este in paralel cu rezultatul din cazul abelian, unde H;(A) = B/A pentru sub-
grupuri similare A si B intr-un grup abelian liber asociat lui I'. De fapt noi
folosim versiuni putin diferite ale lui A si B lucrand cu un graf diferit. Pen-
tru clasificarea G-graduarilor ce provin din flaguri graduate, consideram doua
p-flaguri G-graduate F si F’ si analizdm izomorfismele dintre algebrele gradu-
ate END(F) si END(F’). Folosind structura deja cunoscutd a izomorfismelor
dintre End(F) si End(F’) si addugand informatia suplimentara despre graduéri,
obtinem cd END(F) ~ END(F’) daca si numai daca toate componentele conexe
din F si F’ sunt izomorfe in perechi pana la o permutare, cateva translatii gradu-
ate si un automorfism pe C. Folosind acest rezultat, demonstram ca tipurile de
izomorfism de algebre graduate de forma END(F) sunt clasificate de orbitele
actiunii unui anumit grup, care este un produs semidirect dublu al unui subgrup
Young al lui S,,, un anumit subgrup de automorfisme pe C si G9, unde ¢ este
numarul de componente conexe ale lui C, pe multimea G".

In ultimul capitol consideram algebrele structurale de matrice M(p, k) in
cazul In care p este o relatie de ordine partiala. Descriem Intr-un mod explicit
(si ilustrdm in citeva exemple) automorfismele lui M (p, k), urménd abordarea
din capitolul 2. Descrierea explicita este folosita pentru a arata ca tipurile de
izomorfism de G-gradudri bune pe M(p, k) sunt In corespondenta bijectiva cu
orbitele unei anumite actiuni ale grupului de automorfisme ale multimii partial
ordonate ({1,...,n}, p) pe multimea functiilor tranzitive definite pe p cu valori
in G. O versiune alternativa este data in termeni de elementele grafului asociat
lui p. Mai mult, calculam efectiv numarul de tipuri de izomorfisme de graduari
bune pentru anumite relatii de ordine partiala.

Flagurile graduate au permis descrierea tuturor graduarilor bune pe UT-
algebre. insé, pentru algebrele structurale de matrice situatia este diferita,
i.e. nu orice graduare buna provine dintr-un flag generalizat graduat. Aceasta
ramane o problema pentru viitoare cercetéri.



1 Preliminarii
Fie k un corp comutativ si n € N*. Fie p o relatie de preordine pe {1,...,n}.

Numim algebra structurala de matrice asociata lui p si k o subalgebra
in M, (k) definita astfel:

M(p, k) = {(aij)i<ij<n € Mn(k) | ai; = 0 daci (i, j) ¢ p}.
Definim o relatie de echivalentd pe {1,...,n}:
1~ j & ipj sigpi.
Fie C multimea claselor de echivalenta. Pe C definim o relatie de ordine partiala:
1< j & ipj.

Structura multimii partial ordonate (C, <) poate fi ilustrata via un graf ori-
entat I' asociat in care:
- varfurile sunt elementele lui C
- daca a, 8 € C, atunci se construieste o sigeatd a de la « la 8 (scriem ca
s(a) = a sicd t(a) = B) daca si numai daca
a<p
si
nu exista vy € C pentru care a < y < .

Fie 0 € S,,. Definim o bijectie
oo {l,...,n} x{1,...;,n} — {1,...,n}x{1,...,n}
(t,5) = (o(i), o))
Daca p este o relatie de preordine, atunci si ¢, (p) este o relatie de preordine;
notam p, = @, (p). Astfel,
M(p, k) =~ M(po,k)
A=(aij)ij = As=(s(i)o())is
Propozitie 1.1. Fie M(p,k) o algebrd strucurald de matrice. Atunci existd

o € S, pentru care M (py, k) este o algebrd de matrice pe blocuri cu proprietatea
ca toate blocurile de sub diagonala principala sunt nule.



2 Automorfismele algebrelor structurale de
matrice

e Algebre structurale de matrice ca algebre de endomorfisme

Un p-flag este un spatiu vectorial n-dimensional V' impreuna cu o familie

(Va)aec de subspatii pentru care existd o baza B in V si o partitie B = U B,
aeC
cu proprietatea ca |B,| = |a] si U Bg este o bazd in V,, pentru orice a € C.
<«

Dacd F = (V, (Va)aec) si F’ 5:7(‘//7 (V2)aec) sunt p-flaguri, atunci un mor-
fism de p-flaguri de la F la F’ este o aplicatie liniara f : V — V'’ pentru care
f(Vi) C V/ pentru orice « € C.

Propozitie 2.1. Fie F = (V,(Vy)acc) un p-flag. Atunci algebra End(F) de
endomorfisme ale lui F (tmpreund cu operatia de compunere ca multiplicare)
este izomorfd cu M(p, k).

Observam ca dacé existd B = {v; | 1 <47 < n}obazipeVsiB, = {v]i € a}
pentru orice a € C ca 1n definitia p-flagului, atunci

E;j(v) = 0j4v; pentru orice ipyj, t
E;jEy, = d;,E;q pentru orice 4, j,p, q.

Astfel
End(F) ~ M(p, k)

Eij < €ij
pentru orice ipj.

e Laticea End(F)-submodulelor lui V

Fie F = (V,(Va)aecc) un p-flag. Considerdm actiunea lui End(F) pe V
restrictia End(V')-actiunii obisnuite pe V.
Daca D este o submultime in C, notam

Vp=> Va
a€D
Prin conventie Vg = 0.

Propozitie 2.2. End(F)-submodulele lui V' sunt subspatiile de forma Vp, unde
DCC.

Dacda D C C, atunci D4, este multimea elementelor maximale din D.
End(F)-submodulele lui V sunt Vp cu D antilant in C. Not&dm cu A(C) multimea
antilanturilor din C.



Laticea End(F)-submodulelor lui V' este izomorfd cu laticea A(C) unde
operatiile de infimum si supremum sunt date de

DANE={a€eC|existd B €D, S € € astlel incat a < By si a < B2 tma,

DVE=(DUE)mas-
Relatia de ordine partiald pe A(C) este

D<E < Vp CVg < pentru orice a € D exista 8 € £ astfel incat a < .

Propozitie 2.3. Daca g este un automorfism al multimii partial ordonate
(C, <), atunci aplicatia fq : A(C) = A(C), fo(D) =g(D) ={g9() | « € D} este
un automorfism al laticei A(C). In plus, pentru orice automorfism de latice f
al lui A(C) ezistd un automorfism g al multimii partial ordonate (C, <) astfel
incat f = fg.

e Izomorfisme intre algebrele de endomorfisme de flaguri
Fie F = (V,V4)aec un p-flag.

Fie Auto(C,<) = {g € Aut(C,<) | |a| = |g(«)| pentru orice a € C}. Este
subgrup in Aut(C, <).

Pentru orice g € Auto(C) definim o bijectie g : {1,...,n} = {1,...,n}:
dacd a = {i1,... it cuiy <...<ipsig(la) ={j1,...,Jrfcujs <...<jnr,
atunci
g(i1) = ji,---,9(ir) = jr-
Fie T(p,k*) = {(ai;)ip; C k* | ajjajr = a; pentru orice i,j,r cu ipj,jor}
(i.e. multimea functiilor tranzitive definite pe p cu valori in £*).
T (p, k*) este grup impreund cu multiplicarea pe pozitii.

Fie F' = (V',V])aec un alt p-flag.
Definim
F:U(M(p,k)) x Auto(C) x T (p, k*) = I80414(End(F), End(F"))

F(A, g, (aij)ipj) = ¢

pentru orice A = (/\ij)lgi,jgn (S U(M(p, k)), g < Auto(C), (aij)ipj € T(p, k‘*),
unde 7
P(Eij) = ai; > Mgy Ny Bae
5pg (1)
g(5)pt
pentru orice ipj B
( (El{j)ipj este baza pe End(F’) si A™! = (\jj)1<ij<n)-
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Propozitie 2.4. F' este surjectiv.

Schita de demonstratie:
Fie ¢ : End(F) — End(F’) un izomorfism de algebre. Avem ca:
- multimea End(F)-submodulelor lui V' este in corespondentd bijectiva cu
A(C);

- izomorfismul de algebre ¢ induce un izomorfism liniar v : V' — V"’ care este
un ¢’-izomorfism pentru o anumita deformare a lui ¢;

- noul izomorfism de algebre ¢’ este obtinut din ¢ folosind o functie tranzitiva
definita pe p cu valori in k*;

- cum ¢’ este un izomorfism de algebre, v induce un izomorfism intre laticea
End(F)-submodulelor lui V' si laticea End(F’)-submodulelor lui V', iar acest
izomorfism de latice se reduce la un automorfism al laticei A(C);

- un astfel de automorfism este complet determinat de un automorfism g al
multimii partial ordonate C;

- ¢ poate fi recuperat din g, constantele de deformare care produc pe ¢’ din
© si o matrice a lui v asociata unei perechi de baze.

Pentru orice A = (Aij)1<ij<n € U(M(p,k)), g € Autg(C) definim
A9 = (Nig(iyh<ig<n 51 9A = (Ag(ayj)1<ij<n-

Observam ca 9(A") = (9A)" pentru orice A, g, h.
Consideram relatia ~ pe U(M(p, k)) x Auto(C) x T (p, k*):

(A, g, (aij)ipj) = (B, h, (bij)ipj) daca si numai daca
g=h
exista dy, ..., d, € k* astfel incat aijbi_jl = dlvdj_1 pentru orice ipj
B9 = A9diag(dy, ..., dy).

~ este o relatie de echivalenta.

Avem ca F (A, g, (aij)ip;) = F(B, h, (bij)ip;) daca sinumai daca (4, g, (aij)ip;) =
(B, h, (bi)ips)-
Teorema 2.5. F induce o bijectie

U(M(p, k) x Auto(C) x T(p, k")

~
~

F:

— 18044 (End(F), End(F")).
Grupul Autg(C) actioneaza la dreapta pe T (p, k*) prin

(@ij)ipj - 9 = (ag(i)a(s))ips-

Astfel putem construi un produs semidirect drept Auto(C) x T (p, k*), unde
multiplicarea este data de

(9 % (@ij)ip;) (h % (bij)ips) = gh x ((aﬁ(i)ﬁ(j)bij)ipj~
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Grupul T (p, k*) actioneazi la stanga pe grupul U(M (p, k)):

dacd (ai;)ip; € T(p, k") st A= (aij)i<ij<n € UM (p, k),
atunci (a;;)ip; - A este matricea (m;j;)i<i j<n unde

- _ | aijjoyy, daca (i,5) €p
Mg = 0, dacd (i,5) ¢ p °

Grupul Auty(C) actioneaza la stanga pe U(M(p, k)) prin

1

g-A=9"49"

Obtinem ca Auto(C) x T (p, k*) actioneaza la stanga pe U(M (p, k)) prin

1 —1

(9% (@i)ips) - A= ((aij)ips - A)*
si putem forma produsul semidirect stang
U(M(p,k)) x (Auto(C) x T(p, k*)).
Multiplicarea pe acest grup este data de
(A (g % (ai;)ipj)) - (B x (hx (bij)ip;)) =

= (A 9 ((aij)ipj - B)? ) % (gh % (@505 bis)ins)-
Teorema 2.6. Avem izomorfismul de grupuri

U(M(p, k)) x (Auto(C) x T(p, k"))
D

~ Aut(End(F)),

unde D = {diag(dy, ... dy) » (Id x (d; " d;)ip;) | dy, ... dn € k*}.

Grupul de automorfisme al unei algebre structurale de matrice a mai fost
calculat in [15]. Am ardtat cd din descrierea noastra rezultd descrierea realizata
de Coelho.

3 Graduari bune pe algebre structurale de
matrice

Daca G este un grup (multiplicativ) si A este o k-algebrd, o G-graduare pe A
este o descompunere
A=PA,

geG

(o suma directa de spatii liniare) astfel incat A;A;, C Agy, pentru orice g, h € G.

12



Fie A C M, (k) o subalgebra. O G-graduare buna pe A este o G-graduare

unde toate matricele
eij = (06.9),(p.0)Jp.a € A
sunt elemente omogene.

Un p-flag G-graduat este un p-flag (V, (V,)aec) pentru care V este un
spatiu vectorial G-graduat si baza B (din definitia p-flagului) este formata din
elemente omogene.

Dacd F = (V,(Va)aec) st F' = (V' (V))aec) sunt p-flaguri G-graduate,
atunci un morfism de flaguri graduate de la F la F’ este un morfism
f:V =V’ de p-flaguri care este si morfism de spatii vectoriale graduate.

Dacd F = (V, (Va)aec) este un p-flag G-graduat si o € G, definim

End(F), = {f € End(F) | (V) C V,q pentru orice g € G}.

Propozitie 3.1.

End(F) = €D End(F),

ceG

si aceastd descompunere descrie o G-graduare pe algebra End(F).

Consideram
END(F) = End(F) + graduarea din propozitie.

Izomorfismul
End(F) ~ M(p, k)

Eij < €5
este un izomorfism de algebre graduate. Astfel
END(F) ~ M(p, k)

si via acest izomorfism, M (p, k) devine algebrd G-graduata.

Mai mult,

orice graduare pe M(p, k) ce provine dintr-un p-flag graduat este o
graduare buna.

Daca M (p, k) este o algebra superior triunghiulara pe blocuri, s-a aratat in
[3] c& orice graduare bund pe M (p, k) este de tip END(F).

Acest lucru nu se intampla pentru orice algebra structurala de matrice, i.e.
nu orice graduare bund pe o algebra structurald de matrice este de tip END(F).

Notam

'y = multimea véarfurilor lui T,

I'1 = multimea sagetilor lui I,

I'* = graful neorientat obtinut din I prin omiterea directiilor sagetilor,
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r = graful orientat obtinut din I' prin dublarea sagetilor

a
daca « B in I, atunci oz/'/_\ﬁ inT
\Eﬁr \f
T (T, G) = multimea functiilor v : I'y — G cu proprietatea cad v(ai) ... v(a,) =
v(b1)...v(b,) pentru orice drumuri a; ...a, si by ...b, in I' cu s(aq) = s(by) si
tar) = t(by).

Dacd v € T(I',G), consideram v : Ty U{a |a €T} - G
O|r, = v si 9(a) = v(a)~! pentru orice a € Ty.

Definim

F(T") = grupul liber generat de I',

A(T) = subgrupul din F(I') generat de elementele de forma a; ... azby " ... b,
unde aj ...a, si by ...b, sunt doud drumuri in T’ pentru care s(a;) = s(b1) si
tar) = t(by),

B(T") = subgrupul din F(T") generat de elementele de forma a1a3?...aSm,
unde aq, asg, ..., a,;, sunt sageti care formeaza in aceasta ordine un ciclu in T'* si
€; = 1 daca a; are aceeasi directie cu a; si €; = —1 in caz contrar.

Reamintim ca: dacad X este un grup si Y C X este un subgrup,

YN =<ayr™ |zeXsiyeY >.

YN este inchiderea normals a lui Y, i.e. cel mai mic subgrup normal al lui X
care 1l contine pe Y.

Propozitie 3.2. Fie G un grup. Urmdatoarele afirmatii sunt echivalente:

(1) Orice G-graduare bund pe M(p, k) este de tip END(F).

(2) Pentru orice v € T(T',G) existd o functie f : To — G astfel incdt v(a) =
f(s(a))f(t(a))~! pentru orice a € T'y.

(3) Pentru orice v € T(T,G) si pentru orice ciclu z1...zm in T, cu 21, ..., 2m €
I'hu{a | a € T1} (acesta corespunde unui ciclu in graful neorientat T"), avem
cd 0(z1)...9(zm) = 1.

(4) AN = B(I")N.

(5) Orice generator b al lui B(T') poate fi scris in formab = g1x1g7 " ... gmTmgm"
unde m € N*, g1,...,9m € F(T') si x1,...,%, sunt generatori din constructia
lui A(T).

e Izomorfisme intre algebre graduate de endomorfisme de flaguri

Daca V si W sunt spatii vectoriale G-graduate si ¢ € G, spunem ca o
aplicatie liniara f : V — W este un morfism de grad o la dreapta daca
f(Vy) € Wy, pentru orice g € G. Acest lucru inseamna ci f este un morfism
de spatii vectoriale graduate atunci cdnd este privit ca f : V — W(o); daca
W =@, cq Wy, atunci W(o) = @ g Wyo pentru orice o € G.
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Daca F = (V, (Va)aec) este un p-flag G-graduat si o € G, atunci suspensia
la dreapta a lui F este F(o) = (V(0), (Va)acc)-
Fie F = (V, (Va)aec) un p-flag G-graduat, cu o bazi omogend B = U B,

aeC
pe V care confera structura de flag.

Fie C = C'U...UC? o descompunere a lui C in componente conexe disjuncte;
acestea corespund componentelor conexe ale grafului neorientat I'*. Pentru
fiecare 1 <t < q, fie p; relatia de preordine pe multimea U «, prin restrictia

aeCt

lui p.

Daca V! = Z Vo, atunci Ff = (V' (V) aect) este un pi-flag G-graduat de

aeCt
bazé | | Ba.
aeCt
Evident, V = @ V*. Intr-o maniers formali putem scrie
1<t<gq

F=Fle&.. aF

unde F este un p-flag G-graduat si F! este un ps-flag G-graduat pentru fiecare
1<t<q.

Fie p si pu doua relatii de preordine izomorfe (i.e. multimile preordonate pe
care p si p sunt definite sunt izomorfe). Fie C si D multimile partial ordonate
asociate relatiilor p si p si fie ¢ : C — D un izomorfism de multimi partial
ordonate.

Spunem ca un p-flag F = (V, (Vy)aec)) este g-izomorf cu un p-flag G =
(W, (Wg)pep)) daca existd un izomorfism liniar u : V' — W pentru care u(V,,) =
W(a) oricare ar fi a € C.

Daca F si G sunt flaguri G-graduate, spunem ca sunt g-izomorfe ca flaguri
graduate daca exista un astfel de u care sa fie morfism de spatii vectoriale
graduate.

In plus, considerdm un alt p-flag G-graduat F' = (V',(V/)acc). Avem
V= @ Vtsi F' = F'@ ... @ F'9, unde F'* este un p;-flag G-graduat

1<t<q
pentru fiecare 1 <t < g.

Teorema 3.3. Fie F = (V,(Vy)acc) siF' = (V', (V))aec) p-flaguri G-graduate.
Atunci urmdtoarele afirmatii sunt echivalente:

(1) END(F) si END(F’) sunt izomorfe ca algebre G-graduate.

(2) Ezista g € Autg(C), o01,...,04 € G si un g-izomorfism v : V. — V'
intre p-flagurile (negraduate) F si F', astfel incdt 7l‘¥:gm SV VIA®) este un
izomorfism liniar de grad o, la dreapta pentru orice 1 <t < g, unde g € Sy este
permutarea indusd de g, i.e. g(Ct) = CI®),

(3) Ezistd o permutare T € Sy, un izomorfism g; : C* — C™® pentru orice
1<t<gqsioy,...,o, €G, astfel incit F* este g;-izomorf cu F'™M (o) pentru
orice 1 <t <gq.
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e Clasificarea graduarilor bune care provin din flaguri graduate
Consideram trei actiuni de grup pe multimea G™:
Auto(C) actioneaza la dreapta pe G™ prin
(hi)i<icn = g = (hg()r<i<n
pentru orice (h;)i<i<n € G™ si g € Auty(C).
GY actioneaza la dreapta pe G™ prin
(hi)1<i<n 4 (00)1<1<q = (M)1<i<n

unde pentru fiecare i definim hj = h;op;), unde p : {1,...,n} — {1,...,q},
p(i) = j astfel incat i € C7.

Pentru fiecare o € C fie S(«) grupul simetriilor lui a (privit ca submultime
in{1,...,n}).

Consideram grupul [], . S(a), care este subgrup Young in S,

(izomorf cu [],cc Sjal)-
Atunci [],cc S(@) actioneaza la dreapta pe G™ prin

(hi)i<i<n < (Ya)acc = (hi)i<i<n
cu hj definit prin ki = hy_(;), unde o = i, pentru orice i.
Teorema 3.4. Tipurile de izomorfism de G-gradudri de tip END(F), unde

F este un p-flag G-graduat, sunt clasificate de orbitele actiunii la dreapta a
grupului [, .o S(a) x (Auto(C) x G9) pe multimea G™.

4 Clasificarea graduarilor bune pe M (p, k) in cazul

in care p este o relatie de ordine partiala

Fie p o relatie de ordine partiala. In acest caz, i = {4}, pentru orice i, motiv
pentru care identificim ¢ cu 4. In plus, Aute(C) = Aut(C).

e Automorfismele algebrei structurale de matrice

Definim p o relatie tranzitiva pe {1,...,n}: ipj dacd ipj si i # j. Daca ipj,
lungimea £([z, j]) intervalului [z, j] este definitd prin

£([i, j]) = max{p | existd i = rprop...prp =5} — 1.
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Propozitie 4.1. Fie L = ()\j)ip; € M(p,k) si presupunem ca L este in-

versabild. Atunci \i; # 0 pentru orice i, L™Y € M(p,k) si L™" = (Nij)ipjs
unde \;; = )\i_il pentru orice © i

()RS
Nj= Y > (1P A A A

P=2  i=r1pr2p...prp=j
pentru orice i,j cu ipj.
Orice automorfism de algebre ® al lui M (p, k) este de forma
O(Eij) = aij Z Nso (i) Ao ()t Bst (1)
spp(i),(d)pt

pentru orice ipj, unde L = (Xij)ip; € U(M(p,k)), v € Aut(C) si (aij)ip; €
T (p, k*); aici (Nij)ip; = L™, inversa lui L. Folosind propozitia 4.1, relatia (1)
poate fi scrisa mai detaliat in termeni de L.

e Numarul de tipuri de izomorfism de graduari bune pentru un
exemplu particular

Fie T(p,G) = multimea functiilor tranzitive definite pe p cu valori in G.
Daca G este un grup, atunci Aut(C) actioneaza la dreapta pe T (p, G) prin

(Uiz)ips P = (Ue(i)p(s)inj-

Propozitie 4.2.
Fie G un grup. Atunci tipurile de izomorfisme de G-gradudri bune pe M (p, k)
sunt @n bijectie cu orbitele actiunii la dreapta a grupului Aut(C) pe T(T,G).
Exemplu
Fie m > 2 un numar natural. Din motive computationale elementele multimii

partial ordonate sunt clasele de intregi modulo 2m. Consideram p relatia de or-
dine partiala pe multimea Zo,,, astfel incat graful asociat I' este

Im—2<—

7

9m — 1

o

I—>2

o <—

Avem ca pentru orice numar par i ambele sigeti adiacente se termina in 4, iar
pentru orice numar impar ¢ ambele sageti adiacente pornesc din .
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Fie r, s : Zowy — Zay, definite prin
r(i) =i+ 2 sis(i) = —i

pentru orice i€ Loy, -

Avem ca Aut(C) este subgrupul grupului simetriilor S(Za,,) al lui Za,, ge-
nerat de r si s.

Cum s2 = 1,7™ =1 si sr = ™ 1s, avem ca:

D, grupul diedral de ordin 2m, dacam >3
grupul Klein , daca m = 2

Aut(C) =<, s >= {

Pentru ca nu exista in I' doua drumuri distincte care sa porneasca din acelasi
varf si sa se termine in acelasi varf,

T(T,G) = {v:T1 — G}.

Astfel G-graduérile bune pe M (p, k) sunt in bijectie cu G*™. Cu alte cuvinte,
identificam
v E T(F,G)<—>(go,...,g%\71) € G*m

unde g;, . . - sunt valorile lui v pe sagetile lui I', pornind cu cel care uneste

195m 1
varfurile 1 si 0 si continuand In sens trigonometric.
Actiunea la dreapta a grupului Aut(C) pe T(T',G) ~ G®™ este indusi via

bijectie astfel:

(gﬁvgiv"'agm/?l)'r = (gﬁvgév"'vgmagm/?lagﬁvgi)‘

Presupunem ca G este finit.

Lema 4.3. (Burnside)
Fie G un grup finit care actioneazd pe o multime X. Numdrul de orbite ale

actiunit este
Z |Fix(g)
IG\ =

Folosind propozitia 4.2 si lema lui Burnside, numarul de tipuri de izomor-
fisme de G-gradudari bune pe M(p, k) (notat N(p, G)) este

1
N(p,G) = ——c |Fix(0)|
A, 2
1 m m ,m
= gepremiar e Y japem),
1<i<m—1

O alta formulare este

N(p,G) = mIGI"“rZ IGIM
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