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Introducere

Graduările după grupuri pe algebre joacă un rol esent, ial ı̂n algebra liniară,
teoria reprezentării, teoria inelelor, algebra comutativă, combinatorică, geome-
tria algebrică s, i teoria Lie. Graduările sunt instrumente care pot fi utile ı̂n
studiul unor proprietăt, i specifice ale structurilor algebrice pe care sunt consi-
derate. Există două surse principale de unde provine conceptul de algebră gra-
duată. Prima este studiul polinoamelor; algebra de polinoame ı̂ntr-un număr ar-
bitrar de nedeterminate are o graduare naturală după grupul aditiv al ı̂ntregilor
dată de gradul obis,nuit al polinoamelor. A doua este teoria reprezentării grupuri-
lor, unde algebra grupală kG a unui grup G peste un corp comutativ k are o
G-graduare naturală.

Dacă A este o algebră peste un corp comutativ k s, i G este un grup (multi-
plicativ), o G-graduare pe A este o descompunere A = ⊕g∈GAg a lui A ca sumă
directă de k-subspat, ii, astfel ı̂ncât AgAh ⊂ Agh pentru orice g, h ∈ G.

Una dintre primele construct, ii ale unei structuri de algebră graduată care
a jucat un rol fundamental ı̂n algebra comutativă a fost realizată de Krull ı̂n
1938 (a se vedea [35], [12]). A considerat un ideal maximal m ı̂ntr-un inel local
Noetherian A s, i un sistem minimal de generatori {αi}1≤i≤r pentru m. A definit
pentru orice element nenul x din A ”formele init, iale” ale lui x ca fiind mult, imea
tuturor polinoamelor omogene P (X1, . . . , Xr) de grad j cu coeficient, i ı̂n corpul
factor k = A/m astfel ı̂ncât x ≡ P (α1, . . . , αr) (mod mj+1), unde j = max {q ∈
Z | x ∈ mq}. Oricărui ideal a din A i-a fost pus ı̂n corespondent, ă ”Leitdeal”-
ul, i.e. idealul graduat al lui k[X1, . . . , Xr] generat de ”formele init, iale” ale
tuturor elementelor din a; pentru Krull aceste două not, iuni substituie structura
de algebră Z-graduată asociată.

Dacă G este un grup s, i k este un corp comutativ, algebra grupală A = kG
are o G-graduare naturală dată de Ag = kg pentru orice g ∈ G. În plus, dacă
H este un subgrup normal al lui G, algebra kG are s, i o graduare naturală după
grupul factor G/H; componenta omogenă de grad gH este

∑
h∈H kgh pentru

orice g ∈ G. Astfel componenta omogenă de grad trivial a acestei graduări
este chiar algebra grupală kH a lui H; acest punct de vedere a fost utilizat ı̂n
conectarea reprezentărilor lui G cu reprezentările lui H. Această G/H-graduare
a lui A = kG are proprietatea că AgHArH = AgrH pentru orice g, r ∈ G.
Această abordare a fost init, iată de E. Dade ı̂n [17], [18], [19], care a studiat
algebrele tare graduate, i.e. algebrele G-graduate A pentru care AgAh = Agh
pentru orice g, h ∈ G, legătura ı̂ntre modulele peste componentele omogene Ae
(unde e elementul neutru din G) s, i modulele (graduate) peste A s, i ca aplicat, ie
a extins teoria Clifford investigând modulele simple peste Ae ı̂n relat, ie cu mo-
dulele (graduate) simple peste A. Acest fapt se aplică situat, iei clasice, unde
reprezentările ireductibile ale lui G sunt legate de reprezentările ireductibile
ale subgrupului normal H, având ı̂n vedere că algebra kG ı̂nzestrată cu G/H-
graduarea ment, ionată mai sus este o algebră tare graduată.

Multe concepte s, i construct, ii din teoria inelelor au versiuni graduate pentru
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algebre graduate. De exemplu, un ideal stâng graduat al unei algebre A G-
graduate este un ideal stâng I cu proprietatea că pentru orice element a ∈ I, cu
descompunerea a =

∑
g∈G ag ı̂n structura graduată a lui A, toate componentele

omogene ag se află ı̂n I. Atunci A se numes,te Noetheriană la stânga gradu-
ată dacă orice lant, ascendent de ideale stângi graduate ı̂n A este stat, ionar. O
aplicat, ie relevantă a teoriei graduărilor este de a investiga anumite proprietăt, i
ale inelului subiacent al unei algebre via graduare. Mai precis, se studiază
legătura dintre o algebră ce are o anumită proprietate de inel s, i aceeas, i algebră
ce are versiunea graduată a acelei proprietăt, i; dacă se ı̂ntâmplă ca proprietatea
să fie echivalentă cu versiunea sa graduată, atunci este de obicei mai facil a
verifica dacă versiunea graduată este satisfăcută. De exemplu, s-a demonstrat
ı̂n [37] că pentru o algebră A graduată după grupul aditiv al ı̂ntregilor, A este
Noetheriană la stânga dacă s, i numai dacă este Noetheriană la stânga graduată.
Mai general, echivalent,a dintre proprietatea de stânga Noetherienitate s, i pro-
prietatea de stânga Noetherienitate graduată a fost demonstrată ı̂n [14] pentru
orice algebră graduată după un grup policiclic-prin-finite.

Teoria inelelor graduate a devenit o direct, ie de studiu de mare interes ı̂n anii
1970. Primele cărt, i ı̂n această direct, ie [38], [39] au fost scrise de C. Năstăsescu
s, i F. van Oystaeyen. Un mare avans ı̂n teorie a fost efectuat ı̂n [16], unde o
dualitate ı̂ntre act, iuni de grupuri s, i graduări după grupuri a fost explicată ı̂n
cazul grupurilor finite; acest fapt a sugerat o abordare edificatoare prin algebre
Hopf. Mai precis, o G-graduare pe o k-algebră A este chiar o coact, iune a algebrei
Hopf grupale kG pe A (cu alte cuvinte, A este o kG-comodul algebră). Dacă G
este finit, această coact, iune coincide cu o act, iune a algebrei Hopf duale (kG)∗

pe A. Dacă k are suficiente rădăcini ale unităt, ii, atunci algebra Hopf grupală
kG este autoduală s, i astfel o G-graduare, i.e. o coact, iune, este de fapt o act, iune
a lui G ca automorfisme de algebre.

Dată o algebră graduată A, se pot considera A-module, dar s, i A-module
graduate, care sunt A-module ı̂nzestrate cu o graduare compatibilă cu graduarea
de pe A. O teorie a modulelor graduate peste un inel graduat poate părea să
nu se diferent, ieze mult de teoria modulelor obis,nuită. Într-adevăr, categoria
A-modulelor stângi graduate este o categorie Grothendieck s, i multe concepte
pot fi definite ca ı̂n cazul modulelor graduate. Totus, i, modulele graduate sunt
echipate cu o translat, ie datorită unei posibile partit, ionări urmate de o rearanjare
a partit, iilor (a se vedea [28]). Din acest punct de vedere, teoria modulelor
graduate are o complexitate specifică. De exemplu, o teorie locală a modulelor
graduate este introdusă de Green s, i Marcos ı̂n [27]; este aplicată pentru algebre
factor de drumuri. În plus, modulele graduate joacă un rol esent, ial ı̂n studiul
aspectului omologic al inelelor (a se vedea [43]).

Este de interes studiul graduărilor după grupuri pe anumite algebre date.
Astfel o problemă generală este: dată o algebră A, să se determine toate G-
graduările pe A, pentru toate grupurile posibile G. Descrierea graduărilor a
fost utilă ı̂n rezolvarea anumitor probleme ı̂n teoria inelelor. De exemplu, ı̂n a
sa solut, ie la problema Specht pentru algebre asociative de caracteristică zero (a
se vedea [32] and [49]) Kemer a trebuit să descrie toate graduările pe algebrele
de matrice 2 × 2 după grupul ciclic de ordin doi. În [29], există descrierea
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Z-graduărilor pe algebre Lie complexe finit dimensionale. S-a arătat ı̂n [47]
că toate Z-graduările finite pe o algebră asociativă simplă pot fi obt, inute din
descompunerea Pierce a acestei algebre. În [24], sunt clasificate toate graduările
unei algebre Cayley-Dickson. O clasificare Z-graduărilor finite pe algebre Lie
simple infinit dimensionale este descrisă ı̂n [48].

Graduările pe algebrele de matrice reprezintă un important obiect de studiu
printre algebrele graduate ı̂n general s, i au un larg spectru de aplicat, ii. E. Zel-
manov a propus următoarea problemă generală (a se vedea [30], [31]): să se
determine G-graduările algebrei de matrice Mn(k), unde G este un grup, k
este un corp comutativ s, i n este un număr natural nenul. Este o problemă
complexă s, i s-a lucrat mult ı̂n această direct, ie. Primele rezultate ce privesc
graduări pe algebre de matrice au fost obt, inute de Knus ı̂n 1969 (a se vedea
[34]). Multe rezultate de până acum au solut, ionat această problemă ı̂n funct, ie
de structura lui G, k s, i de valoarea lui n; problema generală este ı̂ncă nerezol-
vată. Pas, i spre solut, ia generală au fost efectuat, i. De exemplu, ı̂n [26] s, i [27], un
caz special de graduări (astfel ı̂ncât toate unităt, ile matriceale eij sunt elemente
omogene) a fost considerat; aceste tip de graduări sunt numite graduări bune ı̂n
[21]. Toate graduările algebrei M2(k) după C2 au fost descrise ı̂n [21] folosind
metode computat, ionale s, i dualitatea dintre act, iuni de grupuri s, i graduări după
grupuri. Aceste metode apar ı̂n [9] ı̂n forma act, iunilor s, i a coact, iunilor algebrele
Hopf (o G-graduare pe o algebră A coincide cu o structură de kG-comodul al-
gebră pe A). Această idee a mai fost utilizată ı̂n studiul graduărilor pe algebre
de matrice după grupuri ciclice (a se vedea [9]). Toate tipurile de izomorfism de
C2-graduări pe M2(k) sunt ilustrate ı̂n [9] (pentru char(k) 6= 2) s, i ı̂n [7] (pentru
char(k) = 2). Dacă k este algebric ı̂nchis, s-a arătat ı̂n [13] (a se vedea s, i [46]) că
orice Cm-graduare pe Mn(k) este izomorfă cu o graduare bună; au fost descrise
(̂ın termeni de coomologie) toate graduările după grupuri ciclice pentru un corp
comutativ arbitrar k prin teoria coborârii. În plus, dacă G este fără torsiune (a
se vedea [21]) sau dacă G = Cp (unde p este prim), k are o rădăcină a unităt, ii
de ordin p s, i p - n (a se vedea [9]) din nou orice graduare pe algebra de matrice
este izomorfă cu o graduare bună. Se evident, iază important,a graduărilor bune.
Studiul graduărilor după grupuri neciclice este mai dificil. În [8] graduările pe
M2(k) peste grupul Klein C2×C2 (pentru un corp comutativ arbitrar k) au fost
clasificate; a fost aplicată tehnica s, i dualitatea ce implică algebre Hopf. Mai
mult, ı̂n [33] a fost obt, inută o clasificare a tuturor graduărilor după grupuri
pe M2(k) pentru orice corp comutativ k; ı̂n plus, o abordare elementară a fost
folosită pentru rezultatele privind C2-graduările s, i C2 × C2-graduările fără uti-
lizarea niciunei tehnici ment, ionate mai sus s, i s-a demonstrat s, i că orice graduare
pe M2(k) este fie izomorfă cu o graduare bună fie se reduce la o graduare după
C2 sau după C2 ×C2. În cazul ı̂n care k este corp comutativ algebric ı̂nchis, ı̂n
[1] au fost descrise toate graduările pe Mn(k) după grupuri abeliene; s-a arătat
că orice astfel de graduare este izomorfă cu produsul tensorial dintre o graduare
bună s, i o graduare fină (unde tot, i sumanzii direct, i indexat, i după G au cel mult
dimensiune 1). În [2] un rezultat similar a fost demonstrat pentru graduări după
grupuri finite arbitrare ı̂n cazul ı̂n care k este algebric ı̂nchis de caracteristică
zero. Pentru un corp comutativ arbitrar k s, i un grup arbitrar G, ı̂n [10] au fost
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descrise s, i clasificate toate G-graduările pe M3(k) prin utilizare de extinderi
Galois; s-a demonstrat că orice astfel de graduare este fie izomorfă cu una bună
fie se reduce la o graduare după C3 sau după C3 × C3.

Subalgebrele ı̂n algebra totală de matrice sunt de mare ı̂nsemnătate s, i vin
cu o dificultate sporită ı̂n studiul graduărilor asociate. Algebrele de matrice
superior triunghiulare pe blocuri (la care ne vom referi ca UT-algebre s, i pe care
le vom considera ca subalgebre ı̂n Mn(k)) sunt exemple cheie de PI-algebre.
Pentru orice grup s, i orice corp comutativ, o conjectură a apărut ı̂n [52], anume
că o UT-algebră graduată este izomorfă cu produsul tensorial dintre o altă UT-
algebră care are o graduare elementară (i.e. o graduare pentru care există o
aplicat, ie f : {1, . . . , n} → G astfel ı̂ncât deg(eij) = f(i)−1f(j) pentru orice
i, j, a se vedea [4]) s, i o algebră totală de matrice care este corp graduat (i.e.
are o unitate s, i orice element nenul omogen este inversabil); acest lucru a fost
demonstrat pentru orice corp comutativ algebric ı̂nchis de caracteristică zero ı̂n
[53] (pentru orice grup abelian finit) s, i ı̂n [44] (pentru orice grup abelian). În
[3] au fost investigate graduările bune pe UT-algebre; s-a arătat că orice ast-
fel de graduare este izomorfă cu inelul de endomorfisme al unui flag graduat
peste un corp comutativ. De asemenea, s-a obt, inut un rezultat conform căruia
orice două graduări bune sunt izomorfe dacă s, i numai dacă flagurile graduate
corespunzătoare sunt izomorfe până la o translat, ie; acest fapt a permis clasifi-
carea (̂ın aceeas, i lucrare) a tuturor graduărilor bune ca orbitele unei anumite
biact, iuni a unui subgrup Young s, i a grupului G pe mult, imea Gn, unde G is
grupul graduării. În [45] au fost determinate condit, iile ı̂n care două UT-algebre
graduate după acelas, i grup sunt izomorfe. UT-algebrele sunt un caz particular
de algebre de incident, ă. În [42] graduările după grupuri au fost studiate pe al-
gebra de incident, ă I(X, k) = {f : X ×X → k | f(x, y) = 0 dacă x 6≤ y} pentru
mult, imi part, ial ordonate local finite (X,≤) (pentru operat, iile pe I(X, k) a se
vedea [50]). S-a demonstrat că I(X, k) are o graduare pentru care o anumită
componentă omogenă (mai precis, cea corespunzătoare elementului neutru al
grupului) este centrală dacă s, i numai dacă X este un antilant, . Dacă X este
un antilant, finit cu n elemente, atunci I(X, k) ' kn; ı̂n acest caz s-a efectuat
studiul din [20] unde o descriere a tuturor graduărilor după grupuri pe algebrele
diagonale a fost obt, inută pentru un corp comutativ arbitrar k.

Rezultatele originale ale acestei tezei reprezintă cont, inutul lucrărilor [5] s, i
[6]. Studiem algebrele structurale de matrice; aceste algebre au fost astfel nu-
mite ı̂n [54], dar fuseseră mai ı̂nainte considerate ı̂n [41]. Investigat, iile noastre
pe algebre structurale de matrice (un caz special de algebre de incident, ă) au
fost realizate ı̂n termeni de descriere (o algebră structurală de matrice este
izomorfă cu algebra de endomorfisme a unui flag generalizat) ı̂n directă legătură
cu graduări bune s, i cu scopul (atins) de determinare a grupului de automorfisme
(ca biprodus). Am clasificat graduările bune ce provin din flaguri generalizate
graduate s, i graduările bune pe algebre structurale de matrice asociate relat, iilor
de ordine part, ială. A doua clasificare a dus la calculul numărului de tipuri de
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izomorfism de graduări bune ı̂n anumite cazuri particulare pentru grupuri fi-
nite. Algebrele structurale de matrice au fost utile ca exemple s, i contraexemple
ı̂n teoria inelelor s, i ı̂n studiul invariant, ilor numerici ai PI-algebrelor. Studiul
prezentat ı̂n această teză furnizează s, i un nou tip de flaguri (deja ment, ionat)
ceea ce reprezintă de asemenea o contribut, ie matematică importantă; flagurile ı̂n
general sunt concepte valoroase pentru geometria algebrică, teoria reprezentării,
grupuri algebrice, combinatorică (a se vedea [36]).

În primul capitol, pentru un corp comutativ k, un număr natural nenul n s, i o
relat, ie de preordine ρ pe {1, . . . , n}, introducem algebra structurală de matrice
M(ρ, k) (ca subalgebră ı̂n algebra totală de matrice Mn(k)) constituită din toate
matricele cu zero pe pozit, iile (i, j) cu proprietatea că (i, j) 6∈ ρ. În terminologia
din [50], A este algebra de incident, ă peste k asociată lui ρ. Definim câteva
structuri utile. Asociem lui ρ o relat, ie de echivalent, ă ∼ s, i numim C mult, imea sa
de clase de echivalent, ă; punem ı̂n legătură aceste clase printr-o relat, ie de ordine
part, ială ≤. Corelăm cu mult, imea part, ial ordonată (C,≤) un graf orientat Γ;
ilustrăm acest obiect combinatorial ı̂n mai multe exemple. În plus, arătăm că
prin transformări ce sunt generate de anumite permutări putem avea ı̂n M(ρ, k)
toate blocurile inferioare nule.

Capitolul 2 cuprinde o descriere a automorfismelor algebrelor structurale
de matrice s, i o pregătire pentru clasificarea G-graduărilor bune ce provin din
flaguri graduate (G este un grup arbitrar). Arătăm că o algebră structurală de
matrice M(ρ, k) este izomorfă cu algebra de endomorfisme a unei anumite struc-
turi algebrice combinatoriale F pe care o numim ρ-flag. Dacă F = (V, (Vα)α∈C)
este un ρ-flag, arătăm că End(F)-submodulele lui V sunt ı̂n corespondent, ă bi-
jectivă cu antilant,urile lui C. Exemplificăm laticea unor astfel de submodule.
De asemenea descriem automorfismelele de latice definite pe A(C) (A(C) este
mult, imea antilant,urilor lui C). Găsim că mult, imea izomorfismelor de algebră
de la End(F) la End(F ′) (unde F s, i F ′ sunt ρ-flaguri) este ı̂n corespondent, ă
bijectivă cu o mult, ime factor ce implică matricele inversabile din M(ρ, k), auto-
morfismele lui C care conservă cardinalitatea elementelor s, i funct, iile tranzitive
pe ρ. În particular, dacă F = F ′, grupul automorfismelor lui End(F) este de-
scris ca grupul factor al unui produs semidirect dublu. Ca biprodus, obt, inem
o prezentare descriptivă a grupului de automorfisme a algebrelor structurale
de matrice. Acest grup de automorfisme a fost calculat ı̂n [15] s, i arătăm că
prezentarea din [15] poate fi dedusă din a noastră.

În al treilea capitol analizăm G-graduările pe algebre structurale de ma-
trice; le clasificăm pe cele care provin din flaguri graduate. Dacă F este un
ρ-flag G-graduat, găsim că algebra sa de endomorfisme End(F) dobândes,te o G-
graduare; notăm cu END(F) algebra G-graduată astfel obt, inută. Această grad-
uare devine o G-graduare pe M(ρ, k) via izomorfismul ment, ionat ı̂n paragraful
anterior. Graduările produse ı̂n acest mod sunt graduări bune pe M(ρ, k). Este
o interogat, ie interesantă dacă toate graduările bune pot fi obt, inute ı̂n această
manieră. Aceasta este o problemă de interes independent s, i poate fi formulată
ı̂n termeni simpli legat, i de graful Γ asociat lui ρ: dacă G este un grup s, i pe
fiecare săgeată din Γ putem nota un element al lui G ca etichetă, astfel ı̂ncât
pentru orice două drumuri ce pornesc s, i se termină ı̂n aceleas, i puncte produsul
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etichetelor săget, ilor este acelas, i pentru ambele drumuri, mult, imea de etichete
provine dintr-o mult, ime de ponderi pe vârfurile lui Γ, ı̂n sensul că o săgeată
ce pornes,te din v1 s, i se termină ı̂n v2 are eticheta g1g

−1
2 , unde g1 s, i g2 sunt

ponderi ale lui v1 s, i v2? Această problemă a fost considerată ı̂n [41] ı̂n cazul ı̂n
care G este abelian s, i s-a arătat că răspunsul este pozitiv dacă s, i numai dacă
grupul de coomologie H1(∆, G) = 0, unde ∆ este un anumit complex simplicial
asociat lui ρ. De asemenea, pentru o relat, ie de preordine dată ρ, răspunsul la
ı̂ntrebarea de mai sus este pozitiv pentru orice grup abelian G dacă s, i numai
dacă grupul de omologie H1(∆) = 0. Arătăm că răspunsul este pozitiv pentru
orice grup arbitrar G dacă s, i numai dacă ı̂nchiderile normale a două subgrupuri
A(Γ) ⊆ B(Γ) ale grupului liber generat de săget, ile lui Γ coincid; A(Γ) s, i B(Γ)
sunt definite ı̂n termeni de cicli ai grafului neorientat obt, inut din Γ. Acest fapt
este ı̂n paralel cu rezultatul din cazul abelian, unde H1(∆) = B/A pentru sub-
grupuri similare A s, i B ı̂ntr-un grup abelian liber asociat lui Γ. De fapt noi
folosim versiuni put, in diferite ale lui A s, i B lucrând cu un graf diferit. Pen-
tru clasificarea G-graduărilor ce provin din flaguri graduate, considerăm două
ρ-flaguri G-graduate F s, i F ′ s, i analizăm izomorfismele dintre algebrele gradu-
ate END(F) s, i END(F ′). Folosind structura deja cunoscută a izomorfismelor
dintre End(F) s, i End(F ′) s, i adăugând informat, ia suplimentară despre graduări,
obt, inem că END(F) ' END(F ′) dacă s, i numai dacă toate componentele conexe
din F s, i F ′ sunt izomorfe ı̂n perechi până la o permutare, câteva translat, ii gradu-
ate s, i un automorfism pe C. Folosind acest rezultat, demonstrăm că tipurile de
izomorfism de algebre graduate de forma END(F) sunt clasificate de orbitele
act, iunii unui anumit grup, care este un produs semidirect dublu al unui subgrup
Young al lui Sn, un anumit subgrup de automorfisme pe C s, i Gq, unde q este
numărul de componente conexe ale lui C, pe mult, imea Gn.

În ultimul capitol considerăm algebrele structurale de matrice M(ρ, k) ı̂n
cazul ı̂n care ρ este o relat, ie de ordine part, ială. Descriem ı̂ntr-un mod explicit
(s, i ilustrăm ı̂n câteva exemple) automorfismele lui M(ρ, k), urmând abordarea
din capitolul 2. Descrierea explicită este folosită pentru a arăta că tipurile de
izomorfism de G-graduări bune pe M(ρ, k) sunt ı̂n corespondent, ă bijectivă cu
orbitele unei anumite act, iuni ale grupului de automorfisme ale mult, imii part, ial
ordonate ({1, . . . , n}, ρ) pe mult, imea funct, iilor tranzitive definite pe ρ cu valori
ı̂n G. O versiune alternativă este dată ı̂n termeni de elementele grafului asociat
lui ρ. Mai mult, calculăm efectiv numărul de tipuri de izomorfisme de graduări
bune pentru anumite relat, ii de ordine part, ială.

Flagurile graduate au permis descrierea tuturor graduărilor bune pe UT-
algebre. Însă, pentru algebrele structurale de matrice situat, ia este diferită,
i.e. nu orice graduare bună provine dintr-un flag generalizat graduat. Aceasta
rămâne o problemă pentru viitoare cercetări.
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1 Preliminarii

Fie k un corp comutativ s, i n ∈ N∗. Fie ρ o relat, ie de preordine pe {1, . . . , n}.

Numim algebră structurală de matrice asociată lui ρ s, i k o subalgebră
ı̂n Mn(k) definită astfel:

M(ρ, k) = {(aij)1≤i,j≤n ∈Mn(k) | aij = 0 dacă (i, j) /∈ ρ}.

Definim o relat, ie de echivalent, ă pe {1, . . . , n}:

i ∼ j ⇔ iρj s, i jρi.

Fie C mult, imea claselor de echivalent, ă. Pe C definim o relat, ie de ordine part, ială:

î ≤ ĵ ⇔ iρj.

Structura mult, imii part, ial ordonate (C,≤) poate fi ilustrată via un graf ori-
entat Γ asociat ı̂n care:

- vârfurile sunt elementele lui C
- dacă α, β ∈ C, atunci se construies,te o săgeată a de la α la β (scriem că

s(a) = α s, i că t(a) = β) dacă s, i numai dacă
α < β
s, i
nu există γ ∈ C pentru care α < γ < β.

Fie σ ∈ Sn. Definim o biject, ie

ϕσ : {1, . . . , n} × {1, . . . , n} → {1, . . . , n} × {1, . . . , n}
(i, j) 7→ (σ(i), σ(j)).

Dacă ρ este o relat, ie de preordine, atunci s, i ϕσ(ρ) este o relat, ie de preordine;
notăm ρσ = ϕσ(ρ). Astfel,

M(ρ, k) ' M(ρσ, k)

A = (aij)i,j 7→ Aσ = (aσ(i)σ(j))i,j .

Propoziţie 1.1. Fie M(ρ, k) o algebră strucurală de matrice. Atunci există
σ ∈ Sn pentru care M(ρσ, k) este o algebră de matrice pe blocuri cu proprietatea
că toate blocurile de sub diagonala principală sunt nule.
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2 Automorfismele algebrelor structurale de
matrice

• Algebre structurale de matrice ca algebre de endomorfisme

Un ρ-flag este un spat, iu vectorial n-dimensional V ı̂mpreună cu o familie

(Vα)α∈C de subspat, ii pentru care există o bază B ı̂n V s, i o partit, ie B =
⋃
α∈C

Bα

cu proprietatea că |Bα| = |α| s, i
⋃
β≤α

Bβ este o bază ı̂n Vα pentru orice α ∈ C.

Dacă F = (V, (Vα)α∈C) s, i F ′ = (V ′, (V ′α)α∈C) sunt ρ-flaguri, atunci un mor-
fism de ρ-flaguri de la F la F ′ este o aplicat, ie liniară f : V → V ′ pentru care
f(Vα) ⊂ V ′α pentru orice α ∈ C.

Propoziţie 2.1. Fie F = (V, (Vα)α∈C) un ρ-flag. Atunci algebra End(F) de
endomorfisme ale lui F (̂ımpreună cu operat,ia de compunere ca multiplicare)
este izomorfă cu M(ρ, k).

Observăm că dacă există B = {vi | 1 ≤ i ≤ n} o bază pe V s, i Bα = {vi|i ∈ α}
pentru orice α ∈ C ca ı̂n definit, ia ρ-flagului, atunci

Eij(vt) = δjtvi pentru orice iρj, t
EijEpq = δjpEiq pentru orice i, j, p, q.

Astfel
End(F) ' M(ρ, k)

Eij ↔ eij

pentru orice iρj.

• Laticea End(F)-submodulelor lui V

Fie F = (V, (Vα)α∈C) un ρ-flag. Considerăm act, iunea lui End(F) pe V
restrict, ia End(V )-act, iunii obis,nuite pe V .

Dacă D este o submult, ime ı̂n C, notăm

VD =
∑
α∈D

Vα.

Prin convent, ie V∅ = 0.

Propoziţie 2.2. End(F)-submodulele lui V sunt subspat,iile de forma VD, unde
D ⊆ C.

Dacă D ⊆ C, atunci Dmax este mult, imea elementelor maximale din D.
End(F)-submodulele lui V sunt VD cuD antilant, ı̂n C. Notăm cuA(C) mult, imea
antilant,urilor din C.
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Laticea End(F)-submodulelor lui V este izomorfă cu laticea A(C) unde
operat, iile de infimum s, i supremum sunt date de

D ∧ E = {α ∈ C | există β1 ∈ D, β2 ∈ E astfel ı̂ncât α ≤ β1 s, i α ≤ β2}max,

D ∨ E = (D ∪ E)max.

Relat, ia de ordine part, ială pe A(C) este

D ≤ E ⇐⇒ VD ⊂ VE ⇐⇒ pentru orice α ∈ D există β ∈ E astfel ı̂ncât α ≤ β.

Propoziţie 2.3. Dacă g este un automorfism al mult,imii part,ial ordonate
(C,≤), atunci aplicat,ia fg : A(C) −→ A(C), fg(D) = g(D) = {g(α) | α ∈ D} este

un automorfism al laticei A(C). În plus, pentru orice automorfism de latice f
al lui A(C) există un automorfism g al mult,imii part,ial ordonate (C,≤) astfel
ı̂ncât f = fg.

• Izomorfisme ı̂ntre algebrele de endomorfisme de flaguri

Fie F = (V, Vα)α∈C un ρ-flag.

Fie Aut0(C,≤) = {g ∈ Aut(C,≤) | |α| = |g(α)| pentru orice α ∈ C}. Este
subgrup ı̂n Aut(C,≤).

Pentru orice g ∈ Aut0(C) definim o biject, ie g̃ : {1, . . . , n} → {1, . . . , n}:
dacă α = {i1, . . . , ir} cu i1 < . . . < ir s, i g(α) = {j1, . . . , jr} cu j1 < . . . < jr,

atunci
g̃(i1) = j1, . . . , g̃(ir) = jr.

Fie T (ρ, k∗) = {(aij)iρj ⊂ k∗ | aijajr = air pentru orice i, j, r cu iρj, jρr}
(i.e. mult, imea funct, iilor tranzitive definite pe ρ cu valori ı̂n k∗).
T (ρ, k∗) este grup ı̂mpreună cu multiplicarea pe pozit, ii.

Fie F ′ = (V ′, V ′α)α∈C un alt ρ-flag.

Definim

F : U(M(ρ, k))×Aut0(C)× T (ρ, k∗) −→ Isoalg(End(F),End(F ′))

F (A, g, (aij)iρj) = ϕ

pentru orice A = (λij)1≤i,j≤n ∈ U(M(ρ, k)), g ∈ Aut0(C), (aij)iρj ∈ T (ρ, k∗),
unde

ϕ(Eij) = aij
∑
sρg̃(i)
g̃(j)ρt

λsg̃(i)λg̃(j)tE
′
st

pentru orice iρj
( (E′ij)iρj este baza pe End(F ′) s, i A−1 = (λij)1≤i,j≤n).

10



Propoziţie 2.4. F este surjectiv.

Schit, ă de demonstrat, ie:
Fie ϕ : End(F) −→ End(F ′) un izomorfism de algebre. Avem că:

- mult, imea End(F)-submodulelor lui V este ı̂n corespondent, ă bijectivă cu
A(C);

- izomorfismul de algebre ϕ induce un izomorfism liniar γ : V −→ V ′ care este
un ϕ′-izomorfism pentru o anumită deformare a lui ϕ;

- noul izomorfism de algebre ϕ′ este obt, inut din ϕ folosind o funct, ie tranzitivă
definită pe ρ cu valori ı̂n k∗;

- cum ϕ′ este un izomorfism de algebre, γ induce un izomorfism ı̂ntre laticea
End(F)-submodulelor lui V s, i laticea End(F ′)-submodulelor lui V ′, iar acest
izomorfism de latice se reduce la un automorfism al laticei A(C);

- un astfel de automorfism este complet determinat de un automorfism g al
mult, imii part, ial ordonate C;

- ϕ poate fi recuperat din g, constantele de deformare care produc pe ϕ′ din
ϕ s, i o matrice a lui γ asociată unei perechi de baze.

Pentru orice A = (λij)1≤i,j≤n ∈ U(M(ρ, k)), g ∈ Aut0(C) definim

Ag = (λig̃(j))1≤i,j≤n s, i gA = (λg̃(i)j)1≤i,j≤n.

Observăm că g(Ah) = (gA)h pentru orice A, g, h.

Considerăm relat, ia ≈ pe U(M(ρ, k))×Aut0(C)× T (ρ, k∗):

(A, g, (aij)iρj) ≈ (B, h, (bij)iρj) dacă s, i numai dacă
g = h
există d1, ..., dn ∈ k∗ astfel ı̂ncât aijb

−1
ij = did

−1
j pentru orice iρj

Bg = Ag diag(d1, . . . , dn).

≈ este o relat, ie de echivalent, ă.

Avem că F (A, g, (aij)iρj) = F (B, h, (bij)iρj) dacă s, i numai dacă (A, g, (aij)iρj) ≈
(B, h, (bij)iρj).

Teoremă 2.5. F induce o biject,ie

F :
U(M(ρ, k))×Aut0(C)× T (ρ, k∗)

≈
−→ Isoalg(End(F),End(F ′)).

Grupul Aut0(C) act, ionează la dreapta pe T (ρ, k∗) prin

(aij)iρj · g = (ag̃(i)g̃(j))iρj .

Astfel putem construi un produs semidirect drept Aut0(C) n T (ρ, k∗), unde
multiplicarea este dată de

(g n (aij)iρj)(hn (bij)iρj) = ghn ((ah̃(i)h̃(j)bij)iρj .
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Grupul T (ρ, k∗) act, ionează la stânga pe grupul U(M(ρ, k)):

dacă (aij)iρj ∈ T (ρ, k∗) s, i A = (αij)1≤i,j≤n ∈ U(M(ρ, k)),
atunci (aij)iρj ·A este matricea (mij)1≤i,j≤n unde

mij =

{
aijαij , dacă (i, j) ∈ ρ

0, dacă (i, j) /∈ ρ .

Grupul Aut0(C) act, ionează la stânga pe U(M(ρ, k)) prin

g ·A = g−1

Ag
−1

.

Obt, inem că Aut0(C) n T (ρ, k∗) act, ionează la stânga pe U(M(ρ, k)) prin

(g n (aij)iρj) ·A = g−1

((aij)iρj ·A)g
−1

,

s, i putem forma produsul semidirect stâng

U(M(ρ, k)) o (Aut0(C) n T (ρ, k∗)).

Multiplicarea pe acest grup este dată de

(Ao (g n (aij)iρj)) · (B o (hn (bij)iρj)) =

= (A g−1

((aij)iρj ·B)g
−1

) o (ghn (ah̃(i)h̃(j)bij)iρj).

Teoremă 2.6. Avem izomorfismul de grupuri

U(M(ρ, k)) o (Aut0(C) n T (ρ, k∗))

D
' Aut(End(F)),

unde D = {diag(d1, . . . , dn) o (Idn (d−1
i dj)iρj) | d1, . . . , dn ∈ k∗}.

Grupul de automorfisme al unei algebre structurale de matrice a mai fost
calculat ı̂n [15]. Am arătat că din descrierea noastră rezultă descrierea realizată
de Coelho.

3 Graduări bune pe algebre structurale de
matrice

Dacă G este un grup (multiplicativ) s, i A este o k-algebră, o G-graduare pe A
este o descompunere

A =
⊕
g∈G

Ag

(o sumă directă de spat, ii liniare) astfel ı̂ncât AgAh ⊆ Agh pentru orice g, h ∈ G.
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Fie A ⊆ Mn(k) o subalgebră. O G-graduare bună pe A este o G-graduare
unde toate matricele

eij = (δ(i,j),(p,q))p,q ∈ A

sunt elemente omogene.
Un ρ-flag G-graduat este un ρ-flag (V, (Vα)α∈C) pentru care V este un

spat, iu vectorial G-graduat s, i baza B (din definit, ia ρ-flagului) este formată din
elemente omogene.

Dacă F = (V, (Vα)α∈C) s, i F ′ = (V ′, (V ′α)α∈C) sunt ρ-flaguri G-graduate,
atunci un morfism de flaguri graduate de la F la F ′ este un morfism
f : V → V ′ de ρ-flaguri care este s, i morfism de spat, ii vectoriale graduate.

Dacă F = (V, (Vα)α∈C) este un ρ-flag G-graduat s, i σ ∈ G, definim

End(F)σ = {f ∈ End(F) | f(Vg) ⊆ Vσg pentru orice g ∈ G}.

Propoziţie 3.1.

End(F) =
⊕
σ∈G

End(F)σ

s, i această descompunere descrie o G-graduare pe algebra End(F).

Considerăm

END(F) = End(F) + graduarea din propozit, ie.

Izomorfismul
End(F) 'M(ρ, k)

Eij ↔ eij

este un izomorfism de algebre graduate. Astfel

END(F) 'M(ρ, k)

s, i via acest izomorfism, M(ρ, k) devine algebră G-graduată.
Mai mult,
orice graduare pe M(ρ, k) ce provine dintr-un ρ-flag graduat este o

graduare bună.
Dacă M(ρ, k) este o algebră superior triunghiulară pe blocuri, s-a arătat ı̂n

[3] că orice graduare bună pe M(ρ, k) este de tip END(F).
Acest lucru nu se ı̂ntâmplă pentru orice algebră structurală de matrice, i.e.

nu orice graduare bună pe o algebră structurală de matrice este de tip END(F).

Notăm
Γ0 = mult, imea vârfurilor lui Γ,
Γ1 = mult, imea săget, ilor lui Γ,
Γu = graful neorientat obt, inut din Γ prin omiterea direct, iilor săget, ilor,
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Γ̃ = graful orientat obt, inut din Γ prin dublarea săget, ilor

dacă α
a
66 β ı̂n Γ, atunci α

a
66 β

ã
vv

ı̂n Γ̃

T (Γ, G) = mult, imea funct, iilor v : Γ1 → G cu proprietatea că v(a1) . . . v(ar) =
v(b1) . . . v(bp) pentru orice drumuri a1 . . . ar s, i b1 . . . bp ı̂n Γ cu s(a1) = s(b1) s, i
t(ar) = t(bp).

Dacă v ∈ T (Γ, G), considerăm ṽ : Γ1 ∪ {ã | a ∈ Γ1} → G

ṽ|Γ1 = v s, i ṽ(ã) = v(a)−1 pentru orice a ∈ Γ1.

Definim
F (Γ) = grupul liber generat de Γ1,
A(Γ) = subgrupul din F (Γ) generat de elementele de forma a1 . . . arb

−1
p . . . b−1

1 ,
unde a1 . . . ar s, i b1 . . . bp sunt două drumuri ı̂n Γ pentru care s(a1) = s(b1) s, i
t(ar) = t(bp),

B(Γ) = subgrupul din F (Γ) generat de elementele de forma a1a
ε2
2 . . . aεmm ,

unde a1, a2, . . . , am sunt săget, i care formează ı̂n această ordine un ciclu ı̂n Γu s, i
εi = 1 dacă ai are aceeas, i direct, ie cu a1 s, i εi = −1 ı̂n caz contrar.

Reamintim că: dacă X este un grup s, i Y ⊆ X este un subgrup,

Y N =< xyx−1 | x ∈ X s, i y ∈ Y > .

Y N este ı̂nchiderea normală a lui Y , i.e. cel mai mic subgrup normal al lui X
care ı̂l cont, ine pe Y .

Propoziţie 3.2. Fie G un grup. Următoarele afirmat,ii sunt echivalente:
(1) Orice G-graduare bună pe M(ρ, k) este de tip END(F).
(2) Pentru orice v ∈ T (Γ, G) există o funct,ie f : Γ0 → G astfel ı̂ncât v(a) =
f(s(a))f(t(a))−1 pentru orice a ∈ Γ1.
(3) Pentru orice v ∈ T (Γ, G) s, i pentru orice ciclu z1...zm ı̂n Γ̃, cu z1, ..., zm ∈
Γ1 ∪ {ã | a ∈ Γ1} (acesta corespunde unui ciclu ı̂n graful neorientat Γu), avem
că ṽ(z1) . . . ṽ(zm) = 1.
(4) A(Γ)N = B(Γ)N .
(5) Orice generator b al lui B(Γ) poate fi scris ı̂n forma b = g1x1g

−1
1 . . . gmxmg

−1
m

unde m ∈ N∗, g1, . . . , gm ∈ F (Γ) s, i x1, . . . , xm sunt generatori din construct,ia
lui A(Γ).

• Izomorfisme ı̂ntre algebre graduate de endomorfisme de flaguri

Dacă V s, i W sunt spat, ii vectoriale G-graduate s, i σ ∈ G, spunem că o
aplicat, ie liniară f : V → W este un morfism de grad σ la dreapta dacă
f(Vg) ⊆ Wgσ pentru orice g ∈ G. Acest lucru ı̂nseamnă că f este un morfism
de spat, ii vectoriale graduate atunci când este privit ca f : V → W (σ); dacă
W =

⊕
g∈GWg, atunci W (σ) =

⊕
g∈GWgσ pentru orice σ ∈ G.
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Dacă F = (V, (Vα)α∈C) este un ρ-flag G-graduat s, i σ ∈ G, atunci suspensia
la dreapta a lui F este F(σ) = (V (σ), (Vα)α∈C).

Fie F = (V, (Vα)α∈C) un ρ-flag G-graduat, cu o bază omogenă B =
⋃
α∈C

Bα

pe V care conferă structura de flag.
Fie C = C1∪ . . .∪Cq o descompunere a lui C ı̂n componente conexe disjuncte;

acestea corespund componentelor conexe ale grafului neorientat Γu. Pentru

fiecare 1 ≤ t ≤ q, fie ρt relat, ia de preordine pe mult, imea
⋃
α∈Ct

α, prin restrict, ia

lui ρ.

Dacă V t =
∑
α∈Ct

Vα, atunci F t = (V t, (Vα)α∈Ct) este un ρt-flag G-graduat de

bază
⋃
α∈Ct

Bα.

Evident, V =
⊕

1≤t≤q

V t. Într-o manieră formală putem scrie

F = F1 ⊕ . . .⊕Fq

unde F este un ρ-flag G-graduat s, i F t este un ρt-flag G-graduat pentru fiecare
1 ≤ t ≤ q.

Fie ρ s, i µ două relat, ii de preordine izomorfe (i.e. mult, imile preordonate pe
care ρ s, i µ sunt definite sunt izomorfe). Fie C s, i D mult, imile part, ial ordonate
asociate relat, iilor ρ s, i µ s, i fie g : C → D un izomorfism de mult, imi part, ial
ordonate.

Spunem că un ρ-flag F = (V, (Vα)α∈C)) este g-izomorf cu un µ-flag G =
(W, (Wβ)β∈D)) dacă există un izomorfism liniar u : V →W pentru care u(Vα) =
Wg(α) oricare ar fi α ∈ C.

Dacă F s, i G sunt flaguri G-graduate, spunem că sunt g-izomorfe ca flaguri
graduate dacă există un astfel de u care să fie morfism de spat, ii vectoriale
graduate.

În plus, considerăm un alt ρ-flag G-graduat F ′ = (V ′, (V ′α)α∈C). Avem

V ′ =
⊕

1≤t≤q

V ′t s, i F ′ = F ′1 ⊕ . . . ⊕ F ′q, unde F ′t este un ρt-flag G-graduat

pentru fiecare 1 ≤ t ≤ q.

Teoremă 3.3. Fie F = (V, (Vα)α∈C) s, i F ′ = (V ′, (V ′α)α∈C) ρ-flaguri G-graduate.
Atunci următoarele afirmat,ii sunt echivalente:

(1) END(F) s, i END(F ′) sunt izomorfe ca algebre G-graduate.
(2) Există g ∈ Aut0(C), σ1, . . . , σq ∈ G s, i un g-izomorfism γ : V → V ′

ı̂ntre ρ-flagurile (negraduate) F s, i F ′, astfel ı̂ncât γ
|V ′g(t)
|V t : V t → V ′g(t) este un

izomorfism liniar de grad σt la dreapta pentru orice 1 ≤ t ≤ q, unde g ∈ Sq este
permutarea indusă de g, i.e. g(Ct) = Cg(t).

(3) Există o permutare τ ∈ Sq, un izomorfism gt : Ct → Cτ(t) pentru orice
1 ≤ t ≤ q s, i σ1, . . . , σq ∈ G, astfel ı̂ncât F t este gt-izomorf cu F ′τ(t)(σt) pentru
orice 1 ≤ t ≤ q.
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• Clasificarea graduărilor bune care provin din flaguri graduate

Considerăm trei act, iuni de grup pe mult, imea Gn:

Aut0(C) act, ionează la dreapta pe Gn prin

(hi)1≤i≤n ← g = (hg̃(i))1≤i≤n

pentru orice (hi)1≤i≤n ∈ Gn s, i g ∈ Aut0(C).

Gq act, ionează la dreapta pe Gn prin

(hi)1≤i≤n ← (σt)1≤t≤q = (h′i)1≤i≤n

unde pentru fiecare i definim h′i = hiσp(i), unde p : {1, . . . , n} → {1, . . . , q},
p(i) = j astfel ı̂ncât î ∈ Cj .

Pentru fiecare α ∈ C fie S(α) grupul simetriilor lui α (privit ca submult, ime
ı̂n {1, . . . , n}).

Considerăm grupul
∏
α∈C S(α), care este subgrup Young ı̂n Sn

(izomorf cu
∏
α∈C S|α|).

Atunci
∏
α∈C S(α) act, ionează la dreapta pe Gn prin

(hi)1≤i≤n ← (ψα)α∈C = (h′i)1≤i≤n

cu h′i definit prin h′i = hψα(i), unde α = î, pentru orice i.

Teoremă 3.4. Tipurile de izomorfism de G-graduări de tip END(F), unde
F este un ρ-flag G-graduat, sunt clasificate de orbitele act,iunii la dreapta a
grupului

∏
α∈C S(α) o (Aut0(C) nGq) pe mult,imea Gn.

4 Clasificarea graduărilor bune pe M(ρ, k) ı̂n cazul
ı̂n care ρ este o relat, ie de ordine part, ială

Fie ρ o relat, ie de ordine part, ială. În acest caz, î = {i}, pentru orice i, motiv
pentru care identificăm î cu i. În plus, Aut0(C) = Aut(C).

• Automorfismele algebrei structurale de matrice

Definim ρ o relat, ie tranzitivă pe {1, . . . , n}: iρj dacă iρj s, i i 6= j. Dacă iρj,
lungimea `([i, j]) intervalului [i, j] este definită prin

`([i, j]) = max{p | există i = r1ρr2ρ . . . ρrp = j} − 1.

16



Propoziţie 4.1. Fie L = (λij)iρj ∈ M(ρ, k) s, i presupunem că L este in-
versabilă. Atunci λii 6= 0 pentru orice i, L−1 ∈ M(ρ, k) s, i L−1 = (λij)iρj,
unde λii = λ−1

ii pentru orice i s, i

λij =

`([i,j])+1∑
p=2

∑
i=r1ρr2ρ...ρrp=j

(−1)p−1λ−1
r1r1 . . . λ

−1
rprpλr1r2 . . . λrp−1rp

pentru orice i, j cu iρj.

Orice automorfism de algebre Φ al lui M(ρ, k) este de forma

Φ(Eij) = aij
∑

sρϕ(i),ϕ(j)ρt

λsϕ(i)λϕ(j)tEst (1)

pentru orice iρj, unde L = (λij)iρj ∈ U(M(ρ, k)), ϕ ∈ Aut(C) s, i (aij)iρj ∈
T (ρ, k∗); aici (λij)iρj = L−1, inversa lui L. Folosind propozit, ia 4.1, relat, ia (1)
poate fi scrisă mai detaliat ı̂n termeni de L.

• Numărul de tipuri de izomorfism de graduări bune pentru un
exemplu particular

Fie T (ρ,G) = mult, imea funct, iilor tranzitive definite pe ρ cu valori ı̂n G.
Dacă G este un grup, atunci Aut(C) act, ionează la dreapta pe T (ρ,G) prin

(uij)iρj · ϕ = (uϕ(i)ϕ(j))iρj .

Propoziţie 4.2.
Fie G un grup. Atunci tipurile de izomorfisme de G-graduări bune pe M(ρ, k)
sunt ı̂n biject,ie cu orbitele act,iunii la dreapta a grupului Aut(C) pe T (Γ, G).

Exemplu
Fiem ≥ 2 un număr natural. Din motive computat, ionale elementele mult, imii

part, ial ordonate sunt clasele de ı̂ntregi modulo 2m. Considerăm ρ relat, ia de or-
dine part, ială pe mult, imea Z2m, astfel ı̂ncât graful asociat Γ este

2̂m− 2 oo

2̂m− 1

::

��
0̂

��
1̂

dd

// 2̂

Avem că pentru orice număr par i ambele săget, i adiacente se termină ı̂n î, iar
pentru orice număr impar i ambele săget, i adiacente pornesc din î.
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Fie r, s : Z2m → Z2m definite prin

r(̂i) = î+ 2 s, i s(̂i) = −î

pentru orice î ∈ Z2m.
Avem că Aut(C) este subgrupul grupului simetriilor S(Z2m) al lui Z2m ge-

nerat de r s, i s.
Cum s2 = 1, rm = 1 s, i sr = rm−1s, avem că:

Aut(C) =< r, s >=

{
Dm, grupul diedral de ordin 2m, dacă m ≥ 3
grupul Klein , dacă m = 2

.

Pentru că nu există ı̂n Γ două drumuri distincte care să pornească din acelas, i
vârf s, i să se termine ı̂n acelas, i vârf,

T (Γ, G) = {v : Γ1 → G}.

Astfel G-graduările bune pe M(ρ, k) sunt ı̂n biject, ie cu G2m. Cu alte cuvinte,
identificăm

v ∈ T (Γ, G) // (g0̂, . . . , g2̂m−1
) ∈ G2moo

unde g0̂, . . . , g2̂m−1
sunt valorile lui v pe săget, ile lui Γ, pornind cu cel care unes,te

vârfurile 1̂ s, i 0̂ s, i continuând ı̂n sens trigonometric.
Act, iunea la dreapta a grupului Aut(C) pe T (Γ, G) ' G2m este indusă via

biject, ie astfel:

(g0̂, g1̂, . . . , g2̂m−1
) · s = (g

2̂m−1
, g

2̂m−2
. . . , g0̂)

(g0̂, g1̂, . . . , g2̂m−1
) · r = (g2̂, g3̂, . . . , g2̂m−2

, g
2̂m−1

, g0̂, g1̂).

Presupunem că G este finit.

Lemă 4.3. (Burnside)
Fie G un grup finit care act,ionează pe o mult,ime X. Numărul de orbite ale
act,iunii este

1

|G|
∑
g∈G
|Fix(g)|.

Folosind propozit, ia 4.2 s, i lema lui Burnside, numărul de tipuri de izomor-
fisme de G-graduări bune pe M(ρ, k) (notat N(ρ,G)) este

N(ρ,G) =
1

|Aut(C)|
∑

θ∈Aut(C)

|Fix(θ)|

=
1

2m
(|G|2m +m|G|m +

∑
1≤i≤m−1

|G|2(i,m)).

O altă formulare este

N(ρ,G) =
1

2m
(m|G|m +

∑
d|m

ϕ(
m

d
)|G|2d).
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