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Introducere

Spaµiile de funcµii apar peste tot în matematic . Ele constituie parte fundamental  a

Analizei Funcµionale. Exist  aplicaµii concrete ale acestora. Spaµii speciale de funcµii apar în

probleme de calcul numeric, probleme de optimizare, în rezolvarea ecuaµiilor diferenµiale ³i cu

derivate parµiale. Un exemplu foarte sugestiv în acest sens este dat de spaµiile Lebesgue cu

exponent variabil, care sunt cazuri particulare de spaµii Köthe-Bochner, �ind foarte actuale,

vezi [6], [33], [34], [35], [36], [88], [100]. De altfel, unele dintre rezultatele din aceste articole

sunt generalizate în tez . În ultimul timp se manifest  tendinµa de modelare a discretului

prin continuu cu ajutorul unor funcµii aparµinând unor spaµii funcµionale speciale.

Spaµiile Köthe generalizeaz  spaµiile Lebesgue, spaµiile Orlicz, spaµiile Lorentz, spaµiile

Marcinkiewicz ³i alte spaµii de funcµii. Ele au fost introduse de matematicienii germani G.

Köthe ³i O. Toeplitz în articolul [69], dar nu au fost numite a³a. Köthe a generalizat acest

articol, vezi [68], dar apoi a renunµat la studiul acestui subiect. Forma actual  a spaµiilor

Köthe a ap rut pentru prima dat  în teza de doctorat a lui W.A.J. Luxemburg scris  sub

îndrumarea lui A.C. Zaanen. Numele de spaµii Köthe a fost dat la sugestia lui J. Dieudonné,

vezi [42]. O generalizare natural  a acestor spaµii este s  consider m funcµii cu valori într-un

spaµiu Banach arbitrar în loc de funcµii cu valori scalare dezvoltându-se astfel teoria spaµiilor

Köthe-Bochner. Aceste spaµii de funcµii sunt intens studiate. În acest sens menµion m: [3],

[15], [16], [20], [23], [44], [46], [59], [79], [80], [81], [99], [138], [145], [146].

Spaµiile Köthe-Bochner nu sunt studiate numai pentru propriet µi ce µin de Analiza Func-

µional . În multe articole recente (vezi [19], [21], [71], [72], [73], [74], [83], [84], [97], [98],

[110], [122], [128], [140]) spaµiile Köthe-Bochner sunt legate de noµiunile de funcµie de entro-

pie, funcµie de capacitate, numere de entropie, element de cea mai bun  aproximare, noµiuni

ce µin de Teoria Optimiz rii.

În aceast  tez  de doctorat ne ocup m de completitudinea spaµiilor Köthe-Bochner, ge-

neraliz m tipuri de convergenµe cunoscute de la Teoria M surii ³i studiem leg turile între
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convergenµele nou-de�nite ³i convergenµa în topologia de spaµiu Köthe-Bochner, caracteriz m

spaµiile Köthe-Bochner care sunt algebre Banach cu unitate, spaµii Hilbert ³i spaµii hilber-

tabile, aproxim m spaµiile Köthe-Bochner Lρ(X) cu subspaµii Lρ(Y ), unde Y ⊂ X sunt

subspaµii �nit dimensionale, g sim o reprezentare a dualului unui spaµiu Köthe-Bochner,

reprezent m operatorii liniari ³i continui U : Lρ(E)→ F ³i stabilim leg turi între ace³tia ³i

operatorii liniari ³i continui V : Lρ → L(E,F ), introducem o schem  pentru a g si mulµimi

proximinale în spaµii Banach ³i aplic m aceast  schem  la spaµii Köthe-Bochner, ar t m c ,

în anumite condiµii, o mulµime convex , m rginit , închis  ³i solid  este proximinal  într-

un spaµiu Köthe-Bochner, demonstr m propriet µi ale entropiilor Tsallis ³i Rényi, stabilim

relaµii între funcµiile de entropie ³i spaµiile Köthe-Bochner.

Mulµumiri

Mulµumesc domnilor profesori Ion Chiµescu ³i Vasile Preda pentru sprijinul acordat, pen-

tru numeroasele sfaturi ³i încuraj ri primite în perioada studiilor doctorale.

Mulµumesc tuturor domnilor profesori care m-au format în anii de ³coal  ³i de facultate.

De asemenea mulµumesc familiei mele pentru suportul acordat.
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Capitolul 1

Preliminarii

Not m N = {1, 2, ...}, R+ = [0,∞), R+ = [0,∞] = R+ ∪ {∞}, K = R sau C. Vom folosi

convenµia 0 · ∞ = 0.

Pentru orice mulµime nevid  T not m P(T ) mulµimea tuturor submulµimilor lui T . Pen-

tru orice A ∈ P(T ) not m funcµia caracteristic  a lui A via ϕA : T → R.
Toate spaµiile seminormate (X, ‖ ‖) (pe scurt X) sunt considerate nenule. Dac  (X, ‖ ‖)

este un spaµiu seminormat ³i (Y, |‖ |‖) este un spaµiu normat de�nim L(X, Y ) = {T : X → Y |
T liniar ³i continuu}, normat cu norma operatorial  ‖T‖o = sup{|‖T (x)|‖ | x ∈ X, ‖x‖ ≤ 1}.
În particular, dac  Y = K, not m L(X,K) = X ′

def
= dualul lui X. Dac  f : T → X de�nim

|f | : T → R+, |f |(t) = ‖f(t)‖.
Dac  A este o mulµime nevid  ³i (xi)i∈I este o familie de elemente ale lui A scriem

(xi)i∈I ⊂ A (sau (xi)i ⊂ A) pentru a ilustra faptul c  xi ∈ A pentru orice i ∈ I. Dac  (∆,≤)

este o mulµime dirijat  ³i (xδ)δ∈∆ este un ³ir generalizat astfel încât xδ ∈ A pentru orice

δ ∈ ∆ vom scrie (xδ)δ∈∆ net A. În particular, dac  I = N, obµinem ³irul (xn)n∈N ⊂ A (vom

mai scrie (xn)n≥1 ⊂ A sau, cel mai adesea, (xn)n ⊂ A). Dac  A este un spaµiu topologic,

(xδ)δ∈∆ net A ³i x ∈ A vom scrie xδ −→
δ
x pentru a desemna faptul c  (xδ)δ converge c tre x.

Fie (T, T , µ) un spaµiu cu m sur  σ− �nit  ³i complet  ³i (X, ‖ ‖) un spaµiu Banach.

Not m S(T,X) spaµiul vectorial al funcµiilor T − simple f : T → X ³i MX(µ) spaµiul

vectorial al funcµiilor µ− m surabile f : T → X. În cazul X = K scriem S(T ) în loc de

S(T,K) ³i M(µ) în loc de MK(µ). Not m M+(µ) = {u : T → R+ | u este µ− m surabil }.

O funcµie ρ : M+(µ) → R+ se nume³te µ− seminorm  funcµional  (pe scurt seminorm 

funcµional ) dac  are propriet µile (pentru orice u, v ∈M+(µ) ³i pentru orice α ∈ R+):

(i) Dac  u(t) = 0 µ− a.p.t. atunci ρ(u) = 0.
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(ii) ρ(u) ≤ ρ(v) pentru orice u, v ∈M+(µ) astfel încât u ≤ v.

(iii) ρ(u+ v) ≤ ρ(u) + ρ(v).

(iv) ρ(αu) = αρ(u).

Dac  ρ are, în plus, proprietatea reciproc  a lui (i), adic  "Dac  ρ(u) = 0 atunci u(t) = 0

µ− a.p.t.", ρ se nume³te µ− norm  funcµional  (pe scurt norm  funcµional ).

Vom lucra cu norme funcµionale în aceast  tez  precizând atunci când vorbim despre

seminorme funcµionale.

Vom scrie ρ(A) în loc de ρ(ϕA) pentru orice A ∈ T . Deci ρ(T ) > 0.

Spunem c  norma funcµional  ρ are proprietatea Riesz-Fischer dac , pentru orice ³ir

(un)n ⊂M+(µ), avem ρ

(∑
n

un

)
≤
∑
n

ρ(un).

Spunem c  norma funcµional  ρ are proprietatea lui Fatou dac , pentru orice ³ir cresc tor

(un)n ⊂ M+(µ), avem ρ(u) = sup
n
ρ(un) = lim

n→∞
ρ(un), unde u = sup

n
un (punctual) (not m

un ↑ u). Dac  ρ are proprietatea lui Fatou atunci ρ are ³i proprietatea Riesz-Fischer.

Spunem c  norma funcµional  ρ este saturat  dac  exist  un ³ir (Tn)n ⊂ T (care poate

� presupus cresc tor sau disjunct) cu proprietatea c 
⋃
n

Tn = T ³i astfel încât µ(Tn) <∞ ³i

ρ(Tn) <∞ pentru orice n.

Spunem c  norma funcµional  ρ este de tip absolut continuu dac , pentru orice ³ir des-

cresc tor (un)n ⊂ M+(µ) cu proprietatea c  ρ(u1) < ∞ ³i inf
n
un = 0 (punctual) (not m

un ↓ 0), avem lim
n→∞

ρ(un) = inf
n
ρ(un) = 0.

Fie ρ o norm  funcµional . Putem construi spaµiul vectorial

Lρ(X) = {f ∈MX(µ) | ρ|f | <∞}

(scriem ρ|f | def= ρ(|f |)). Remarc m c  Lρ(X) este seminormat cu seminorma f → ρ|f |.
Acesta se nume³te spaµiu Köthe-Bochner seminormat.

Spaµiul nul al seminormei de mai sus este

NX(µ) = {f ∈ Lρ(X) | ρ|f | = 0} = {f : T → X | f(t) = 0 µ− a.p.t.}.

Spaµiul normat asociat este Lρ(X)
def
= Lρ(X)/NX(µ), normat via

∥∥∥f̃∥∥∥ = ρ|f | pentru orice

reprezentant f ∈ f̃ . Acesta se nume³te spaµiu Köthe-Bochner normat.

Pentru X = K scriem Lρ în loc de Lρ(K) ³i Lρ în loc de Lρ(K) (acestea se numesc spaµii

Köthe).
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Capitolul 2

Spaµii Köthe-Bochner. Propriet µi de

baz 

În tot capitolul (T, T , µ) este un spaµiu cu m sur  σ− �nit  ³i complet , X un spaµiu

Banach ³i ρ : M+(µ)→ R+ o norm  funcµional .

2.1 Completitudinea spaµiilor Köthe-Bochner. Subspaµii

�nit dimensionale

Fie x ∈ X. De�nim spaµiile Lρ(x)
def
= {f ∈ Lρ(X) | f(T ) ⊂ Sp(x)}, Lρ(x)

def
= {f̃ ∈

Lρ(X)| f ∈ Lρ(x)} ³i spaµiile Lρx
def
= {ϕx | ϕ ∈ Lρ} ³i Lρx

def
= {f̃ ∈ Lρ(X) | f ∈ Lρx}.

Avem Lρ(x) = Lρx ³i Lρ(x) = Lρx.

Teorema 2.1. (Completitudinea spaµiului Köthe-Bochner Lρ(X)) Sunt echivalente:

1. ρ are proprietatea Riesz-Fischer.

2. Lρ este spaµiu Banach.

3. Pentru orice spaµiu Banach X, Lρ(X) este spaµiu Banach.

4. Exist  un spaµiu Banach nenul X astfel încât Lρ(X) este spaµiu Banach.

5. Exist  un spaµiu Banach nenul X ³i un element 0 6= x ∈ X astfel încât Lρ(x) = Lρx

este spaµiu Banach.

6. Exist  un spaµiu Banach nenul X ³i un subspaµiu închis, nenul Y ⊂ X astfel încât

Lρ(Y ) este spaµiu Banach.
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Remarca 2.2. Echivalenµa 2.⇔ 3. din Teorema 2.1 poate � citit  astfel: Lρ are proprietatea

(P ) dac  ³i numai dac  Lρ(X) are proprietatea (P ) pentru orice spaµiu Banach X. Aici,

(P ) reprezint  completitudinea. Acest tip de echivalenµ  nu este valabil întotdeauna. De

exemplu, dac  (P ) înseamn  re�exivitatea, este adev rat c  dac  Lρ(X) este re�exiv pentru

orice spaµiu Banach X atunci Lρ este re�exiv (putem lua X = K). Reciproca acestei

a�rmaµii nu este, în general, adev rat . Mai des întâlnit  este echivalenµa de tipul: Lρ(X)

are proprietatea (P ) dac  ³i numai dac  Lρ ³i X au proprietatea (P ) (vezi Capitolul 3 ³i

sfâr³itul Capitolului 4 ale acestei teze ³i [80]). �

2.2 Topologia convergenµei în ρ− m sur . Relaµia cu to-

pologia canonic 

De�niµia 2.3. (vezi [27]) O funcµie ϕ : [0,∞] → [0,∞] se nume³te S− funcµie dac  are

urm toarele propriet µi:

i) Exist  0 < a <∞ astfel încât ϕ([0,∞]) = [0, a] ³i ϕ este strict cresc toare.

ii) ϕ(s+ t) ≤ ϕ(s) + ϕ(t) pentru orice s, t ∈ [0,∞].

De�niµia 2.4. Fie 0 < a <∞, f ∈MX(µ) ³i ϕ o S− funcµie. De�nim

(|f | > a)
def
= {t ∈ T | |f |(t) > a} ³i ρ(|f | > a)

def
= ρ((|f | > a)),

(|f | ≥ a)
def
= {t ∈ T | |f |(t) ≥ a} ³i ρ(|f | ≥ a)

def
= ρ((|f | ≥ a)),

(a, f)
def
= a+ ρ(|f | > a) ³i ϕ(a, f)

def
= ϕ((a, f)),

|‖f |‖ϕ
def
= inf{ϕ(a, f) | a > 0} <∞.

Remarca 2.5. Orice S− funcµie ϕ genereaz  semimetrica invariant  la translaµii dϕ :

MX(µ) × MX(µ) → R+, dϕ(f, g) = ‖|f − g‖|ϕ, semimetric  ce de�ne³te topologia τϕ pe

MX(µ). �

Teorema 2.6. I. Fie (fδ)δ∈∆ net MX(µ), f ∈MX(µ) ³i ϕ o S− funcµie. Sunt echivalente:

1. fδ −→
δ
f în τϕ.

2. ρ(|f − fδ| > a) −→
δ

0 pentru orice 0 < a <∞.

3. ρ(|f − fδ| ≥ a) −→
δ

0 pentru orice 0 < a <∞.

II. Avem τϕ1 = τϕ2(
def
= τm(ρ)) pentru orice S− funcµii ϕ1 ³i ϕ2.
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De�niµia 2.7. 1. Numim τm(ρ) topologia convergenµei în ρ− m sur .

2. Dac  fδ −→
δ
f în (MX(µ), τm(ρ)) spunem c  (fδ)δ converge la f în ρ− m sur  ³i scriem

fδ
ρ−→
δ
f (în particular fn

ρ−→
n
f pentru ³iruri).

Teorema 2.8 arat  c  grupul topologic semimetrizabil (MX(µ), τm(ρ)) nu este separat.

Teorema 2.8. Închiderea mulµimii {0} în (MX(µ), τm(ρ)) este spaµiul vectorial NX(µ).

Exemplul urm tor arat  c  (MX(µ), τm(ρ)) nu este un spaµiu vectorial topologic.

Exemplul 2.9. Fie (T, T , µ) = (N,P(N), card) (spaµiul cu m sur  discret ). Fie X = K.

De�nim norma funcµional  ρ : M+(card) → R+, ρ(u) = sup{u(n) | n ∈ N}. Consider m

funcµia f ∈M(µ), f(n) = n pentru orice n ∈ N. Rezult  c 
(∣∣∣∣ 1nf

∣∣∣∣ > 1

)
= {n+1, n+2, ...},

deci ³irul
(

1

n
f

)
n

nu converge în ρ− m sur  la 0. �

Pentru a studia posibila structur  de spaµiu vectorial topologic a lui (MX(µ), τm(ρ))

introducem spaµiul vectorial Mmax = {f ∈MX(µ) | ρ(|f | > n) −→
n

0}, unde n ∈ N.
Observ m c  Mmax = {f ∈MX(µ) | ρ(|f | > a) −−−→

a→∞
0}, unde a ∈ (0,∞).

Teorema 2.10. 1. Grupul aditiv topologic (MX(µ), τm(ρ)) are proprietatea c , pentru orice

a ∈ K ³i pentru orice subspaµiu vectorial M ⊂ MX(µ), aplicaµia Ta : M → M , Ta(f) = af

este continu .

2. Considerând pe Mmax topologia indus  de τm(ρ) acesta devine un subspaµiu vectorial

topologic. Dac  M ⊂MX(µ) este un subspaµiu vectorial atunci el este un subspaµiu vectorial

topologic dac  ³i numai dac  M ⊂Mmax (consider m pe M topologia indus  de τm(ρ)).

Remarca 2.11. 1. În Exemplul 2.9, f /∈Mmax.

2. Dac  µ(T ) <∞ ³i ρ = ‖ ‖1 atunci Mmax = MX(µ). �

Exemplul 2.12 arat  c  grupul topologic semimetrizabil (MX(µ), τm(ρ)) nu este complet.

Exemplul 2.12. Fie (T, T , µ) = (N,P(N), card), X = K ³i ρ : M+(card)→ R+,

ρ(u) =


∞∑
n=1

u(n)

n2
dac  {n ∈ N | u(n) 6= 0} este �nit 

∞ dac  {n ∈ N | u(n) 6= 0} este in�nit .
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Fie ϕ o S− funcµie. Pentru orice n ∈ N not m An = {1, 2, 3, ..., n} ³i consider m ³irul

(fn)n ⊂ M(µ), fn = ϕAn . Dac  m > n avem |‖fm − fn|‖ϕ ≤ ϕ

(
m∑

i=n+1

1

i2

)
. De aici rezult 

c  (fn)n este un ³ir Cauchy. Îns  nu exist  f ∈M(µ) astfel încât fn
ρ−→
n
f . �

În cele ce urmeaz  studiem leg tura dintre topologia τ(ρ) a spaµiului Köthe-Bochner

Lρ(X) ³i topologia τ im(ρ) indus  pe Lρ(X) de topologia convergenµei în ρ− m sur  τm(ρ).

Teorema 2.13. Avem incluziunea Lρ(X) ⊂ Mmax. Deci Lρ(X) cu topologia τ im(ρ) este un

spaµiu vectorial topologic.

Teorema 2.14. Avem τ im(ρ) ⊂ τ(ρ), i.e. topologia convergenµei în ρ− m sur  este mai

slab  decât topologia de spaµiu Köthe-Bochner.

Exemplul 2.15. Consider m ipotezele din Exemplul 2.12. �irul (fn)n de acolo este Cauchy

în τ(ρ), dar nu exist  f ∈ Lρ astfel încât fn −→
n
f în τ(ρ). Prin urmare Lρ ³i Lρ nu sunt

complete (deoarece ρ nu are proprietatea Riesz-Fischer, vezi Teorema 2.1). �

Închiderile spaµiilor nule ale spaµiilor vectoriale topologice (Lρ(X), τ(ρ)) ³i (Lρ(X), τ im(ρ))

sunt egale, i.e. {0} = NX(µ) (închiderea în ambele topologii). A³adar putem considera

Lρ(X) = Lρ(X)/NX(µ) în raport cu cele dou  topologii. Consider m qτ im(ρ) = topologia

factor a lui τ im(ρ). Atunci (Lρ(X), qτ im(ρ)) este un spaµiu vectorial topologic, metrizabil,

topologia sa �ind mai slab  decât topologia de spaµiu Köthe-Bochner (dat  de norm ).

2.3 Convergenµa ³irurilor

De�niµia 2.16. Spunem c  ³irul (fn)n ⊂ MX(µ) este Cauchy în ρ− m sur  dac , pentru

orice ε > 0 exist  n(ε) ∈ N cu proprietatea c  pentru orice m ≥ n(ε), n ≥ n(ε) ³i pentru

orice 0 < a <∞, avem ρ(|fm − fn| > a) < ε.

Propoziµia 2.17. Dac  (fn)n este convergent în ρ− m sur  atunci (fn)n este Cauchy în ρ−
m sur .

Propoziµia 2.18. 1. Presupunem c  fn
ρ−→
n
f ³i f = g µ− a.p.t. Atunci fn

ρ−→
n
g.

2. Dac  fn
ρ−→
n
f ³i fn

ρ−→
n
g atunci f = g µ− a.p.t.

Propoziµia 2.19. Dac  fn −→
n
f ³i fn −→

n
g în topologia de spaµiu Köthe-Bochner a lui Lρ(X)

atunci f = g µ− a.p.t.

11



De�niµia 2.20. Fie (fn)n ⊂MX(µ) un ³ir ³i �e f ∈MX(µ).

1. Spunem c  ³irul (fn)n converge ρ− aproape uniform la f (scriem fn
ρu−→
n
f) dac , pentru

orice ε > 0 exist  Aε ∈ T astfel încât ρ(Aε) < ε ³i (fn)n converge uniform la f pe T \ Aε.
2. Spunem c  (fn)n este ρ− aproape uniform Cauchy dac , pentru orice ε > 0 exist 

Aε ∈ T astfel încât ρ(Aε) < ε ³i (fn)n este uniform Cauchy pe T \ Aε.

Propoziµia 2.21. (Completitudinea convergenµei ρ− aproape uniforme) �irul (fn)n este ρ−
aproape uniform convergent dac  ³i numai dac  este ρ− aproape uniform Cauchy.

Propoziµia 2.22. Dac  (fn)n ⊂ MX(µ) ³i f ∈ MX(µ) sunt astfel încât fn
ρu−→
n

f atunci

fn −→
n
f µ− a.p.t. ³i fn

ρ−→
n
f .

Remarca 2.23. Reciprocele implicaµiilor care apar în Propoziµia 2.22 nu sunt, în general,

adev rate. Pentru implicaµia (fn −→
n
f µ − a.p.t.)⇒(fn

ρu−→
n

f) putem argumenta astfel: în

Exemplele 2.12 ³i 2.15 ³irul (fn)n converge peste tot la funcµia constant  egal  cu 1, dar nu

converge ρ− aproape uniform. De asemenea, implicaµia (fn
ρ−→
n
f)⇒(fn

ρu−→
n

f) nu este, în

general, adev rat , dup  cum vom vedea la Remarca 2.37. �

Corolarul 2.24. Fie (fn)n ⊂MX(µ) ³i �e f ∈MX(µ).

1. Dac  fn
ρu−→
n
f ³i f = g µ− a.p.t. atunci fn

ρu−→
n
g.

2. Dac  fn
ρu−→
n
f ³i fn

ρu−→
n
g atunci f = g µ− a.p.t.

Corolarul 2.25. Fie (fn)n ⊂MX(µ) ³i �e f ∈MX(µ). Sunt echivalente:

1. fn
ρu−→
n
f .

2. (fn)n este ρ− aproape uniform Cauchy ³i fn −→
n
f µ− a.p.t.

Teorema 2.26. Presupunem c  ρ are proprietatea Riesz-Fischer. Pentru orice ³ir (fn)n ⊂
MX(µ) care este Cauchy în ρ− m sur  exist  un sub³ir (fnk)k ⊂ (fn)n ³i o funcµie f ∈MX(µ)

astfel încât fnk
ρu−→
k
f (deci fnk −→

k
f µ− a.p.t. ³i fnk

ρ−→
k
f).

Teorema 2.27. (Analog al Teoremei Slutsky) Presupunem c  ρ are proprietatea Riesz-

Fischer. Atunci spaµiul semimetrizabil (MX(µ), τm(ρ)) este complet.

Putem construi norma funcµional  ρT care are proprietatea Riesz-Fischer ³i este cea mai

mare norm  funcµional  mai mic  decât ρ cu aceast  proprietate.

De�niµia 2.28. (vezi [27], [139]) De�nim norma funcµional  ρT : M+(µ)→ R+ via

12



ρT (u) = inf

{ ∞∑
n=1

ρ(un)

∣∣∣∣ un ∈M+(µ), u =
∞∑
n=1

un

}
.

Folosind ρT obµinem anumite rezultate din Teorema 2.26 pentru orice norm  funcµional 

ρ.

Corolarul 2.29. Pentru orice ³ir (fn)n ⊂ MX(µ) care este Cauchy în ρ− m sur  exist 

f ∈MX(µ) ³i un sub³ir (fnk)k ⊂ (fn)n cu proprietatea c  fnk −→
k
f µ− a.p.t.

Propoziµia 2.30. Presupunem c  ρ are proprietatea Riesz-Fischer. Fie (fn)n ⊂ MX(µ) ³i

�e f ∈MX(µ).

1. Dac  fn
ρ−→
n
f atunci exist  un sub³ir (fnk)k ⊂ (fn)n cu proprietatea c  fnk

ρu−→
k
f (deci

fnk −→
k
f µ− a.p.t.).

2. Presupunem c  (fn)n ⊂ Lρ(X), f ∈ Lρ(X) ³i fn −→
n
f în topologia de spaµiu Köthe-

Bochner a lui Lρ(X). Atunci exist  un sub³ir (fnk)k ⊂ (fn)n astfel încât fnk
ρu−→
k

f (deci

fnk −→
k
f µ− a.p.t. ³i fnk

ρ−→
k
f).

Corolarul 2.31. Fie (fn)n ⊂MX(µ) ³i �e f ∈MX(µ).

1. Dac  fn
ρ−→
n
f atunci exist  un sub³ir (fnk)k ⊂ (fn)n astfel încât fnk −→

k
f µ− a.p.t.

2. Presupunem c  (fn)n ⊂ Lρ(X), f ∈ Lρ(X) ³i fn −→
n
f în topologia de spaµiu Köthe-

Bochner a lui Lρ(X). Atunci exist  un sub³ir (fnk)k ⊂ (fn)n astfel încât fnk −→
k
f µ− a.p.t.

3. Pentru orice subspaµiu închis, nenul Y ⊂ X, Lρ(Y ) este închis în Lρ(X) ³i Lρ(Y ) este

închis în Lρ(X).

Teorema 2.32. (Analog al Teoremei lui Egorov) Presupunem c  µ(T ) < ∞, ρ este de tip

absolut continuu ³i ρ(T ) <∞. Atunci, pentru orice ³ir (fn)n ⊂MX(µ), avem echivalenµa:

fn −→
n
f µ− a.p.t.⇔ fn

ρu−→
n
f .

Remarca 2.33. În general convergenµa ρ− aproape uniform  nu este topologic . �

Exemplul 2.34. Fie (T, T , µ) = (N,P(N), µ), unde µ(φ) = 0 ³i, pentru orice φ 6= A ⊂ N,

µ(A) =
∞∑
n=1

2−ncard(A ∩ {n}). Fie X = K ³i �e ρ : M+(µ)→ R+, ρ(u) =
∞∑
n=1

u(n). Evident

ρ este de tip absolut continuu ³i ρ(N) = ∞. Consider m ³irul (fn)n ⊂ M(µ), fn = ϕAn ,

unde An = {1, 2, 3, ..., n} pentru orice n. Evident fn −→
n
f = ϕN, dar (fn)n nu converge în

ρ− m sur  c tre f . �
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Remarca 2.35. Din exemplul precedent putem extrage urm toarele:

1. Convergenµa µ− a.p.t. nu o implic  pe cea în ρ− m sur .

2. Teorema 2.32 nu este adev rat  dac  ρ(T ) =∞. �

Exemplul 2.36. Fie T = [0, 1], T = σ− algebra mulµimilor m surabile Lebesgue ale inter-

valului [0, 1], µ = m sura Lebesgue pe [0, 1], X = K ³i �e ρ : M+(µ)→ R+, ρ(u) =

ˆ
udµ.

a) Convergenµa în Lρ nu o implic  pe cea ρ− aproape uniform .

De�nim, pentru orice n ∈ N ³i pentru orice i ∈ N, 1 ≤ i ≤ n, mulµimea Ei
n =

[
i− 1

n
,
i

n

]
³i funcµia f in = ϕEin . Consider m ³irul de funcµii (ϕn)n ⊂ Lρ de�nit astfel: ϕ1 = f 1

1 , ϕ2 = f 1
2 ,

ϕ3 = f 2
2 , ϕ4 = f 1

3 , ϕ5 = f 2
3 , ϕ6 = f 3

3 , ... . Avem ϕm −→
m

0 în Lρ, dar, pentru orice t ∈ [0, 1],

³irul (ϕm(t))m este divergent. Aceasta arat  c  a�rmaµia "ϕm −→
m

0 µ − a.p.t." este fals ,

deci la fel este ³i a�rmaµia "ϕm
ρu−→
m

0".

b) Convergenµa ρ− aproape uniform  nu o implic  pe cea în Lρ.
Fie (fn)n ⊂ Lρ construit în cele ce urmeaz : fn(t) = n dac  0 ≤ t <

1

n
³i fn(t) = 0 dac 

1

n
≤ t ≤ 1.

Observ m c  lim
n→∞

fn(t) = 0 pentru orice t ∈ (0, 1], deci fn −→
n

0 µ − a.p.t. Conform

Teoremei lui Egorov (cea clasic ) fn
ρu−→
n

0. Pe de alt  parte fn 6−→
n

0 în Lρ. �

Remarca 2.37. 1. Punctul b) din Exemplul 2.36 arat  c  topologia convergenµei în ρ−
m sur  τ im(ρ) pe Lρ(X) este strict mai slab  decât topologia de spaµiu Köthe-Bochner τ(ρ)

a lui Lρ(X) ³i implicaµia "(fn −→
n
f µ− a.p.t.)⇒(fn −→

n
f în Lρ(X))" este, în general, fals .

2. �irul (fn)n de la punctul a) din ultimul exemplu converge în topologia de spaµiu Köthe-

Bochner a lui Lρ ³i nu converge µ− a.p.t. A³adar:
i) (fn)n converge în ρ− m sur  (conform Teoremei 2.14) ³i nu converge ρ− aproape

uniform. Deci implicaµia "(fn
ρ−→
n
f)⇒(fn

ρu−→
n
f)" este, în general, fals .

ii) Implicaµiile "(fn −→
n
f în Lρ)⇒ (fn −→

n
f µ−a.p.t.)" ³i "(fn

ρ−→
n
f)⇒(fn −→

n
f µ−a.p.t.)"

sunt, în general, false. �

Exemplul 2.38. Consider m scenariul din Exemplul 2.36. Un punct de acumulare al mul-

µimii Lρ în (M(µ), τm(ρ)) este f : [0, 1]→ K, f(0) = 0 ³i f(t) =
1

t
dac  0 < t ≤ 1. Mai exact

fn
ρ−→
n
f , unde, pentru orice n ∈ N, fn(t) = 0 dac  0 ≤ t <

1

n
³i fn(t) =

1

t
dac 

1

n
≤ t ≤ 1.

Cum ρ(f) =∞ rezult  c  f /∈ Lρ, deci Lρ nu este închis în (M(µ), τm(ρ)). �
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Capitolul 3

Spaµii Köthe-Bochner cu structuri

speciale

Fie (T, T , µ) un spaµiu cu m sur  σ− �nit  ³i complet , X un spaµiu Banach ³i ρ :

M+(µ)→ R+ o norm  funcµional .

3.1 Spaµii Köthe-Bochner care sunt algebre Banach cu

unitate

De�niµia 3.1. (vezi [51]) Spunem c  X este o algebr  Banach cu unitate dac  X este o

algebr  nenul  cu unitatea e ³i operaµia de înmulµire de pe X, (x, y)→ xy este continu .

Remarca 3.2. (vezi [5], [51]) Aceast  de�niµie este puµin mai general  decât cea clasic 

deoarece nu impunem condiµiile ‖xy‖ ≤ ‖x‖ ‖y‖ ³i ‖e‖ = 1. �

Pentru orice f , g : T → X ³i pentru orice α ∈ K de�nim punctual f + g : T → X ³i

αf : T → X. Dac  X este o algebr  Banach de�nim în mod similar fg : T → X. Pentru

orice element x ∈ X de�nim funcµia constant  x : T → X, x(t) = x pentru orice t ∈ T .

De�niµia 3.3. (vezi [25], [27]) Fie (T, T , µ) un spaµiu cu m sur  complet  (m sura µ poate

s  nu �e σ− �nit ). Spunem c  spaµiul Lρ este spaµiu Köthe care este ³i algebr  Banach cu

unitate dac  sunt îndeplinite urm toarele condiµii:

1. Lρ este spaµiu Banach.

2. 1 ∈ Lρ.
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3. Pentru orice f, g ∈ Lρ avem fg ∈ Lρ.
4. Exist  o constant  A > 0 cu proprietatea c  ρ|fg| ≤ Aρ|f |ρ|g| pentru orice f , g ∈ Lρ.

Presupunem c  (X, ‖ ‖) este o algebr  Banach cu unitatea e astfel încât ‖xy‖ ≤ A ‖x‖ ‖y‖
pentru orice x, y ∈ X. Not m cu |‖ |‖ norma de pe Lρ ³i cu |‖ |‖X norma de pe Lρ(X).

De�niµia 3.4. Spunem c  Lρ(X) este spaµiu Köthe-Bochner care este ³i algebr  Banach cu

unitate dac :

1. (Lρ(X), |‖ |‖X) este un spaµiu Banach.

2. e ∈ Lρ(X).

3. Pentru orice f, g ∈ Lρ(X) avem fg ∈ Lρ(X).

4. Exist  o constant  B > 0 astfel încât ρ|fg| ≤ Bρ|f |ρ|g| pentru orice f, g ∈ Lρ(X).

Teorema 3.5. Sunt echivalente:

1. (Lρ(X), |‖ |‖X) este un spaµiu Köthe-Bochner care este ³i algebr  Banach cu unitate.

2. (Lρ, |‖ |‖) este un spaµiu Köthe care este ³i algebr  Banach cu unitate.

3. Lρ(X) ³i L∞(X,µ) sunt spaµii Banach echivalente.

4. Lρ ³i L∞(µ) sunt spaµii Banach echivalente.

Exemplul 3.6. (Forma spaµiilor Köthe-Bochner de ³iruri lρ(lr) care sunt algebre Banach cu

unitate) Consider m spaµiul cu m sur  discret  (N,P(N), card) ³i spaµiul Köthe

l∞ = {x = (xn)n | xn ∈ K, sup
n
|xn| <∞}

(pe l∞ avem norma ‖x‖∞ = sup
n
|xn|).

Fie ρ, r : M+(card) → R+ dou  norme funcµionale. Orice f ∈ lρ(lr) poate � identi�cat

cu o matrice scalar  in�nit  f ≡ (xmn)m,n.

Pentru a putea vorbi despre algebre Banach cu unitate în cazul spaµiilor Köthe-Bochner

lρ(lr) este necesar ca spaµiul Köthe lr s  �e echivalent cu l∞, i.e. lr = l∞ cu norme echivalente.

Conform Teoremei 3.5, în cazul în care lr este echivalent cu l∞, un spaµiu Köthe-Bochner

lρ(lr) este algebr  Banach cu unitate dac  ³i numai dac  lρ ³i l∞ sunt spaµii Banach echiva-

lente.

A³adar lρ(lr) ≡ {(xmn)m,n ⊂ K | sup
m,n
|xmn| <∞}.

Pe lρ(lr) avem o norm  ‖ ‖ cu proprietatea c  exist  0 < L ≤M astfel încât

L sup
m,n
|xmn| ≤ ‖(xmn)m,n‖ ≤M sup

m,n
|xmn|.

�
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3.2 Spaµii Köthe-Bochner care sunt spaµii Hilbert

Acest paragraf se bazeaz  pe articolul [30].

În acest paragraf presupunem, în plus, c  ρ este saturat .

De�niµia 3.7. Spunem c  Lρ(X) este spaµiu Köthe-Bochner care este ³i spaµiu Hilbert dac :

1. Lρ(X) este spaµiu Banach.

2. Exist  un produs scalar (·|·) pe Lρ(X) cu proprietatea c , pentru orice f̃ ∈ Lρ(X),

avem ρ|f | =
∥∥∥f̃∥∥∥ =

√
(f̃ |f̃).

De�niµia 3.8. (vezi [27]) Numim funcµie pondere, o funcµie w ∈ M+(µ) cu proprietatea c 

µ({t ∈ T | w(t) = 0}) = µ({t ∈ T | w(t) =∞}) = 0.

Teorema 3.9. Sunt echivalente:

1. Lρ(X) este spaµiu Hilbert.

2. Lρ ³i X sunt spaµii Hilbert.

Exemplul 3.10. (Forma spaµiilor Köthe-Bochner de ³iruri lρ(lr) care sunt spaµii Hilbert)

Consider m dou  norme funcµionale ρ, r : M+(card) → R+ astfel încât lρ(lr) este spaµiu

Hilbert. Prin urmare exist  funcµiile pondere u, v : N→ (0,∞) (deci u ≡ (an)n ³i v ≡ (bn)n,

unde 0 < an <∞, 0 < bn <∞ pentru orice n) cu proprietatea c  lρ(lr) ≡ {(xmn)m,n ⊂ K

∣∣∣∣∑
m,n

ambn|xmn|2 <∞}.

Pe lρ(lr) avem norma ‖(xmn)m,n‖ =

(∑
m,n

ambn|xmn|2
) 1

2

³i produsul scalar

((xmn)m,n, (ymn)m,n) =
∑
m,n

ambnxmnymn. �

În continuare vom da dou  exemple de spaµii Köthe-Bochner lρ(lr), unde ρ ³i r sunt

norme funcµionale ρ, r : M+(card)→ R+ astfel încât, sau lρ, sau lr nu este spaµiu Hilbert ³i

identitatea paralelogramului nu este satisf cut .

Exemplul 3.11. Consider m ρ(u) = sup
n
u(n) ³i r(u) =

(
∞∑
n=1

u(n)2

) 1
2

pentru orice u ∈

M+(card). Deci lρ = l∞, lr = l2 ³i l∞ nu este spaµiu Hilbert. Fie f, g : N→ l2,

f(m) = (1
1
, 1

2
, ..., 1

m
, 0, 0, ...) (i.e. f ≡ (xmn)m,n, unde xmn =

1

n
dac  n ≤ m ³i xmn = 0

dac  n > m),
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g(m) = (0, 0, ..., 0, 1
m+1

, 1
m+2

, ...) (i.e. g ≡ (ymn)m,n, unde ymn = 0 dac  n ≤ m ³i ymn =
1

n
dac  n > m).

Avem 2(‖f‖2 + ‖g‖2) = 2
π2

3
− 2 6= π2

3
= ‖f + g‖2 + ‖f − g‖2. �

Exemplul 3.12. Fie ρ(u) =

(
∞∑
n=1

u(n)2

) 1
2

³i r(u) = sup
n
u(n) pentru orice u ∈ M+(card).

Deci lρ = l2 ³i lr = l∞. Consider m f, g : N→ l∞,

f(m) = ( 1
m+1

, 1
m+2

, ..., 1
2m
, 0, 0, ...) (i.e. f ≡ (xmn)m,n, unde xmn =

1

m+ n
dac  n ≤ m ³i

xmn = 0 dac  n > m),

g(m) = (0, 0, ..., 0, 1
2m+1

, 1
2m+2

, ...) (i.e. g ≡ (ymn)m,n, unde ymn = 0 dac  n ≤ m ³i

ymn =
1

m+ n
dac  n > m).

Avem 2(‖f‖2 + ‖g‖2) =
7π2

12
− 4 6= π2

3
− 2 = ‖f + g‖2 + ‖f − g‖2. �

3.3 Spaµii Köthe-Bochner care sunt spaµii hilbertabile

Rezultatele din acest paragraf sunt publicate în articolul [30].

Presupunem din nou c  ρ este saturat .

De�niµia 3.13. Spunem c  (X, ‖ ‖) este hilbertabil dac  exist  o norm  |‖ |‖ pe X care

este echivalent  cu ‖ ‖ ³i (X, |‖ |‖) este spaµiu Hilbert.

Teorema 3.14. Consider m urm toarele a�rmaµii:

1. Lρ(X) este hilbertabil.

2. Lρ ³i X sunt hilbertabile.

Atunci 1.⇒ 2. Implicaµia 2.⇒ 1. este adev rat  în cazul în care Lρ este tare hilbertabil

(i.e. exist  o norm  funcµional  ρ1 : M+(µ) → R+ astfel încât ρ1 este echivalent  cu ρ ³i

Lρ1 este spaµiu Hilbert).

3.4 Aproximarea spaµiilor Köthe-Bochner Lρ(X) în cazul

în care X are baz  Schauder

Acest paragraf este bazat pe articolul [29].
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Presupunem c  X are baza Schauder (en)n≥1. Pentru orice n de�nim proiecµia canonic 

Pn : X → X, Pn

(
∞∑
i=1

αiei

)
=

n∑
i=1

αiei. Este cunoscut faptul c  (Pn)n≥1 este un ³ir m rginit,

i.e. sup
n
‖Pn‖o = M < ∞ (M se nume³te constanta bazei Schauder (en)n). Pentru orice

funcµie f : T → X de�nim fn : T → X, fn(t) = (Pn ◦ f)(t).

Remarca 3.15. Dac  X este un spaµiu Banach de ³iruri, în multe cazuri avem:

a) en ∈ X pentru orice n, unde en = (0, 0, ..., 0, 1, 0, ...), cu 1 pe poziµia a n−a.
b) (en)n≥1 este baz  Schauder pentru X.

În acest caz vom spune c  (en)n este baza Schauder canonic  a lui X. �

Teorema 3.16. Fie f ∈ Lρ(X). Avem scrierea unic  f =
∞∑
i=1

aiei (convergenµ  punctual ),

unde ai ∈ Lρ pentru orice i.

Lema 3.17. (vezi [80]) Dac  ρ este de tip absolut continuu, f ∈ Lρ(X), (fn)n ⊂ MX(µ)

astfel încât fn −→
n
f µ − a.p.t. ³i exist  o constant  c > 0 cu proprietatea c  |fn| ≤ c|f |

µ − a.p.t. pentru orice n atunci fn −→
n
f în Lρ(X) (în particular dac  ρ este de tip absolut

continuu atunci S(T,X) ∩ Lρ(X) este dens în Lρ(X)).

Teorema 3.18. (Teorema de Aproximare) Dac  ρ este de tip absolut continuu atunci fn −→
n
f

în Lρ(X) pentru orice f ∈ Lρ(X).

Remarca 3.19. Condiµia "ρ de tip absolut continuu" nu poate � eliminat  din teorema

precedent  dup  cum arat  urm torul contraexemplu. �

Contraexemplul 3.20. Consider m (T, T , µ) = (N,P(N), card). Fie ρ : M+(card)→ R+,

ρ(u) = sup
n
u(n), care nu este de tip absolut continuu. Fie X = l2 cu baza Schauder canonic .

Fie f ∈ lρ(X), f(m) = em. Atunci f =
∞∑
i=1

aiei, ai = ϕ{i}, fn =
n∑
i=1

aiei, deci ρ|f − fn| = 1

pentru orice n. �

Exemplul 3.21. (Exemplu concret) Consider m spaµiul cu m sur  discret  (N,P(N), card).

Fie norma funcµional  ρ : M+(card) → R+, ρ(u) = ‖u‖1, care este de tip absolut continuu.

Fie X un spaµiu Lorentz de ³iruri de�nit dup  cum urmeaz 

Consider m un ³ir w = (wn)n ⊂ R+ astfel încât wn ↓ 0 ³i
∞∑
n=1

wn =∞.
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Fie 1 ≤ p < ∞. De�nim norma funcµional  ρ1 : M+(card) → R+, ρ1(u) =

sup

(
∞∑
n=1

u(π(n))pwn

) 1
p

, supremumul �ind considerat dup  toate bijecµiile π : N→ N. Este

cunoscut faptul c  ρ1 are proprietatea Riesz-Fischer (vezi [27]).

Fie spaµiul Köthe lρ1
def
= d(w, p) = {u : N→ K | ρ1|u| <∞}. Deoarece ρ1 are proprietatea

Riesz-Fischer rezult  c  d(w, p) este spaµiu Banach. Numim d(w, p) spaµiu Lorentz de ³iruri

(vezi [27]). Pentru acest spaµiu (en)n este baz  Schauder. În plus ‖en‖ = w
1
p

1 pentru orice n.

Cum d(w, p) ⊂ c0 putem calcula norma în d(w, p) dup  urm toarea formul : ‖u‖ =

ρ1|u| =

(
∞∑
n=1

(|u(n)|∗)pwn

) 1
p

, unde (|u(n)|∗)n este rearanjarea descresc toare a ³irului

(|u(n)|)n.
Fie X = d(w, p) cu 1 ≤ p <∞ arbitrar �xat ³i w = (wn)n, wn =

1

n
.

Consider m spaµiul Köthe-Bochner de ³iruri lρ(d(w, p)).

Fie t ∈ K cu |t| < 1.

De�nim funcµia f : N → d(w, p), f(m) = am = (am,n)n≥1, unde, pentru orice m ∈ N,
am,n = 0 dac  1 ≤ n ≤ m ³i am,n = tn dac  n > m.

Avem ρ|f − fn| ≤ n|t|n+1 1

(1− |t|p)
1
p (1− |t|)

−→
n

0.

Fie ε > 0 arbitrar �xat. C ut m un nivel critic pentru n astfel încât s  avem ρ|f−fn| < ε.

Este su�cient s  avem n|t|n+1 1

(1− |t|p)
1
p (1− |t|)

< ε.

Dup  câteva calcule obµinem c  este su�cient s  avem n >
2|t|2

(1− |t|p)
1
p (1− |t|)3

· 1

ε
− 1.

Aplic m formula obµinut  pe un caz numeric concret.

Fie t =
1

2
, p = 2 ³i ε = 0, 01 =

1

100
.

Avem
2|t|2

(1− |t|p)
1
p (1− |t|)3

· 1

ε
− 1 =

800√
3
− 1 ≈ 460, 88021.

A³adar, dac  n ≥ 461, avem ρ|f − fn| <
1

100
. �

Remarca 3.22. Calculul nu este foarte precis ³i, de aceea, se obµine un nivel critic pentru

n prea mare. Dac  lucr m direct, pentru n ≥ 70, avem ρ|f − fn| <
1

100
. �
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Capitolul 4

Dualul unui spaµiu Köthe-Bochner

4.1 Preliminarii

Fie (T, T , µ) un spaµiu cu m sur  σ− �nit  ³i complet .

De�niµia 4.1. (vezi [27]) Fie ρ : M+(µ)→ R+ o seminorm  funcµional . De�nim seminorma

funcµional  asociat  lui ρ, ρ′ : M+(µ)→ R+,

ρ′(u) = sup

{ˆ
uvdµ

∣∣∣∣ v ∈M+(µ), ρ(v) ≤ 1

}
.

Avem urm toarea teorem .

Teorema 4.2. (vezi [27]) Fie ρ : M+(µ)→ R+ o seminorm  funcµional . Sunt echivalente:

1. ρ este norm  funcµional  saturat .

2. ρ′ este norm  funcµional  saturat .

Urm toarea teorem  este prezentat  într-o variant  u³or diferit  faµ  de [41]. Vom folosi,

în cele ce urmeaz , abrevierea RNP pentru proprietatea Radon-Nikodym.

Teorema 4.3. (Teorema de Localizare) Fie (T, T , µ) un spaµiu cu m sur  �nit  (m sura µ

poate s  nu �e complet ) ³i Y un spaµiu Banach. Urm toarele a�rmaµii sunt echivalente:

1. Y are RNP în raport cu (T, T , µ).

2. Pentru orice m sur  σ− aditiv  m : T → Y cu variaµie m rginit  astfel încât m ≺ µ

³i pentru orice A ∈ T cu µ(A) > 0 exist  T 3 B ⊂ A cu proprietatea c  µ(B) > 0 ³i exist 

hB ∈ L1(Y, µB) astfel încât mB = hBµB.

Fie ρ : M+(µ) → R+ o norm  funcµional  saturat  (deci ρ′ este norm  funcµional 

saturat ) ³i X un spaµiu Banach.
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4.2 Calculul normei în Lρ′(X
′)

De�nim, pentru orice funcµii µ− m surabile f : T → X, g : T → X ′, funcµia µ−
m surabil  (f, g) : T → K, (f, g)(t) = g(t)(f(t)).

Teorema 4.4. Fie f : T → X, g : T → X ′ dou  funcµii µ− m surabile.

1. Avem
ˆ
|(f, g)|dµ ≤

ˆ
|f ||g|dµ ≤ ρ|f |ρ′|g|.

2. Dac  (f, g) este µ− integrabil  avem

∣∣∣∣ˆ (f, g)dµ

∣∣∣∣ ≤ ˆ |(f, g)|dµ ≤
ˆ
|f ||g|dµ ≤

ρ|f |ρ′|g|.
3. Dac  (f, g) este µ− integrabil  pentru orice f ∈ Lρ(X) (de exemplu dac  g ∈ Lρ′(X ′)

a�rmaµia este adev rat ) avem

sup

{ ∣∣∣∣ˆ (f, g)dµ

∣∣∣∣ ∣∣∣∣ f ∈ Lρ(X), ρ|f | ≤ 1

}
= sup

{ˆ
|(f, g)|dµ

∣∣∣∣ f ∈ Lρ(X),

ρ|f | ≤ 1

}
≤ ρ′|g|.

4. Presupunem c  g ∈ Lρ′(X ′). De�nim Tg : Lρ(X) → K, Tg(f̃) =

ˆ
(f, g)dµ pentru

orice reprezentant f ∈ f̃ (de�niµia este corect ). Atunci Tg este liniar  ³i continu  ³i, în

plus, avem ‖Tg‖o ≤ ρ′|g|.

Teorema urm toare ne arat  c , în anumite situaµii, la punctul 3. din Teorema 4.4 avem

egalitate.

Teorema 4.5. (Calculul normei în Lρ′(X ′)) Presupunem c  ρ′ este de tip absolut continuu.

Atunci, pentru orice g ∈ Lρ′(X ′), calcul m norma lui g̃ în Lρ′(X ′) astfel:

‖g̃‖ = ρ′|g| = sup

{ ∣∣∣∣ˆ (f, g)dµ

∣∣∣∣ ∣∣∣∣ f ∈ Lρ(X), ρ|f | ≤ 1

}
=sup

{ˆ
|(f, g)|dµ

∣∣∣∣ f ∈ Lρ(X),

ρ|f | ≤ 1

}
.

4.3 Scufundarea lui Lρ′(X
′) în (Lρ(X))′

În cele ce urmeaz  vom utiliza Teoremele 4.4 ³i 4.5 pentru a scufunda pe Lρ′(X ′) în

(Lρ(X))′. Avem nevoie, pentru acest lucru, de câteva preg tiri.

Pentru orice g̃ ∈ Lρ′(X
′) de�nim Hg̃ : Lρ(X) → K, Hg̃(f̃) =

ˆ
(f, g)dµ pentru orice

reprezentanµi g ∈ g̃, f ∈ f̃ .
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Fie acum g̃ ∈ Lρ′(X ′) ³i �e g ∈ g̃. Conform Teoremei 4.4, Hg̃(f̃) = Tg(f̃) pentru orice

f̃ ∈ Lρ(X).

Teorema 4.6. (Scufundarea lui Lρ′(X ′) în (Lρ(X))′) 1. Pentru orice g̃ ∈ Lρ′(X ′) funcµionala
Hg̃ : Lρ(X)→ K,

Hg̃(f̃) =

ˆ
(f, g)dµ

(pentru orice reprezentanµi f ∈ f̃ , g ∈ g̃) este liniar  ³i continu  ³i

‖Hg̃‖o ≤ ‖g̃‖.

2. Dac  ρ′ este de tip absolut continuu atunci, pentru orice g̃ ∈ Lρ′(X ′), avem

‖Hg̃‖o = ‖g̃‖.

A³adar aplicaµia liniar  Ω : Lρ′(X
′) → (Lρ(X))′, Ω(g̃) = Hg̃ este o izometrie. Spunem

c  Lρ′(X ′) este scufundat în (Lρ(X))′ (via Ω).

4.4 Identi�carea dualului unui spaµiu Köthe-Bochner cu

spaµiul Köthe-Bochner asociat

Teorema 4.6 arat  c , în cazul în care ρ′ este de tip absolut continuu, spaµiul Lρ′(X ′)

se scufund  în Lρ(X) (via Ω). Întrebarea �reasc  ce se pune este dac  Ω este surjecµie

(i.e. bijecµie) devenind astfel un izomor�sm liniar ³i izometric (identi�care între Lρ′(X ′) ³i

(Lρ(X))′).

Notaµie. Vom scrie

(Lρ(X))′ ≡ Lρ′(X
′)

pentru a nota faptul c  Ω este bijecµie. În acest caz spaµiile (Lρ(X))′ ³i Lρ′(X ′) sunt "iden-

tice".

Urm toarea teorem  prezint  un caz în care (Lρ(X))′ ≡ Lρ′(X
′).

Teorema 4.7. Presupunem c  X ′ are RNP ³i normele funcµionale ρ ³i ρ′ sunt de tip absolut

continuu. Atunci

(Lρ(X))′ ≡ Lρ′(X
′).
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Un caz particular când Teorema 4.7 se aplic  este cel al spaµiilor Lebesgue-Bochner. Mai

exact �e 1 < p <∞ ³i �e q conjugatul lui p, i.e.
1

p
+

1

q
= 1. Fie ρ = ‖ ‖p. Atunci ρ′ = ‖ ‖q

³i ρ ³i ρ′ sunt norme funcµionale saturate, de tip absolut continuu. Deci avem urm torul

corolar.

Corolarul 4.8. Presupunem c  X ′ are RNP . Fie 1 < p < ∞ ³i �e q conjugatul lui p,

1 < q <∞. Atunci (Lp(X,µ))′ ≡ Lq(X ′, µ). �

Teorema urm toare este "un fel de reciproc " pentru Teorema 4.7, mai exact pentru

Corolarul 4.8.

Consider m spaµiul cu m sur  (�nit  ³i complet ) ([0, 1],Σ, λ), unde Σ = σ− algebra

mulµimilor m surabile Lebesgue ale intervalului [0, 1], iar λ : Σ→ R+ este m sura Lebesgue

pe [0, 1].

Teorema 4.9. Presupunem c  X are urm toarea proprietate: exist  1 ≤ p <∞ astfel încât

(Lp(X,λ))′ ≡ Lq(X ′, λ), unde
1

p
+

1

q
= 1. Atunci X ′ are RNP .

Teorema 4.10. (Teorem  de sintez ) Fie X un spaµiu Banach. Sunt echivalente:

1. X ′ are RNP .

2. Pentru orice spaµiu cu m sur  σ− �nit  ³i complet  (T, T , µ) ³i pentru orice norm 

funcµional  saturat  ρ : M+(µ)→ R+ cu proprietatea c  ρ ³i ρ′ sunt de tip absolut continuu

avem

(Lρ(X))′ ≡ Lρ′(X
′).

4.5 Re�exivitatea spaµiilor Köthe-Bochner

Teorema 4.11. Sunt echivalente:

1. Lρ(X) este re�exiv.

2. Lρ ³i X sunt re�exive.
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Capitolul 5

Operatori liniari ³i continui pe spaµii

Köthe-Bochner

Fie (T, T , µ) un spaµiu cu m sur  σ− �nit  ³i complet  ³i ρ : M+(µ) → R+ o norm 

funcµional .

Not m Tρ = {A ∈ T | ρ(A) <∞}. Se observ  imediat c  Tρ este un inel de mulµimi.

5.1 Generalizarea noµiunilor de variaµie ³i semivariaµie

Fie X, E, F spaµii Banach nenule astfel încât X ↪→ L(E,F ).

Pentru orice A ⊂ T not m EE(ρ,A) = {f : T → E | f =
n∑
i=1

ϕAixi, Ai ∈ Tρ mulµimi

mutual disjuncte, xi ∈ E ³i Ai ⊂ A pentru orice i}. Dac  A = T not m EE(ρ, T )
def
= EE(ρ).

În cazul E = K scriem E(ρ,A) în loc de EK(ρ,A) ³i E(ρ) în loc de EK(ρ).

Fie m : Tρ → X astfel încât m(φ) = 0 ³i �e A ⊂ T .

De�niµia 5.1. (De�niµie fundamental ) 1. Dac  f ∈ EE(ρ,A) astfel încât ρ|f | ≤ 1 spunem

c  f este (ρ, E,A)− de�nit .

2. De�nim (ρ, (E,F ))− variaµia luim pe mulµimea A ca �ind elementulmρ,(E,F )(A) ∈ R+,

unde mρ,(E,F )(A) = sup

{ n∑
i=1

‖m(Ai)(xi)‖
∣∣∣∣ f =

n∑
i=1

ϕAixi este (ρ, E,A)− de�nit 
}
.

3. De�nim (ρ, (E,F ))− semivariaµia luim pe mulµimea A ca �ind elementul m̃ρ,(E,F )(A) ∈

R+, unde m̃ρ,(E,F )(A) = sup

{∥∥∥∥∥
n∑
i=1

m(Ai)(xi)

∥∥∥∥∥
∣∣∣∣ f =

n∑
i=1

ϕAixi este (ρ, E,A)− de�nit 
}
.
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Remarca 5.2. În cazul X ≡ L(K,X), i.e. E = K, F = X avem, pentru orice A ⊂ T ,

mρ,(K,X)(A) = sup

{ n∑
i=1

|αi| ‖m(Ai)‖
∣∣∣∣ f =

n∑
i=1

ϕAiαi este (ρ,K,A)− de�nit 
}
.

�

Teorema 5.3. (Invarianµa variaµiei relativ la scufundare) Pentru orice scufundare X ↪→
L(E,F ) ³i pentru orice A ⊂ T avem mρ,(E,F )(A) = mρ,(K,X)(A).

Vom notamρ
def
= mρ,(E,F ) pentru orice scufundare X ↪→ L(E,F ) ³i vom spune ρ− variaµie

în loc de (ρ, (E,F ))− variaµie.

5.2 Propriet µi ale ρ− variaµiei ³i ale (ρ, (E,F ))− semiva-

riaµiei

Presupunem c  X ↪→ L(E,F ).

1. m̃ρ,(E,F )(φ) = mρ(φ) = 0.

2. Pentru orice A ⊂ B ⊂ T avem m̃ρ,(E,F )(A) ≤ m̃ρ,(E,F )(B) ³i mρ(A) ≤ mρ(B).

3. Pentru orice A ⊂ T avem m̃ρ,(E,F )(A) = 0⇔ mρ(A) = 0⇔ ∀Tρ 3 B ⊂ A, m(B) = 0.

4. Fie A ∈ Tρ.
a) Avem implicaµia (µ(A) = 0 ³i m(A) 6= 0)⇒ (µ(A) = 0 ³i m̃ρ,(E,F )(A) =∞).

b) Se presupune c  µ(A) = 0. Atunci: i) m̃ρ,(E,F )(A) <∞⇔ m̃ρ,(E,F )(A) = 0.

ii) mρ(A) <∞⇔ mρ(A) = 0.

Remarca 5.4. Implicaµia de la 4. a) nu admite reciproc . Fie T = {a, b} cu a 6= b,

E = F = X = K, T = P(T ), µ ≡ 0, ρ ≡ 0 (deci Tρ = T ) ³i �e m : T → K, m({a}) = 1,

m({b}) = −1, m(T ) = m(φ) = 0. Fie B
def
= {b}. Avem µ(B) = 0 ³i m(B) = −1, deci,

conform propriet µii 4. a), avem c  m̃ρ,(E,F )(B) =∞.

Avem m̃ρ,(E,F )(T ) =∞, µ(T ) = 0 ³i m(T ) = 0. �

5. a) m̃(E,F ) ≤ m̃‖ ‖∞,(E,F ) (m̃(E,F ) este (E,F )− semivariaµia lui m).

b) m ≤ m‖ ‖∞ (m este variaµia lui m).

6. Fie A ∈ P(T ). Presupunem c , pentru orice T 3 B ⊂ A, avem implicaµia: (µ(B) =

0)⇒ (m(B) = 0). Atunci: a) m̃(E,F )(A) = m̃‖ ‖∞,(E,F )(A).

b) m(A) = m‖ ‖∞(A).
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7. Fie A ⊂ T ³i �e f =
n∑
i=1

ϕAixi ∈ EE(ρ,A). Atunci: a)

∥∥∥∥∥
n∑
i=1

m(Ai)(xi)

∥∥∥∥∥ ≤
m̃ρ,(E,F )(A)ρ|f |, cu excepµia cazului m̃ρ,(E,F )(A) =∞ ³i ρ|f | = 0.

b)
n∑
i=1

‖m(Ai)‖o ‖xi‖ ≤ mρ(A)ρ|f |, cu excepµia cazului mρ(A) =∞ ³i ρ|f | = 0.

8. Fie A ∈ Tρ. Avem implicaµia

(µ(A) 6= 0 sau m(A) = 0)⇒(‖m(A)‖o ≤ m̃ρ,(E,F )(A)ρ(A) ≤ mρ(A)ρ(A)).

8′. Pentru orice A ∈ Tρ avem ‖m(A)‖o ≤ m̃ρ,(E,F )(A)ρ(A) ≤ mρ(A)ρ(A), cu excepµia

cazului µ(A) = 0 ³i m̃ρ,(E,F )(A) =∞.

9. Reamintim c  τ (Tρ)
def
= {A ⊂ T | A ∩ B ∈ Tρ pentru orice B ∈ Tρ}. Dac  m este

aditiv  atunci mρ ³i m̃ρ,(E,F ) sunt subaditive pe τ (Tρ). Mai mult m‖ ‖∞ este aditiv  pe T .
Dac  m este σ− aditiv  atunci mρ ³i m̃ρ,(E,F ) sunt σ− subaditive pe τ (Tρ) (în mod

extins). Mai mult m‖ ‖∞ este σ− aditiv  pe T .
10. Fie m, n : Tρ → X astfel încât m(φ) = n(φ) = 0 ³i �e α ∈ K.

Atunci: a) ˜(m+ n)ρ,(E,F ) ≤ m̃ρ,(E,F ) + ñρ,(E,F ) ³i (̃αm)ρ,(E,F ) = |α|m̃ρ,(E,F ).

b) (m+ n)ρ ≤ mρ + nρ ³i (αm)ρ = |α|mρ.

11. Dac  F = K atunci mρ = m̃ρ,(E,F ).

12. Presupunem c  ρ este de tip absolut continuu, m̃ρ,(E,F )(A) <∞ pentru orice A ∈ Tρ
³i m este aditiv . Atunci m este σ− aditiv  ³i m ≺ µ (0− 0).

5.3 Operaµii liniare ³i continue pe Lρ(E)

Fie m : Tρ → L(E,F ) o m sur  aditiv .

De�niµia 5.5. 1. Fie f =
n∑
i=1

ϕAixi ∈ EE(ρ). De�nim
ˆ
fdm

def
=

n∑
i=1

m(Ai)(xi) ∈ F .

2. Fie ϕ =
n∑
i=1

ϕAiαi ∈ E(ρ). De�nim
ˆ
ϕdm

def
=

n∑
i=1

αim(Ai) ∈ L(E,F ).

Propoziµia 5.6. Presupunem c  m̃ρ,(E,F )(T ) <∞.

1. Dac  (fn)n ⊂ EE(ρ) este ³ir Cauchy în Lρ(E) atunci
(ˆ

fndm

)
n

este ³ir Cauchy în

F .

1′. Dac  (ϕn)n ⊂ E(ρ) este ³ir Cauchy în Lρ atunci
(ˆ

ϕndm

)
n

este ³ir Cauchy în

L(E,F ).
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2. Presupunem c  ρ are proprietatea Riesz-Fischer. Dac  (fn)n ⊂ EE(ρ) ³i (gn)n ⊂ EE(ρ)

sunt ³iruri Cauchy în Lρ(E) ³i (fn)n ³i (gn)n converg µ− a.p.t. c tre aceea³i funcµie atunci

lim
n→∞

ˆ
fndm = lim

n→∞

ˆ
gndm.

2′. Presupunem c  ρ are proprietatea Riesz-Fischer. Dac  (ϕn)n ⊂ E(ρ) ³i (ψn)n ⊂ E(ρ)

sunt ³iruri Cauchy în Lρ ³i (ϕn)n ³i (ψn)n converg µ − a.p.t. c tre aceea³i funcµie atunci

lim
n→∞

ˆ
ϕndm = lim

n→∞

ˆ
ψndm.

3. Dac  (fn)n ⊂ EE(ρ) ³i (gn)n ⊂ EE(ρ) converg în Lρ(E) c tre aceea³i funcµie atunci

lim
n→∞

ˆ
fndm = lim

n→∞

ˆ
gndm.

3′. Dac  (ϕn)n ⊂ E(ρ) ³i (ψn)n ⊂ E(ρ) converg în Lρ c tre aceea³i funcµie atunci

lim
n→∞

ˆ
ϕndm = lim

n→∞

ˆ
ψndm.

În continuare presupunem c  ρ este de tip absolut continuu.

De�niµia 5.7. Presupunem c  m̃ρ,(E,F )(T ) <∞. Pentru orice f ∈ Lρ(E) (respectiv pentru

orice ϕ ∈ Lρ) de�nim
ˆ
fdm

def
= lim

n→∞

ˆ
fndm (respectiv

ˆ
ϕdm = lim

n→∞

ˆ
ϕndm), unde

(fn)n ⊂ EE(ρ) astfel încât fn −→
n
f în Lρ(E) (respectiv (ϕn)n ⊂ E(ρ) astfel încât ϕn −→

n
ϕ în

Lρ).

Fie U : Lρ(E)→ F un operator liniar.

De�nim ‖U‖ρ = sup

{∥∥∥∥∥
n∑
i=1

U(ϕAixi)

∥∥∥∥∥
∣∣∣∣ f =

n∑
i=1

ϕAixi ∈ EE(ρ), ρ|f | ≤ 1

}
³i |‖U |‖ρ =

sup

{ n∑
i=1

‖U(ϕAixi)‖
∣∣∣∣ f =

n∑
i=1

ϕAixi ∈ EE(ρ), ρ|f | ≤ 1

}
.

Deoarece ρ este de tip absolut continuu,

‖U‖ρ = sup

{
‖U(f)‖

∣∣∣∣ f ∈ Lρ(E), ρ|f | ≤ 1

}
.

A³adar ‖U‖ρ ≤ |‖U |‖ρ ≤ ∞.

Propoziµia 5.8. 1. Dac  F = K atunci ‖U‖ρ = |‖U |‖ρ.
2. Dac  ρ = ‖ ‖1 atunci ‖U‖ρ = |‖U |‖ρ.

Propoziµia 5.9. 1. |‖U |‖ρ = sup

{ n∑
i=1

‖U(ϕAif)‖
∣∣∣∣ f ∈ Lρ(E), ρ|f | ≤ 1, Ai ∈ T pentru

orice i = 1, 2, ..., n, Ai ∩ Aj = φ pentru orice i 6= j

}
.
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2. |‖U |‖ρ = sup

{ n∑
i=1

‖U(ϕixi)‖
∣∣∣∣ ϕi ∈ Lρ, ρ

∣∣∣∣∣
n∑
i=1

ϕi

∣∣∣∣∣ ≤ 1, ϕiϕj = 0 pentru orice i 6= j,

xi ∈ E, ‖xi‖ ≤ 1 pentru orice i = 1, 2, ..., n

}
.

3. |‖U |‖ρ = sup

{ n∑
i=1

‖U(ϕif)‖
∣∣∣∣ f ∈ Lρ(E), ρ|f | ≤ 1, ϕi sunt funcµii scalare µ−

m surabile cu |ϕi| ≤ 1 pentru orice i = 1, 2, ..., n ³i ϕiϕj = 0 pentru orice i 6= j

}
.

4. |‖U |‖ρ = sup

{ n∑
i=1

‖U(fi)‖
∣∣∣∣ fi ∈ Lρ(E), ρ

∣∣∣∣∣
n∑
i=1

fi

∣∣∣∣∣ ≤ 1, |fi||fj| = 0 pentru orice

i 6= j

}
.

Remarca 5.10. Rezultate similare se obµin pentru ‖U‖ρ. �

Teorema 5.11. Exist  un izomor�sm liniar U ←→ m între spaµiul vectorial al aplicaµiilor

liniare ³i continue U : Lρ(E) → F (i.e. ‖U‖ρ < ∞) ³i spaµiul vectorial al m surilor σ−

aditive m : Tρ → L(E,F ) cu m̃ρ,(E,F )(T ) <∞ dat de egalitatea U(f) =

ˆ
fdm.

Dac  U ³i m sunt ca mai sus atunci ‖U‖ρ = m̃ρ,(E,F )(T ) ³i |‖U |‖ρ = mρ(T ).

Corolarul 5.12. Exist  un izomor�sm liniar U ←→ m între spaµiul vectorial al aplicaµiilor

liniare U : Lρ(E) → F cu |‖U |‖ρ < ∞ ³i spaµiul vectorial al m surilor σ− aditive m :

Tρ → L(E,F ) cu mρ(T ) <∞ dat de U(f) =

ˆ
fdm. Dac  U ³i m sunt ca mai sus atunci

‖U‖ρ = m̃ρ,(E,F )(T ) ³i |‖U |‖ρ = mρ(T ).

Acum putem stabili o leg tur  între rezultatele obµinute în acest capitol ³i rezultatele

obµinute în capitolul 4.

Teorema 5.13. Presupunem c  ρ ³i ρ′ sunt de tip absolut continuu ³i c  E ′ are RNP . Fie

U : Lρ(E)→ K un operator liniar ³i continuu.

a) Conform Teoremei 4.7 exist  o funcµie (unic  µ − a.p.t.) g ∈ Lρ′(E ′) astfel încât

U(f) =

ˆ
(f, g)dµ pentru orice f ∈ Lρ(E).

b) Conform Teoremei 5.11 exist  o unic  m sur  σ− aditiv  m : Tρ → E ′ cu mρ(T ) <∞

astfel încât U(f) =

ˆ
fdm pentru orice f ∈ Lρ(E).

Atunci m = gµ, i.e. m(A) =

ˆ
A

gdµ pentru orice A ∈ Tρ.
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Teorema 5.14. Exist  o aplicaµie liniar , continu  ³i injectiv  Ω : L(Lρ(E), F ) →
L(Lρ,L(E,F )) de�nit  astfel: pentru orice U ∈ L(Lρ(E), F ) elementul U∗ = Ω(U) ∈
L(Lρ,L(E,F )) este unic determinat de U∗(ϕ)(x) = U(ϕx) pentru orice ϕ ∈ Lρ ³i pentru

orice x ∈ E. Avem ‖U∗‖ρ ≤ ‖U‖ρ, deci ‖Ω‖o ≤ 1.

Vom studia mai precis leg tura între U ³i U∗.

Teorema 5.15. Fie U ∈ L(Lρ(E), F ) ³i �e m : Tρ → L(E,F ) m sura σ− aditiv  care-l

de�ne³te pe U , i.e. m̃ρ,(E,F )(T ) <∞ ³i U(f) =

ˆ
fdm pentru orice f ∈ Lρ(E).

Atunci, dac  U∗ = Ω(U), avem U∗(ϕ) =

ˆ
ϕdm pentru orice ϕ ∈ Lρ ³i ‖U∗‖ρ ≤ ‖U‖ρ,

|‖U∗|‖ρ = |‖U |‖ρ.

În continuare not m LL(Lρ(E), F ) = {U ∈ L(Lρ(E), F ) | |‖U |‖ρ < ∞} ³i

LL(Lρ,L(E,F )) = {H ∈ L(Lρ,L(E,F )) | |‖H|‖ρ <∞}.
Conform rezultatelor precedente avem injecµia liniar  ³i continu  V : LL(Lρ(E), F ) →

LL(Lρ,L(E,F )), V(U) = Ω(U). Vom ar ta c  V este bijecµie.

Teorema 5.16. Aplicaµia V : LL(Lρ(E), F ) → LL(Lρ,L(E,F )), V(U) = Ω(U) = U∗ este

bijecµie.

Pentru orice U ∈ LL(Lρ(E), F ) exist  o unic  m sur  σ− aditiv  m : Tρ → L(E,F ) cu

proprietatea c  mρ(T ) < ∞ ³i astfel încât U(f) =

ˆ
fdm, U∗(ϕ) =

ˆ
ϕdm pentru orice

f ∈ Lρ(E) ³i pentru orice ϕ ∈ Lρ.
În plus mρ(T ) = |‖U |‖ρ = |‖U∗|‖ρ <∞.

De�niµia 5.17. Un operator liniar ³i continuu V : Lρ → L(E,F ) se nume³te (ρ, E, F )−
natural dac  exist  un operator liniar ³i continuu U : Lρ(E) → F astfel încât V (ϕ)(x) =

U(ϕx) pentru orice ϕ ∈ Lρ ³i pentru orice x ∈ E (cu alte cuvinte V = U∗ sau echivalent,

V ∈ Ω(L(Lρ(E), F ))).

Teorema 5.18. Un operator liniar ³i continuu V : Lρ → E ′ este (ρ, E,K)− natural dac  ³i

numai dac  |‖V |‖ρ <∞.

În continuare vom studia un caz particular important. Cu aceast  ocazie vom prezenta

³i dou  exemple caracteristice.

Consider m (T, T , µ) = (N,P(N), card) ³i un spaµiu Banach X. Fie ρ : M+(card)→ R+

o norm  funcµional  cu proprietatea Riesz-Fischer. Putem de�ni spaµiile Köthe-Bochner de

³iruri lρ(X).
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Presupunem c  Tρ = {A ⊂ N | A este �nit }.

Aceast  condiµie este îndeplinit  dac  ρ = ‖ ‖p, 1 ≤ p <∞.

Teorema 5.19. Pentru orice operator liniar ³i continuu U : lρ → F avem c  |‖U |‖ρ < ∞
dac  ³i numai dac  (U(em))m ∈ lρ′(F ).

În continuare presupunem c  F = K, iar E este un spaµiu Banach. Prin urmare

L(lρ(E), F ) = lρ(E)′ = LL(lρ(E), K), L (lρ,L(E,K)) = L (lρ, E
′) ³i LL (lρ,L(E,K)) =

LL (lρ, E
′).

Am v zut mai sus c  V ∈ L(lρ, E
′) este (ρ, E,K)− natural dac  ³i numai dac  V ∈

LL(lρ, E
′), i.e. |‖V |‖ρ <∞.

Considerând Teoremele 5.18 ³i 5.19 obµinem urm toarea teorem .

Teorema 5.20. Fie V : lρ → E ′ un operator liniar ³i continuu. Atunci V este (ρ, E,K)−
natural dac  ³i numai dac  (V (em))m ∈ lρ′(E ′).

Consider m cazul particular: E = l2 ³i ρ = ‖ ‖2, deci E
′ ≡ E = l2 ³i ρ′ = ρ.

Exemplul 5.21. (Exemplu de operator V : l2 → (l2)′ ≡ l2 care nu este (‖ ‖2 , l
2, K)−

natural)

Fie V dat de matricea (apn)p,n, unde apn = 0 dac  p 6= n ³i app =
1
√
p
.

Atunci V (x = (xn)n) ≡
(
xn√
n

)
n

. Avem c  V este liniar, continuu ³i nu este (‖ ‖2 , l
2, K)−

natural.

�

Exemplul 5.22. (Exemplu de operator V : l2 → (l2)′ ≡ l2 care este (‖ ‖2 , l
2, K)− natural

³i are proprietatea c  ‖V ‖‖ ‖2 < |‖V |‖‖ ‖2 <∞)

Ideea este s  consider m operatori "�nit dimensionali". Anume, pentru un operator liniar

³i continuu V : l2 → (l2)′, matricea generatoare (apn)p,n are proprietatea c  apn = 0 dac 

p ≥ 3 sau n ≥ 3 (doar a11, a12, a21, a22 pot � nenuli).

Atunci, pentru orice ϕ = (ϕ1, ϕ2, ..., ϕn, ...) ∈ l2, avem V (ϕ) ≡ (a11ϕ1 + a12ϕ2, a21ϕ1 +

a22ϕ2, 0, ..., 0, ...).

Avem ‖V ‖‖ ‖2 =
1

2

(√
(a11 + a22)2 + (a12 − a21)2 +

√
(a11 − a22)2 + (a12 + a21)2

)
³i

|‖V |‖‖ ‖2 =
√
a2

11 + a2
21 + a2

12 + a2
22.

Fie a11 = 1, a22 = 2, a12 = 3, a21 = 4.

Atunci ‖V ‖‖ ‖2 =
1

2

(√
10 +

√
50
)
<
√

30 = |‖V |‖‖ ‖2 . �
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Capitolul 6

Elemente de cea mai bun  aproximare în

spaµii Köthe-Bochner

6.1 Schem  general  pentru mulµimi proximinale

Acest paragraf este bazat pe articolul [28].

De�niµia 6.1. (vezi [10], [134]) Fie (X, ‖ ‖) un spaµiu normat ³i �e φ 6= A ⊂ X, A 6= X o

mulµime închis . Pentru orice x ∈ X \ A de�nim mulµimea (posibil vid )

PA(x) = {a ∈ A | ‖x− a‖ = dist(x,A)},

unde dist(x,A) = inf{‖x− a‖ | a ∈ A} este distanµa între x ³i A. Un element a ∈ PA(x) se

nume³te element de cea mai bun  aproximare a lui x pe mulµimea A. Mulµimea închis  A

(φ 6= A ⊂ X, A 6= X) se nume³te proximinal  în X dac  PA(x) 6= φ pentru orice x ∈ X \ A
(dac  X se subînµelege spunem c  A este proximinal ).

Remarca 6.2. (vezi [10], [134]) 1. Dac X este un spaµiu normat ³i A ⊂ X este un subspaµiu

(vectorial) �nit dimensional atunci A este mulµime proximinal .

2. Dac  X este un spaµiu re�exiv atunci orice mulµime convex  ³i închis  φ 6= A ⊂ X,

A 6= X este proximinal . �

6.1.1 O metod  pentru a g si mulµimi proximinale

Schem  general . Fie un ³ir descresc tor de spaµii Banach (Xn, |‖ |‖n) (Xn+1 ⊂ Xn pentru

orice n) cu proprietatea c  X∞
def
=

∞⋂
n=1

Xn 6= {0}. Presupunem c , pentru orice x ∈ X∞,
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³irul (|‖x|‖n)n este cresc tor. De�nim X
def
= {x ∈ X∞ | sup

n
|‖x|‖n < ∞} ³i presupunem c 

X 6= {0}. Menµion m c  incluziunea X ⊂ X∞ este, în general, strict .

Pentru orice x ∈ X ³i pentru orice n ∈ N de�nim ‖x‖n
def
= |‖x|‖n ³i ‖x‖ def= lim

n→∞
|‖x|‖n =

sup
n
|‖x|‖n. Obµinem normele ‖ ‖ ³i ‖ ‖n pe X ³i avem ‖ ‖n ≤ ‖ ‖n+1 ≤ ‖ ‖ (deci ³irul

(‖ ‖n)n este cresc tor) cu ‖x‖ = lim
n→∞

‖x‖n = sup
n
‖x‖n pentru orice x ∈ X. Presupunem c 

(Xn, |‖ |‖n) sunt spaµii re�exive.

Fie φ 6= A ⊂ X, A 6= X astfel încât A este convex , m rginit  în (X, ‖ ‖) (deci A este

m rginit  în toate (Xn, |‖ |‖n)) ³i închis  (deci slab închis ) în (X, ‖ ‖) ³i în toate (Xn, |‖ |‖n).

Teorema 6.3. În condiµiile din Schema general  A este proximinal  în (X, ‖ ‖).

Caz particular al Schemei generale: Spaµiile Köthe. Fie (T, T , µ) un spaµiu

cu m sur  σ− �nit  ³i complet  ³i �e (ρn)n un ³ir cresc tor de norme funcµionale, ρn :

M+(µ) → R+ (i.e. ρn ≤ ρn+1 pentru orice n). Presupunem c  ρn are proprietatea Riesz-

Fischer pentru orice n. Obµinem ³irul descresc tor de spaµii Banach (Xn)n, unde Xn = Lρn

cu norma |‖ |‖n
def
= ‖ ‖ρn pentru orice n (

∥∥∥f̃∥∥∥
ρn

= ρn|f | pentru orice f ∈ f̃). Presupunem c 

X∞
def
=

∞⋂
n=1

Xn 6= {0}.

De�nim norma funcµional  ρ : M+(µ) → R+, ρ(u) = sup
n
ρn(u). Se observ  c  ρ are

proprietatea Riesz-Fischer, deci (X, ‖ ‖) = (Lρ, ‖ ‖ρ) este spaµiu Banach, unde X = {f̃ ∈

X∞

∣∣∣∣ sup
n

∥∥∥f̃∥∥∥
ρn
<∞}.

Presupunem c  toate spaµiile (Lρn , ‖ ‖ρn) sunt re�exive.

Fie 0 < M < ∞ ³i �e A ⊂ {f̃ ∈ Lρ
∣∣∣∣ ∥∥∥f̃∥∥∥

ρ
≤ M} o mulµime convex , închis  în Lρ ³i

închis  în toate spaµiile Lρn .

Observ m c  sunt îndeplinite condiµiile din Schema general  luând (Xn, |‖ |‖n), X∞,

X, ‖ ‖n, ‖ ‖ ³i A ca mai sus.

6.1.2 Aplicaµii

Modelul spaµiilor Lp(µ)

Acesta este un caz particular pentru modelul spaµiilor Köthe.

Teorema 6.4. Fie (T, T , µ) un spaµiu cu m sur  �nit  (i.e. µ(T ) <∞) ³i �e 0 < M <∞.

Atunci orice mulµime convex  A ⊂ {f̃ ∈ L∞(µ)

∣∣∣∣ ∥∥∥f̃∥∥∥∞ ≤ M}, care este închis  în toate
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Lp(µ), 1 ≤ p ≤ ∞, este proximinal  în L∞(µ).

Remarca 6.5. Subliniem faptul c  exist  mulµimi A care posed  propriet µile enumerate în

Teorema 6.4.

1. Fie A =

{
f̃ ∈ L∞(µ)

∣∣∣∣ ∥∥∥f̃∥∥∥∞ ≤M

}
.

2. Fie H ∈ T cu µ(H) > 0. Consider m

A =

{
f̃ ∈ L∞(µ)

∣∣∣∣ ∥∥∥f̃∥∥∥∞ ≤M , ϕ̃Hf = 0

}
.

�

Modelul spaµiilor Lorentz de ³iruri

Fie 1 ≤ p < ∞ ³i w = (wn)n un ³ir de numere reale astfel încât wn > 0 pentru orice

n, (wn)n este descresc tor, w ∈ c0 (i.e. wn −→
n

0) ³i
∞∑
n=1

wn = ∞. De exemplu putem lua

wn =
1

n
.

Reamintim c  d(w, p) = {x = (xn)n

∣∣∣∣ sup
π

(
∞∑
n=1

|xπ(n)|pwn

) 1
p

< ∞}, supremumul �ind

considerat dup  toate bijecµiile π : N→ N.
Se cunoa³te c  (d(w, p), ‖ ‖w,p) este un spaµiu Banach cu norma

‖x‖w,p = sup
π

(
∞∑
n=1

|xπ(n)|pwn

) 1
p

.

Norma lui d(w, p) se calculeaz  de cele mai multe ori folosind rearanjarea descresc toare

a unui ³ir de numere reale, pozitive, convergent c tre 0 (vezi Capitolul 3).

De acum înainte �x m w.

Teorema 6.6. Fie 0 < M < ∞. Orice mulµime convex  A ⊂ {x ∈ d(w, 1) | ‖x‖w,1 ≤ M},
care este închis  în toate spaµiile d(w, p), 1 ≤ p <∞, este proximinal  în d(w, 1).

Remarca 6.7. Exist  mulµimi care s  îndeplineasc  cerinµele din Teorema 6.6.

1. Fie A = {x ∈ d(w, 1) | ‖x‖w,1 ≤M}.
2. Fie A = {x = (xn)n ∈ d(w, 1) | ‖x‖w,1 ≤M ³i x2n = 0 pentru orice n ∈ N}. �
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6.2 Mulµimi proximinale în spaµii Köthe-Bochner de ³i-

ruri

Fie (T, T , µ) un spaµiu cu m sur  σ− �nit  ³i complet , ρ : M+(µ) → R+ o norm 

funcµional  ³i �e X un spaµiu Banach.

De�niµia 6.8. (vezi [27]) O mulµime nevid  A ⊂ Lρ(X) se nume³te solid  dac , pentru

orice f̃ ∈ A, pentru orice reprezentant f ∈ f̃ ³i pentru orice g ∈ MX(µ) cu proprietatea c 

‖g(t)‖ ≤ ‖f(t)‖ µ− a.p.t., avem g̃ ∈ A.

Consider m φ 6= H ∈ T . De�nim proiecµia PH : Lρ(X) → Lρ(X), PH(f̃) = ϕ̃Hf . Se

observ  c , sau PH = 0, sau ‖PH‖o = 1 ³i, în cazul în care A ⊂ Lρ(X) este solid , avem c 

PH(A) ⊂ A (dac  f̃ ∈ A, f ∈ f̃ ³i g ∈ PH(f̃) avem |g| ≤ |f | µ− a.p.t., deci g̃ ∈ A).

Teorema 6.9. Presupunem c  exist  un ³ir (Tn)n ⊂ T , (Tn)n cresc tor (i.e. Tn ⊂ Tn+1) cu⋃
n

Tn = T astfel încât PTn(Lρ(X)) este re�exiv pentru orice n. Presupunem, de asemenea,

c  ρ este de tip absolut continuu ³i ρ are proprietatea lui Fatou.

Fie A ⊂ Lρ(X), φ 6= A 6= Lρ(X) o mulµime solid , convex , m rginit  ³i închis . Atunci

A este proximinal .

Un rezultat aparent mai general este dat de teorema urm toare.

Teorema 6.10. Lucr m în ipotezele Teoremei 6.9. Fie P : Lρ(X) → Lρ(X) un proiector

cu proprietatea c  P (A) ⊂ A ³i P (Lρ(X)) este solid  (de exemplu putem lua P = PH , unde

H ∈ T ).
Atunci P (A) este proximinal .

Aplic m Teorema 6.9 pentru spaµiile Köthe de ³iruri lρ.

Teorema 6.11. Consider m spaµiul cu m sur  discret  (N,P(N), card) ³i ρ : M+(card)→
R+ o norm  funcµional  de tip absolut continuu ³i cu proprietatea lui Fatou. Dac  A ⊂ lρ,

φ 6= A 6= lρ este solid , convex , m rginit  ³i închis  atunci A este proximinal .

Remarca 6.12. Rezultatul din Teorema 6.11 este valabil ³i pentru spaµii Köthe-Bochner de

³iruri în cazul în care X este re�exiv. �
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Capitolul 7

Aplicaµii. Direcµii de cercetare

7.1 Divergenµele Tsallis ³i Rényi pentru polinoamele Ja-

cobi generalizate

Acest paragraf este bazat pe articolul [131].

Fie p = (p1, ..., pn) o distribuµie de probabilitate
(
pi ≥ 0 ³i

n∑
i=1

pi = 1

)
.

De�niµia 7.1. (vezi [142], [143]) De�nim entropia Tsallis discret  pentru distribuµia de

probabilitate p via

ST (p) = −
n∑
i=1

pi logT (pi),

unde logT este logaritmul Tsallis de�nit prin

logT (x) =


xα−1 − 1

α− 1
dac  x > 0

0 dac  x = 0

pentru orice α ∈ R \ {1}.

De�niµia 7.2. (vezi [142]) De�nim divergenµa Tsallis discret  via

DT (p) = nα−1

(
− logT

(
1

n

)
− ST (p)

)
.

De�niµia 7.3. (vezi [119], [124]) De�nim entropia Rényi discret  via
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SR(p) =
1

1− α
log

(
n∑
i=1

pαi

)

pentru orice α ∈ (0,∞) \ {1}.

De�niµia 7.4. (vezi [119]) De�nim divergenµa Rényi discret  via

DR(p) = log n− SR(p).

Mergând pe ideile din articolele [75] ³i [93] vom de�ni un ³ir de polinoame Jacobi gene-

ralizate qn(x) = knx
n + ..., kn > 0, n ∈ N ∪ {0} (i.e.

ˆ 1

−1

qm(x)qn(x)w(x)dx = δmn pentru

orice m,n ∈ N ∪ {0}, unde δmn este simbolul lui Kronecker ³i w(x)
def
= (1− x)u(1 + x)vh(x)

pentru orice x ∈ [−1, 1]; aici u, v > −1 ³i h este o funcµie real , analitic  ³i strict pozitiv  pe

intervalul [−1, 1]).

De�nim Kn(x, y) =
n−1∑
i=0

qi(x)qi(y).

Punând x = y în formula precedent  g sim a n−a funcµie Christo�el λn(x)
def
=

1

Kn(x, x)
.

Consider m distribuµia de probabilitate ψn(x) = (ψn,1(x), ..., ψn,n(x)), unde ψn,j(x) =

λn(x)q2
j−1(x) pentru orice j = 1, 2, ..., n.

În continuare ne propunem s  studiem comportamentul asimptotic al divergenµei Tsallis

DT (ψn(x)) (respectiv al divergenµei Rényi DR(ψn(x))) când n tinde la ∞ pentru orice x ∈
(−1, 1).

De acum înainte în acest paragraf, dac  x = cos θ ∈ (−1, 1), presupunem c  θ ∈ (0, π).

Teorema 7.5. Presupunem c  α ≥ 0. Limita lim
n→∞

DT (ψn(x)) exist  pentru orice x = cos θ ∈

(−1, 1). Not m DT∞(x)
def
= lim

n→∞
DT (ψn(x)).

Teorema 7.6. Limita lim
n→∞

DR(ψn(x)) exist  pentru orice x = cos θ ∈ (−1, 1). Not m

DR∞(x)
def
= lim

n→∞
DR(ψn(x)).

7.2 Spaµii Köthe-Bochner de�nite de o funcµie de entro-

pie

Fie (T, T , µ) un spaµiu cu m sur  σ− �nit  ³i complet  ³i �e X un spaµiu Banach.
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De�niµia 7.7. (vezi [19]) O funcµie E : T → R+ se nume³te quasi-funcµie de entropie pe

(T, T , µ) dac  are urm toarele propriet µi:

1. E(A) = 0⇔ µ(A) = 0 (absolut continuitate în raport cu µ).

2. E(A) ≤ E(B) pentru orice A,B ∈ T astfel încât A ⊂ B (monotonie).

3. Exist  c ≥ 1 astfel încât E(A ∪B) ≤ c (E(A) + E(B)) pentru orice A,B ∈ T .

4. E

(
∞⋃
i=1

Ai

)
= lim

i→∞
E(Ai) = sup

i
E(Ai) pentru orice ³ir cresc tor (Ai)i≥1 ⊂ T .

Dac  în proprietatea 3., c = 1 spunem c  E este funcµie de entropie.

În cele ce urmeaz  consider m o funcµie de entropie E.

Consider m o familie (At)t∈[0,∞) ⊂ T care este descresc toare: 0 ≤ s < t ⇒ At ⊂ As.

Rezult  c  funcµia h : [0,∞)→ R+, h(t) = E(At) este descresc toare.

Putem calcula integrala Lebesgue (not m λ
def
= m sura Lebesgue pe [0,∞))ˆ

hdλ
def
=

ˆ ∞
0

h(t)dt ≤ ∞ (7.1)

(dac  intervalul {t ∈ [0,∞) | h(t) =∞} are lungime strict pozitiv  integrala de la (7.1) este

automat egal  cu ∞).

De�nim ρE : M+(µ)→ R+,

ρE(u) =

ˆ ∞
0

E({t ∈ T | u(t) > s})ds. (7.2)

De�niµia 7.8. Fie ρ : M+(µ) → R+ o funcµie. Spunem c  ρ este quasi-norm  funcµional 

dac  îndepline³te propriet µile (pentru orice u, v ∈M+(µ) ³i pentru orice α ∈ [0,∞)):

1. ρ(u) = 0⇔ u(t) = 0 µ− a.p.t.
2. u ≤ v ⇒ ρ(u) ≤ ρ(v).

3. Exist  c ≥ 1 astfel încât ρ(u+ v) ≤ c (ρ(u) + ρ(v)).

4. ρ(αu) = αρ(u) (folosim convenµia 0 · ∞ = 0).

Pentru orice quasi-norm  funcµional  ρ de�nim spaµiul Lρ(X) = {f ∈ MX(µ) | ρ|f | <
∞}. Acesta se nume³te spaµiu quasi-Köthe-Bochner ³i este quasi-seminormat cu quasi-

seminorma f → ρ|f |. Spaµiul nul al acestei quasi-seminorme este NX(µ). Ca în cazul spa-

µiilor Köthe-Bochner de�nim spaµiul quasi-Köthe-Bochner Lρ(X) = Lρ(X)/NX(µ). Acesta

este quasi-normat cu quasi-norma f̃ →
∥∥∥f̃∥∥∥ = ρ|f | pentru orice reprezentant f ∈ f̃ .

De�niµia 7.9. Spunem c  quasi-norma funcµional  ρ : M+(µ) → R+ are proprietatea lui

Fatou dac , pentru orice ³ir cresc tor (un)n ⊂ M+(µ), avem ρ(u) = sup
n
ρ(un) = lim

n→∞
ρ(un),

unde u = sup
n
un (punctual) (not m un ↑ u).
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Teorema 7.10. Funcµia ρE este quasi-norm  funcµional  cu proprietatea lui Fatou.

Teorema 7.11. Funcµia ρE este norm  funcµional  dac  ³i numai dac  E este tare subaditiv 

(i.e. pentru orice A, B ∈ T avem E(A ∪B) + E(A ∩B) ≤ E(A) + E(B)).

Putem de�ni spaµiul quasi-Köthe-Bochner quasi-seminormat

LρE(X) = {f : T → X | f este µ− m surabil  ³i ρE|f | <∞}.

Teorema 7.12. Spaµiul quasi-seminormat LρE(X) este spaµiu vectorial topologic. Un sistem

fundamental de vecin t µi ale originii pentru topologia de spaµiu vectorial topologic a lui

LρE(X) este format din toate mulµimile V (ε) când ε parcurge (0,∞), unde V (ε) = {f ∈
LρE(X) | ρE|f | < ε}.

Se pune problema dac  spaµiul LρE(X) este trivial. Vom vedea c , atunci când E(T ) <

∞, spaµiul LρE(X) nu este trivial. Mai precis avem urm toarea teorem .

Teorema 7.13. Dac  E(T ) <∞ avem incluziunea

BX(µ) ⊂ LρE(X),

unde BX(µ) este spaµiul vectorial al tuturor funcµiilor f : T → X care sunt µ− m surabile

³i m rginite.

În general spaµiul vectorial topologic LρE(X) nu este separat. Avem {0} =
⋂
V ∈V

V = {f ∈

LρE(X) | ρE|f | = 0} = {f : T → X | f(t) = 0 µ− a.p.t.}.
Spaµiul separat asociat este LρE(X) = LρE(X)/{0}. Acesta este quasi-normat cu quasi-

norma f̃ →
∥∥∥f̃∥∥∥ def

= ρE|f | pentru orice reprezentant f ∈ f̃ ³i se nume³te spaµiu quasi-Köthe-

Bochner quasi-normat.

Exemple

Fie ϕ : [0,∞)→ [0,∞) o funcµie cu urm toarele propriet µi:

1. ϕ(0) = 0.

2. ϕ(t) > 0 pentru orice t > 0.

3. ϕ este cresc toare.

Consider m n ∈ N arbitrar �xat.
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Fie T = [0, 1]n. Pe T consider m norma euclidian  notat  ‖ ‖.
Pentru orice δ > 0 de�nim µδ,∗ : P(T )→ R+,

µδ,∗(A) =


inf

{ ∞∑
k=1

ϕ (diam(Ik))

∣∣∣∣ A ⊂ ∞⋃
k=1

Ik,

Ik intervale diadice, diam(Ik) < δ

}
dac  exist  astfel de intervale

∞ altfel.

De�nim m sura exterioar  Hausdor� generalizat  relativ la ϕ, µ∗ : P(T )→ R+, µ∗(A) =

lim
δ→0

µδ,∗(A).

Fie T = {A ⊂ T | A este µ∗− m surabil }. Not m µ = µ∗|T .
Am obµinut a³adar spaµiul cu m sur  �nit  ³i complet  (T, T , µ).

Exemplul 7.14. Fie Eϕ : T → R+,

Eϕ(A) =


inf

{ ∞∑
k=1

ϕ (diam(Ik))

∣∣∣∣ A ⊂ ∞⋃
k=1

Ik,

Ik intervale diadice
}

dac  exist  astfel de intervale

∞ altfel.

Se observ  c  Eϕ este funcµie de entropie.

În plus, pentru orice mulµimi A, B ∈ T , avem Eϕ(A∪B) +Eϕ(A∩B) ≤ Eϕ(A) +Eϕ(B)

(vezi [19]). A³adar ρEϕ este norm  funcµional , deci obµinem spaµiile Köthe-Bochner LρEϕ (X)

³i LρEϕ (X). �

În continuare vom considera cazuri particulare de funcµii ϕ cu propriet µile de mai sus.

Exemplul 7.15. (Spaµii Köthe-Bochner de tip Shannon-Fe�erman) Fie ϕ : [0,∞)→ [0,∞),

ϕ(0) = 0, ϕ(x) = −x log x dac  x ∈
(

0,
1

e

)
³i ϕ(x) =

1

e
dac  x ≥ 1

e
.

Ca mai sus de�nim funcµia de entropie Eϕ ³i spaµiile Köthe-Bochner LρEϕ (X) ³i LρEϕ (X).

Spunem c  acestea sunt spaµii Köthe-Bochner de tip Shannon-Fe�erman. �

Exemplul 7.16. (Spaµii Köthe-Bochner de tip Tsallis) Fie ϕ : [0,∞) → [0,∞), ϕ(x) =

−x logT (x) dac  x ∈
[
0,

(
1

α

) 1
α−1
)

³i ϕ(x) =

(
1

α

) α
α−1

dac  x ≥
(

1

α

) 1
α−1

(reamintim c 

logT (0) = 0, deci ϕ(0) = 0).

Ca mai sus de�nim funcµia de entropie Eϕ ³i spaµiile Köthe-Bochner LρEϕ (X) ³i LρEϕ (X).

Spunem c  acestea sunt spaµii Köthe-Bochner de tip Tsallis. �
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Exemplul 7.17. (Funcµia de entropie de�nit  de o norm  funcµional ) Fie r : M+(µ)→ R+

o norm  funcµional  cu proprietatea lui Fatou. Aceasta de�ne³te o funcµie de entropie

Er : T → R+ de�nit  via Er(A) = r(A).

Ca mai sus de�nim quasi-norma funcµional  ρEr ³i spaµiile quasi-Köthe-Bochner LρEr (X)

³i LρEr (X). �

Întreb rile naturale care se pot pune sunt:

1. Ce condiµii trebuie impuse lui r astfel încât ρEr s  �e norm  funcµional ?

2. Exist  vreo leg tur  între spaµiul quasi-Köthe-Bochner LρEr (X) ³i spaµiul Köthe-

Bochner Lr(X)?

Remarc  �nal . Am reu³it s  leg m între ele teorii diferite: spaµii funcµionale, optimizare,

entropie. Avem în vedere ³i o leg tur  cu teoria fractalilor pe care am început-o în [45].
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