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Prezentarea tezei şi a rezultatelor originale

Scopul acestei teze este studiul varietăţilor ce admit structuri local confom Kähler
(LCK)/ local conform simplectice (LCS), iar rezultatele prezentate sunt incluse în
articolele [Ot1], [Ot2] and [AOT].

O structură LCK pe o varietate complexă (M , J ) este o metrică Hermitiană g ,
a cărei doi-formă fundamentală ω satisface relaţia:

dω= θ∧ω (1)

unde θ este o unu-formă închisă, numită forma Lee a metricii.

Versiune non-metrică a acestei de�niţii este aceea în care considerăm o doi-
formă nedegenerată, ω, care satisface (1). O astfel de structură se numeşte local
conform simplectică (LCS). Ecuaţia (1), pe care o vom numi deseori ecuaţia LCS
se rescrie mai elegant ca dθω= 0, unde dθ := d −θ∧·.

Operatorul dθ de�neşte o coomologie, ca urmare a faptului că θ este o unu-
formă închisă. Această coomologie se poate considera pe orice varietate, faţă de
orice unu-formă θ. De interes pentru noi va � coomologia de�nită de acest oper-
ator, când varietatea este LCS/LCK, iar θ este forma Lee a metricii sau a structurii
LCS.

Teza are două subiecte principale. Primul vizează generalizarea unor con-
strucţii cunoscute din geometria simplectică şi Kähler la cadrul mai general al
geometriei LCK/LCS, în vederea găsirii unor noi exemple de varietăţi cu astfel de
structuri conforme. Al doilea se referă la studiul coomologiei Morse-Novikov (nu-
mită şi twistată), care este prin de�niţie coomologia faţă de operatorul dθ , de�nit
mai sus. Totodată, această coomolgie, interesantă per se, poate să furnizeze in-
formaţii despre natura metricilor LCK sau a structurilor LCS de pe o varietate.
Ne vom axa pe suprafeţele complexe înzestrate cu metrici LCK şi pe varietăţile
Oeljeklaus-Toma. Primul capitol reprezintă o trecere în revistă a proprietăţilor
cunoscute în literatura de specialitate ale varietăţilor LCS/LCK. Discutăm de�niţi-
ile echivalente, exemple, clase speciale de varietăţi LCK, precum Vaisman şi va-
rietăţi LCK cu potenţial, paralela LCK vs. LCS. Rezultatele prezentate în acest
capitol vor � folosite ulterior şi sunt singurele necesare pentru a le urmări pe cele
originale, din capitolele următoare.
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Capitolul 2. Fibrate local conform simplectice. Rezul-
tate principale

În al doilea capitol de�nim �bratele local conform simplectice, un analog al �-
bratelor simplectice, introduse de Guillemin, Sternberg, Weinstein et al. ([GLSW],
[St], [We]). O expunere foarte amplă despre �brate simplectice se poate găsi în
[MS]. Un �brat simplectic este o �brare local trivială, cu �bra varietate simplectică
şi cu funcţii de tranziţie ce acţionează ca simplectomor�sme faţă de forma sim-
plectică de pe �bre. Motivaţia studiului acestor obiecte este problema găsirii unei
forme simplectice pe spaţiul total al unei asemenea �brări, generând astfel noi
exemple. Generalizarea acestei probleme la cadrul LCS justi�că studiul �bratelor
care au �bra LCS şi funcţii de tranziţie care invariază forma LCS a �brei. Vom
numi un astfel de obiect �brat LCS.

O construcţie cunoscută a lui Sternberg, numită forma de cuplaj (coupling
form), oferă condiţii su�ciente ca spaţiul total al unei �brări simplectice să �e sim-
plectic, folosind acţiuni Hamiltoniene ale grupurilor Lie. Ideea construcţiei este
de a combina forma simplectică a unei varietăţi pe care avem o acţiune Hamil-
toniană a unui grup G cu un �brat principal de �bră G care esenţialmente este
opusul unui �brat plat, în sensul că admite o conexiune cu o formă de curbură
nedegenerată (ceea ce vom numi conexiune grasă, dupa Weinstein). Mai multe
detalii despre conexiuni grase se pot găsi în [We].

Rezultatul lui Sternberg şi Weinstein este următorul:

Teorema 0.1: ([St, We]) Fie (F,ω) o varietate simplectică cu o acţiune Hamil-
toniană a unui grup G pe F . Dacă µ : F → g∗ este aplicaţia moment, atunci orice
conexiune pe un G-�brat principal P care este grasă în toate punctele din µ(F )
induce o formă simplectică pe P ×G F .

Extensia la cadrul LCS necesită şi o adaptare a noţiunii de acţiune Hamiltoni-
ană. Acţiunile Hamiltoniene şi procedeul corespunzător de reducere a fost studiat
de I. Vaisman, S. Haller, T. Rybicki, R. Gini, L. Ornea, M. Parton, mai recent şi de
F. Madani, A. Moroianu şi M. Pilca. Folosim aceste rezultate pentru a demonstra
teorema principală a Capitolului 2:

Teorema 0.2: ([Ot1]) Fie (F,ω,θ) o varietate local conform simplectică care
nu este global conform simplectică şi �e G un grup Lie care acţionează pe F prin
difeomor�sme care invariază pe ω (deci şi pe θ). Dacă acţiunea lui G este twistată
Hamiltoniană şi dacă µ : F → g∗ este aplicaţia moment a acţiunii, atunci orice
conexiune pe un G-�brat principal P care este grasă în toate punctele din µ(F )
induce o formă LCS pe P ×G F .

Studiem câteva exemple de acţiuni twistate Hamiltoniene, precum şi com-
patibilitatea dintre reducerea spaţiului total şi a �brei. Demonstrăm următoarele
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rezultate:

Teorema 0.3: ([Ot1]) Fie π : M → M acoperirea minimală a unei varietăţi LCS
(M ,ω,θ) şi �e Ω forma simplectică de pe M . Fie G un grup Lie care acţionează pe
M invariindω. Atunci G acţionează twistat Hamiltonian pe M dacă şi numai dacă
G̃0 acţionează Hamiltonian pe M , unde G̃0 este componenta conexă a identităţii
a acoperirii universale a lui G .

Teorema 0.4: ([Ot1]) Fie G un grup Lie abelian care acţionează twistat Hamil-
tonian pe varietatea LCS (F,ω,θ) şi P un �brat principal de �bră G , cu o conexiune
grasă în Im µ. Atunci G acţionează twistat Hamiltonian faţă de forma de cuplaj
Ω şi presupunând că toate condiţiile pentru a efectua reducerea sunt îndeplinite,
relaţia dintre cele două reduceri este:

µ̃−1(0)/G ' P/G ×µ−1(0)/G .

Capitolul 3. CoomologiaMorse-Novikov. Rezultate prin-
cipale

Capitolele 3 şi 4 se ocupă cu studiul coomologiei twistate pe varietăţi LCK/LCS,
dar în capitolul al treilea, accentul cade pe suprafeţele complexe LCK, iar în al pa-
trulea capitol, ne concentrăm pe solvvarietăţi LCK, mai ales pe varietăţi Oeljeklaus-
Toma. În afara faptului că varietăţile LCK/LCS reprezintă un mediu propice pentru
studiul coomologiei twistate, ea poate conduce la rezultate privind natura metri-
cilor LCK.

Punctul de plecare pentru rezultatele din Capitolul 3 l-a constituit articolul
[AD], unde autorii caracterizează formele Lee posibile pentru structurile LCK, şi
mai general, pentru structurile LCK care îmblânzesc structura complexă, pentru
următoarele suprafeţe complexe: suprafeţele Inoue S ±, Kato şi Hopf. În [AD],
sunt considerate următoarele două submulţimi ale lui H 1

dR :

C (X ) = {[θ] ∈ H 1
dR (M) | există ω ∈Ω1,1(X ),ω> 0,dθω= 0}

T (X ) = {[θ] ∈ H 1
dR (M) | existăω ∈Ω2(X ),ω1,1 > 0,dθω= 0}

Rezultatul din [AD] care este motivant pentru studiul coomologiei twistate
este:

Teorema 0.5: [AD] Fie S o suprafaţă complexă cu model minimal S0 (i.e. S0

nu este blow-up-ul unei alte suprafeţe complexe). Atunci:
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• Dacă S0 este o suprafaţă Hopf, atunci C (S0) =T (S0) = (−∞,0).

• Dacă S este Inoue de tip S +
N ,p,q,r,z cu z ∈ C \R, atunci C (S) =; şi T (S) =

{a0}.

• Dacă S este Inoue de tip S +
N ,p,q,r,z cu z ∈R, atunci C (S0) =T (S0) = {a0}.

Aici H 1
dR (S) ' R se identi�că cu dreapta orientată (−∞,∞) şi a0 ∈ H 1

dR (S) este
clasa al cărei �brat olomorf asociat este �bratul anti-canonic K ∗

S .

Reultatul principal din Chapter 3 este :

Teorema 0.6: ([Ot2]) Fie S o suprafaţă Inoue. Atunci:

• Dacă S = S 0, atunci H i
θ

(S ) = 0, pentru i = 0,1,4, H 2
θ

(S ) ' H 3
θ

(S ) ' R.
Din dualitate Poincaré, H i

−θ(S ) = 0, pentru i = 0,3,4, H 1
−θ(S ) ' H 2

−θ(S ) '
R şi H i

tθ(S ) = 0, pentru toţi i Ê 0 şi t 6= ±1.

• Dacă S = S +
A,p,q,r,z cu z ∈ R, atunci H i

θ
(S ) = 0, pentru i = 0,4, H 1

θ
(S ) '

H 3
θ

(S ) 'R, H 2
θ

(S ) 'R2. Din dualitate Poincaré, H i
−θ(S ) ' H i

θ
(S ) şi H i

tθ(S ) =
0, pentru toţi i Ê 0 şi t 6= ±1.

• Dacă S = S +
A,p,q,r,z cu z ∈ C \R, atunci, pentru că S este difeomorfă cu

S +
A,p,q,r,z , pentru un z ∈ R, notăm cu θ1 imaginea lui θ via acest difeomor-

�sm. Acelaşi rezultat ca mai sus se păstrează pentru S cuθ1 în loc de θ.

• Dacă S = S −, H i
θ

(S ) = 0, pentru i = 0,1,4, H 2
θ

(S ) ' H 3
θ

(S ) ' R. Din
dualitate Poincaré, H i

−θ(S ) = 0, pentru i = 0,3,4, H 1
−θ(S ) ' H 2

−θ(S ) 'R şi
H i

tθ(S ) = 0, pentru toţi i Ê 0 şi t 6= ±1,

unde θ este în �ecare caz forma Lee a metricii LCK pusă de Tricerri în [Tr].

Observăm în primul rând distincţia pe care o face coomologia twistată între
S + şi S −, deşi coomologia de Rham nu distinge intre cele două.

Am completat în acest fel lista lui Apostolov şi Dloussky cu suprafaţa Inoue
S 0 şi obţinem:

Corolarul 0.7: ([Ot2]) C (S 0) =T (S 0) = {[θ]}.

Putem caracteriza în continuare metricile LCK pe S 0:

Corolarul 0.8: ([Ot2]) Forma fundamentalăΩ a unei metrici LCK pe S 0 este
de forma ω+dθη cu η o unu-formă închisă.

în corolariile de mai sus, (ω,θ) este metrica LCK găsită de Tricerri pe S 0 în
[Tr].
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Drept consecinţă a acestor rezultate, obţinem că �bratul complex olomorf aso-
ciat lui θ este �bratul anticanonic K ∗

S şi că varietăţile Oeljeklaus-Toma (OT) nu
admit metrici LCK care sunt dθ-exact. Instrumentul principal folosit pentru a
calcula coomologia Morse-Novikov a lui S 0 şi S ± este o versiune twistată a şir-
ului Mayer Vietoris, descrisă în [HR1]. Însă, prezentăm şi o metodă alternativă
ce foloseşte şiruri spectrale, oferind şi o altă demonstraţie a unui rezultat al lui
Pajitnov din [P], care a�rmă:

Teorema 0.9: ([P]) Fie θ o unu-formă întreagă închisă pe o varietate compactă
M . Atunci H i

αθ
(M) = 0, pentru orice α astfel încât eα este transcendent.

Capitolul 4. Solvvarietăţi LCK şi LCS. Rezultate princi-
pale

În Capitolul 4, ne punem problema găsirii unor condiţii su�ciente pentru a calcula
coomologia twistată doar la nivelul algebrei Lie. O solvvarietate este un cât al unui
grup rezolubil G la o subgrup discret cocompact Γ, Γ

∖
G .

Interesul pentru aceste varietăţi provine din faptul că suprafeţele Inoue, dar
şi varietăţile OT au şi o structură de solvvarietate (a se vedea [Be], [H], [Kas]).
O solvvarietate M poate avea diverse proprietăţi care să determine un izomor-
�sm H i

dR (M) ' H i
dR (g). Acesta este cazul varietăţilor complet rezolubile, iar Hat-

tori arată în [Hat] cum se obţine acest izomor�sm. În [Mi], rezultatul lui Hat-
tori este extins la coomologia twistată, atâta timp cât forma faţă de care se con-
sideră coomologia este invariantă la acţiunea grupului G . Un alt context pentru
care există izomor�smul H i

dR (M) ' H i
dR (g) este tratat de Mostow în [Mos] şi este

mai general, incluzând ş cazul complet rezolubil. Se referă la aşa numita condiţie
Mostow. Înseamnă următorul lucru:

De�niţia 0.10: O solvvarietate Γ
∖

G satisface condiţia Mostov dacă Ad(Γ)
şi Ad(G) au aceeaşi închidere Zariski în GL(g) (înţelegem aici prin GL(g) grupul
izomor�smelor lineare ale lui g, care nu sunt neapărat şi mor�sme de algebre Lie).

Capitolul 4 începe cu demonstraţia următorului rezultat:

Propoziţia 0.11: ([AOT]) Dacă o solvvarietate Γ
∖

G satisface condiţia Mostow,
avem H i

θ
(M) ' H i

θ
(g), pentru orice unu-formă închisă θ G-invariantă.

Demonstrăm apoi că suprafaţa Inoue S 0 satisface condiţia Mostow, iar cal-
culul coomologiei twistate la nivelul algebrei Lie con�rmă rezultatele obţinute în
Capitolul 3 �e prin şirul Mayer-Vietoris twistat sau prin şirurui spectrale.

Aşadar, e justi�cată întrebarea dacă şi varietăţile OT satisfac condiţia Mostow,
pentru a calcula în acelaşi mod coomologia twistată (şi implicit şi pe cea de Rham).
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Interesante pentru geometria conformă sunt varietăţile OT de parametri (s,1),
despre care s-a demonstrat în [OT] că sunt LCK. Demonstrăm în capitolul 4 că
dacă este îndeplinită o anume condiţie tehnică, aceste varietăţi satisfac condiţia
Mostow.

Teorema 0.12: ([AOT]) Fie X (K ,U ) o varietate Oeljeklaus-Toma de tip (s,1).
Dacă nu există nicio extindere intemediară total reală Q⊂ T ⊂ K , atunci X (K ,U )
satisface condiţia Mostow.

Studiem un exemplu explicit de varietate OT de tip (2,1) care îndeplineşte
condiţia tehnică din teorema de mai sus şi îi calculăm coomologia twistată. Încheiem
prin a arăta că în orice dimensiune, găsim o varietate OT care satisface condiţia
Mostow. Mai precis:

Propoziţia 0.13: Pentru orice s Ê 1, există o varietate Oeljeklaus-Toma (s,1)
care satisface condiţia Mostow.
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