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Prezentarea tezei si a rezultatelor originale

Scopul acestei teze este studiul varietatilor ce admit structuri local confom Kéhler
(LCK)/ local conform simplectice (LCS), iar rezultatele prezentate sunt incluse in
articolele [Ot1], [Ot2] and [AOT].

O structura LCK pe o varietate complexa (M, J) este o metricd Hermitiana g,
a carei doi-forma fundamentala w satisface relatia:

do=0Aw (1)

unde 6 este o unu-forma inchisi, numitd forma Lee a metricii.

Versiune non-metrici a acestei definitii este aceea in care considerdim o doi-
forma nedegenerata, w, care satisface (1). O astfel de structura se numegte local
conform simplecticd (LCS). Ecuatia (1), pe care o vom numi deseori ecuatia LCS
se rescrie mai elegant ca dgw =0, unde dp:=d -0 A -.

Operatorul dy defineste o coomologie, ca urmare a faptului ca 6 este o unu-
forma inchisd. Aceastd coomologie se poate considera pe orice varietate, fatd de
orice unu-forma 6. De interes pentru noi va fi coomologia definitd de acest oper-
ator, cand varietatea este LCS/LCK, iar 6 este forma Lee a metricii sau a structurii
LCS.

Teza are doud subiecte principale. Primul vizeaza generalizarea unor con-
structii cunoscute din geometria simplecticd si Kéhler la cadrul mai general al
geometriei LCK/LCS, in vederea gasirii unor noi exemple de varietati cu astfel de
structuri conforme. Al doilea se refera la studiul coomologiei Morse-Novikov (nu-
mita si twistata), care este prin definitie coomologia fata de operatorul dy, definit
mai sus. Totodatd, aceasta coomolgie, interesanta per se, poate s furnizeze in-
formatii despre natura metricilor LCK sau a structurilor LCS de pe o varietate.
Ne vom axa pe suprafetele complexe inzestrate cu metrici LCK si pe varietatile
Oeljeklaus-Toma. Primul capitol reprezinta o trecere in revista a proprietitilor
cunoscute in literatura de specialitate ale varietatilor LCS/LCK. Discutim definiti-
ile echivalente, exemple, clase speciale de varietdti LCK, precum Vaisman si va-
rietati LCK cu potential, paralela LCK vs. LCS. Rezultatele prezentate in acest
capitol vor fi folosite ulterior si sunt singurele necesare pentru a le urmari pe cele
originale, din capitolele urmatoare.
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Capitolul 2. Fibrate local conform simplectice. Rezul-
tate principale

In al doilea capitol definim fibratele local conform simplectice, un analog al fi-
bratelor simplectice, introduse de Guillemin, Sternberg, Weinstein et al. ((GLSW],
[St], [We]). O expunere foarte amplad despre fibrate simplectice se poate gasi in
[MS]. Un fibrat simplectic este o fibrare local trivial3, cu fibra varietate simplectica
si cu functii de tranzitie ce actioneazi ca simplectomorfisme fati de forma sim-
plectica de pe fibre. Motivatia studiului acestor obiecte este problema gasirii unei
forme simplectice pe spatiul total al unei asemenea fibréri, generand astfel noi
exemple. Generalizarea acestei probleme la cadrul LCS justifica studiul fibratelor
care au fibra LCS si functii de tranzitie care invariazi forma LCS a fibrei. Vom
numi un astfel de obiect fibrat LCS.

O constructie cunoscutd a lui Sternberg, numita forma de cuplaj (coupling
form), oferd conditii suficiente ca spatiul total al unei fibrari simplectice si fie sim-
plectic, folosind actiuni Hamiltoniene ale grupurilor Lie. Ideea constructiei este
de a combina forma simplectica a unei varietiti pe care avem o actiune Hamil-
toniand a unui grup G cu un fibrat principal de fibra G care esentialmente este
opusul unui fibrat plat, in sensul cd admite o conexiune cu o forma de curbura
nedegenerata (ceea ce vom numi conexiune grasa, dupa Weinstein). Mai multe
detalii despre conexiuni grase se pot gési in [We].

Rezultatul lui Sternberg si Weinstein este urmatorul:

Teorema 0.1: ([St, We]) Fie (F,w) o varietate simplectici cu o actiune Hamil-
toniand a unui grup G pe F. Dacd u: F — g* este aplicatia moment, atunci orice
conexiune pe un G-fibrat principal P care este grasa in toate punctele din y(F)
induce o formi simplectica pe P xg F.

Extensia la cadrul LCS necesita si o adaptare a notiunii de actiune Hamiltoni-
and. Actiunile Hamiltoniene si procedeul corespunzator de reducere a fost studiat
de I. Vaisman, S. Haller, T. Rybicki, R. Gini, L. Ornea, M. Parton, mai recent si de
F. Madani, A. Moroianu gi M. Pilca. Folosim aceste rezultate pentru a demonstra
teorema principald a Capitolului 2:

Teorema 0.2: ([Ot1]) Fie (F,w,0) o varietate local conform simplectica care
nu este global conform simplectici si fie G un grup Lie care actioneazi pe F prin
difeomorfisme care invariaza pe w (deci si pe 8). Daca actiunea lui G este twistata
Hamiltoniani si dacid p: F — g* este aplicatia moment a actiunii, atunci orice
conexiune pe un G-fibrat principal P care este grasi in toate punctele din p(F)
induce o forma LCS pe P xg F.

Studiem céteva exemple de actiuni twistate Hamiltoniene, precum si com-
patibilitatea dintre reducerea spatiului total si a fibrei. Demonstram urmatoarele
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rezultate:

Teorema 0.3: ([Ot1]) Fie 7 : M — M acoperirea minimali a unei varietiti LCS
(M, w,0) sifie Q forma simplectica de pe M. Fie G un grup Lie care actioneazi pe
M invariind w. Atunci G actioneaza twistat Hamiltonian pe M daca si numai daci
Go actioneaza Hamiltonian pe M, unde Gy este componenta conexi a identititii
a acoperirii universale a lui G.

Teorema 0.4: ([Ot1]) Fie G un grup Lie abelian care actioneaza twistat Hamil-
tonian pe varietatea LCS (F,w,0) si P un fibrat principal de fibrd G, cu o conexiune
grasd in Im p. Atunci G actioneaza twistat Hamiltonian fatd de forma de cuplaj
Q si presupunand cé toate conditiile pentru a efectua reducerea sunt indeplinite,
relatia dintre cele doud reduceri este:

g 10)/G=PIGxu10)/G.

Capitolul 3. Coomologia Morse-Novikov. Rezultate prin-
cipale

Capitolele 3 si 4 se ocupa cu studiul coomologiei twistate pe varietati LCK/LCS,
dar in capitolul al treilea, accentul cade pe suprafetele complexe LCK, iar in al pa-
trulea capitol, ne concentram pe solvvarietati LCK, mai ales pe varietiti Oeljeklaus-
Toma. In afara faptului ci varietitile LCK/LCS reprezintd un mediu propice pentru
studiul coomologiei twistate, ea poate conduce la rezultate privind natura metri-
cilor LCK.

Punctul de plecare pentru rezultatele din Capitolul 3 l-a constituit articolul
[AD], unde autorii caracterizeaza formele Lee posibile pentru structurile LCK, si
mai general, pentru structurile LCK care imblanzesc structura complexi, pentru
urmitoarele suprafete complexe: suprafetele Inoue .#*, Kato si Hopf. In [AD],
sunt considerate urmitoarele doud submultimi ale lui H;l R

€(X)={[0) € H) (M) | exista w e Q" (X),w>0,dyw = 0}

T (X) ={[0] € H}»(M) | existd w € Q*(X),0"! >0, dyw = 0}

Rezultatul din [AD] care este motivant pentru studiul coomologiei twistate
este:

Teorema 0.5: [AD] Fie S o suprafatd complexid cu model minimal Sy (i.e. Sp
nu este blow-up-ul unei alte suprafete complexe). Atunci:
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» Daci Sy este o suprafatd Hopf, atunci € (Sp) =T (Sp) = (—00,0).

« Daci S este Inoue de tip yﬁp arz CU z€C\R, atunci €(S) =@ si I (S) =
{aop}.

v 1 +
« Daci S este Inoue de tip N, P,z

cu z € R, atunci € (So) =T (Sp) = {ap}.
Aici H;l r(S) =R se identificd cu dreapta orientatd (—oo,00) si ag € H;R(S) este
clasa al cérei fibrat olomorf asociat este fibratul anti-canonic % S*.

Reultatul principal din Chapter 3 este :

Teorema 0.6: ([Ot2]) Fie . o suprafata Inoue. Atunci:

« Daca & = .Y, atunci H}(&) = 0, pentru i =0,1,4, H; () = Hy (&) =R.
Din dualitate Poincaré, Hig (&) =0, pentrui=0,3,4, Hie(y) ~ HEB (F) =
Rsi H,)(#) =0, pentru toti i >0 si 1 # £1.

e Daci & = {Sﬁgp'q'm cu z € R, atunci Hé(&”) =0, pentru i = 0,4, Hé (F) =
H3(%) =R, H3() = R?. Din dualitate Poincaré, H' ( () = H} (&) si H!; (&) =
0, pentrutotii=0si t # +1.

e Daca & = yjp gz CUZE C\R, atunci, pentru ca . este difeomorfa cu
+ ~ . . . . .
A p.q.r,z» Pentruun z € R, notdm cu 6; imaginea lui 0 via acest difeomor-

fism. Acelasi rezultat ca mai sus se péstreaza pentru . cuf; in loc de 6.
« Dacd & = %7, Hi(&) =0, pentru i = 0,1,4, Hj(#) =~ Hy() = R. Din
dualitate Poincaré, Hfg(y) =0, pentru i =0,3,4, HEG(S”) = HEH (&) =Rsi
Hfg (#)=0,pentrutoti i =0gi t# £1,
unde 0 este in fiecare caz forma Lee a metricii LCK pusi de Tricerri in [Tr].

Observam in primul rand distinctia pe care o face coomologia twistata intre
F* 51 F7, desi coomologia de Rham nu distinge intre cele doua.

Am completat in acest fel lista lui Apostolov si Dloussky cu suprafata Inoue
Y si obtinem:

Corolarul 0.7: ([0t2]) €(¥°) =T (¥°) = {[6]}.
Putem caracteriza in continuare metricile LCK pe .#°:

Corolarul 0.8: ([Ot2]) Forma fundamentali Q a unei metrici LCK pe .#° este
de forma w + dgn cu 1 o unu-forma inchisa.

in corolariile de mai sus, (w,0) este metrica LCK gasita de Tricerri pe &# 0in
[Tr].
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Drept consecinti a acestor rezultate, obtinem ca fibratul complex olomorf aso-
ciat lui 6 este fibratul anticanonic £ si ca varietatile Oeljeklaus-Toma (OT) nu
admit metrici LCK care sunt dg-exact. Instrumentul principal folosit pentru a
calcula coomologia Morse-Novikov a lui .#° si .#* este o versiune twistat a sir-
ului Mayer Vietoris, descrisi in [HR1]. insa, prezentam si o metodd alternativa
ce foloseste siruri spectrale, oferind si o altd demonstratie a unui rezultat al lui
Pajitnov din [P], care afirma:

Teorema 0.9: ([P]) Fie 6 o unu-forma intreaga inchisa pe o varietate compacta
M. Atunci H L’l o (M) =0, pentru orice a astfel incat e® este transcendent.

Capitolul 4. Solvvarietati LCK si LCS. Rezultate princi-
pale

In Capitolul 4, ne punem problema gisirii unor conditii suficiente pentru a calcula
coomologia twistatd doar la nivelul algebrei Lie. O solvvarietate este un cat al unui
grup rezolubil G la o subgrup discret cocompact T, I'\G.

Interesul pentru aceste varietati provine din faptul ca suprafetele Inoue, dar
si varietdtile OT au si o structura de solvvarietate (a se vedea [Be], [H], [Kas]).
O solvvarietate M poate avea diverse proprietati care si determine un izomor-
fism H cli RM) =H cli R(@). Acesta este cazul varietatilor complet rezolubile, iar Hat-
tori aratd in [Hat] cum se obtine acest izomorfism. In [Mi], rezultatul lui Hat-
tori este extins la coomologia twistata, atita timp cat forma fata de care se con-
sidera coomologia este invarianta la actiunea grupului G. Un alt context pentru
care exista izomorfismul H é RM) =H cii »(0) este tratat de Mostow in [Mos] si este
mai general, incluzand § cazul complet rezolubil. Se referd la asa numita conditie
Mostow. Inseamna urmitorul lucru:

Definitia 0.10: O solvvarietate F\G satisface conditia Mostov dacd Ad(T)
si Ad(G) au aceeasi inchidere Zariski in GL(g) (intelegem aici prin GL(g) grupul
izomorfismelor lineare ale lui g, care nu sunt neaparat si morfisme de algebre Lie).

Capitolul 4 incepe cu demonstratia urmatorului rezultat:

Propozitia 0.11: (([AOT]) Daci o solvvarietate I'\ G satisface conditia Mostow,
avem Hé(M) = Hé (g), pentru orice unu-forma inchisd 8 G-invarianta.

Demonstram apoi ci suprafata Inoue .#° satisface conditia Mostow, iar cal-
culul coomologiei twistate la nivelul algebrei Lie confirma rezultatele obtinute in
Capitolul 3 fie prin sirul Mayer-Vietoris twistat sau prin sirurui spectrale.

Asadar, e justificati intrebarea daci si varietatile OT satisfac conditia Mostow,
pentru a calcula in acelasi mod coomologia twistata (si implicit si pe cea de Rham).
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Interesante pentru geometria conforma sunt varietdtile OT de parametri (s, 1),
despre care s-a demonstrat in [OT] cd sunt LCK. Demonstrdm in capitolul 4 ca
daci este indeplinitd o anume conditie tehnica, aceste varietati satisfac conditia
Mostow.

Teorema 0.12: ([AOT]) Fie X(K, U) o varietate Oeljeklaus-Toma de tip (s, 1).
Daci nu existi nicio extindere intemediara total reala Q c T < K, atunci X(K, U)
satisface conditia Mostow.

Studiem un exemplu explicit de varietate OT de tip (2,1) care indeplineste
conditia tehnica din teorema de mai sus si {i calculaim coomologia twistata. Incheiem
prin a ardta ci in orice dimensiune, gisim o varietate OT care satisface conditia
Mostow. Mai precis:

Propozitia 0.13: Pentru orice s = 1, existi o varietate Oeljeklaus-Toma (s, 1)
care satisface conditia Mostow.
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