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Introducere

Categoriile Grothendieck au fost introduse de către Alexander Grothendieck
ı̂n lucrarea sa [32] publicată ı̂n 1957. Scopul său a fost acela de a utilza
metodele algebrei omologice pentru studiul fasciculelor. Un studiu sistem-
atic al categoriilor Grothendieck a fost făcut de catre Gabriel ı̂n teza sa
[28]. Studiul categoriilor Grothendieck a unificat multe teorii ı̂n matem-
atică. Exemple relevante de categorii Grothendieck sunt: categoria modulelor
stângi peste un inel, categoria fasciculelor cuasi-coerente peste o varietate
algebrică, categoria modulelor graduate peste un inel graduat, categoria co-
modulelor peste o coalgebră, categoria modulelor Doi-Hopf generalizate. La
ı̂nceputul acestei teorii una dintre ı̂ntrebarile deschise era accea daca orice
categorie Grothendieck este echivalentă cu o categorie de module(peste un
inel). Răspunsul s-a dovedit a fi negativ. De exemplu este posibil de arătat
că anumite categorii de module graduate nu sunt echivalente cu o categorie
de module. Totuşi Popescu şi Gabriel au demonstrat ı̂n 1964 o teoremă care
arată că orice categorie Grothendieck este echivalentă cu o categoria cât a
unei categorii de module, de văzut [29]. Mai precis, dacă A este o categorie
Grothendieck cu un generator G, R = EndA(G) este inelul de endomorfisme
al lui G şi Mod(R) este categoria de R-module unitare drepte, atunci func-
torul T : A →Mod(R) definit prin T (X) = HomA(G,X) pe obiecteleX ∈ A
şi prin T (f) = HomA(G, f) : T (X) → T (Y ) pe morfismele f : X → Y in
A este deplin fidel şi are un adjunct stâng exact S. Demonstraţia iniţiala
a fost destul de complicată; ı̂n special partea de exactitate a functorului S.
Cu scopul de a o simplifica, demonstraţia iniţială a fost revizuită de o serie
de autori, printre cele mai elegante şi scurte demonstraţii ı̂n ordine crono-
logică fiind cele ale lui Takeuchi [65], Ulmer [67] si Mitchell [44]. Ultima
dintre ele utilizează o lemă ingenioasă, care a rămas ı̂n literatură ca lema lui
Mitchell, si totodată existenţa a suficiente obiecte injective ı̂n orice categorie
Grothendieck.

  Rezumat



Conceptul de localizare a fost studiat pentru prima dată pentru inele
comutative. În acest caz considerăm P un ideal prim ı̂ntr-un inel comutativ.
Complementul acestui ideal este notat prin SP = R−P , care este un sistem
multiplicativ ı̂nchis. Putem considera apoi subcategoria localizantă R−Mod
notată prin

CP = {M ∈ R−Mod|S−1
P M = 0}

Este uşor de vazut că aceasta este acelaşi lucru cu:

CP = {M ∈ R−Mod|HomR(M,E(R/P ) = 0}

unde E(R/P ) este anvelopa injectivă a lui R/P . Mai mult, categoria cât
R −Mod/CP este echivalentă cu categoria RP −Mod a tuturor modulelor
stângi peste inelul localizant RP . Odată cu noţiunea de categorie abeliană
a fost introdus si conceptul de teorie de torsiune. Acesta a devenit un in-
strument puternic pentru studiul categoriilor. O teorie de torsiune ereditară
ı̂ntr-o categorie arbitrară abeliană A este acelaşi lucru cu a avea o subcate-
gorie localizantă C ı̂n A. Mai mult, pentru orice subcategorie localizantă C
in A avem conceptul de categorie cât A/C. Întrebarea naturală care se stu-
diaza aici este proximitatea dintre orice subcategorie localizantă C din A şi
subcategoriile localizante de tipul CP . Cahen a fost primul care a introdus o
noţiune de ”stabilitate”. El a introdus această noţiune pentru o subcategorie
localizantă a unei categorii de module peste un inel comutativ. În acest caz o
subcategorie localizantă se zice stabilă dacă C =

⋂
P∈X CP , pentru o mulţime

X ⊆ Spec(R).
Unul dintre scopurile tezei este acela de a revizui teorema Gabriel-Popescu

şi generalizarile sale, şi totodata de a introduce o noţiune de stabilitate ı̂n
cazul general a unei categorii Grothendieck. Un alt scop este acela de a
ne uita la exemple speciale de categorii Grothendieck, mai precis categoria
coreprezentărilor peste algebre Hopf, şi de a investiga algebrele Frobenius si
algebrele simetrice ı̂n astfel de categorii. Algebrele Frobenius ı̂si au originile
ı̂n studiul ı̂ntreprins de F.G. Frobenius in teoria reprezentărilor grupurilor
finite. Studiul lor a fost iniţiat de Brauer, Nesbitt si Nakayama si apoi con-
tinuat de Dieudonne, Eilenberg, Azumaya etc. Algebrele Frobenius au jucat
un rol important ı̂n teoria algebrelor Hopf, deoarece orice algebra Hopf finit
dimensională este Frobenius, inelele de coomologie ale varietaţilor compacte
orientate, soluţiile ecuaţiei cuantice Yang-Baxter, polinoamele Jones si teoria
câmpurilor cuantice. Este o problema interesantă să ı̂nţelegem semnificaţia
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algebrelor Frobenius ı̂n categorii monoidale, altele decât categorii de spaţii
vectoriale. Discutăm această problema ı̂n cazul categoriei comodulelor peste
o algebra Hopf H. Punând nişte condiţii suplimentare lui H, ne uităm de
asemenea la algebrele simetrice ı̂n această categorie. O atenţie specială este
acordată cazului ı̂n care H este algebra Hopf kG, unde G este un grup ar-
bitrar; ı̂n această situaţie categoria coreprezentărilor peste H este categoria
spaţiilor vectoriale G-graduate, iar algebrele ı̂n această categorie sunt alge-
brele G-graduate. O ultimă direcţie de studiu ı̂n această teză este legată
de algebrele graduate dupa un grup. Teoria algebrelor graduate dupa un
grup arbitrar a fost sistematic dezvoltată dupa 1970. Sursele principale de
inspiraţie au fost algebrele de polinoame cu graduarea(uzuală) dupa ı̂ntregi
pozitivi, şi algebrele grupale cu graduarea standard dupa grupul considerat.
Studiul graduărilor de grupuri pe diverse clase de algebre au fost de interes in
algebra comutativă şi necomutativă, algebre Lie şi ı̂n teoria reprezentărilor.
Suntem interesaţi ı̂n graduari pe algebre de polinoame.

Teza este divizată ı̂n patru capitole.

Capitolul 1: Categorii Grothendieck. O generalizare a Lemei lui
Mitchell.

În 1964 Pierre Gabriel şi Nicolae Popescu au arătat că orice categorie
Grothendieck este echivalentă cu o categorie cât a unei categorii de module.

Mai precis dacă:

• A este o categorie Grothendieck cu un generator G

• R = EndA(G) este inelul endomorfismelor lui G

• Mod(R) este categoria R-modulelor unitare drepte

atunci functorul T : A →Mod(R) definit prin:

• T (X) = HomA(G,X), unde X ∈ A

• T (f) = HomA(G, f) : T (X)→ T (Y ) pe morfismele f : X → Y ı̂n A

este deplin fidel şi are un adjunct exact stâng S.
Ulterior aceasta demonstraţie a fost revizuită de mai mulţi autori; cele

mai elegante şi scurte demonstraţii ı̂n ordine cronologică fiind cele ale lui
Takeuchi, Ulmer si Mitchell.

                                                                     3



Scopul nostru ı̂n acest capitol este acela de a generaliza lema lui Mitchell
iniţiala de la categoria de module la categoria de functori şi de a arata cum
o putem utiliza pentru a obţine mai uşor o generalizare a teoremei lui Ul-
mer despre exactitatea lui S, o generalizare a teoremei Gabriel-Popescu şi o
generalizare a lemei Takeuchi.

Vom folosi următoarele notaţii:

• A o categorie Grothendieck

• U o mulţime de obiecte ale lui A Gen(U) = {A ∈ A|(∃)f :
⊕

Ui∈U Ui →
A → 0} o subcategorie plină, preabeliană a lui A (are nuclee si conu-
clee)

• AU = {M ∈ A|(∀) morfism f :
⊕

U∈F U →M ∈ A cu F o submulţime
finită a lui U , Ker(f) ∈ Gen(U)}

Fie (Uop, Ab) categoria definită ı̂n modul următor:

• obiecte: functorii aditivi contravarianţi de la U la categoriaAb a grupurilor
abeliene

• morfisme: transformările naturale dintre astfel de functori

(Uop, Ab) este o categorie Grothendieck care are functorii contravarianţi
reprezentabili (hU)U∈U , unde hU = HomA(−, U) formează o familie de gen-
eratori de obiecte proiective pentru (Uop, Ab).

Considerăm functorul T : A → (Uop, Ab) definit prin:

• T (X) = HomA(−, X)|U pe obiectele X ∈ A

• T (f) = HomA(−, f)|U : T (X) → T (Y ) pe morfismele f : X → Y din
A

Se ştie deja ca T are un adjunct stâng S : (Uop, Ab) → A. În particular
avem că S(hU) = U pentru (∀)U ∈ U .

Lema 1. (Generalizarea teoremei lui Mitchell) Considerăm:

• U o mulţime de obiecte ale lui A

• A, B obiecte din A cu A ∈ AU
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• MA un subobiect al lui T (A)

• G : MA → T (B) un morfism ı̂n (Uop, Ab)

Vom considera urmatoarele notaţii:

• M =
⋃
U∈UMA(U)

• (∀)m ∈M luam Um = U ∈ U pentru care m ∈MA(U)

• (∀)m ∈M , um : Um →
⊕

m∈M Um este injecţia canonică

• ψ :
⊕

m∈M Um → A este unicul morfism cu ψum = m pentru (∀)m ∈M

• φ :
⊕

m∈M Um → B este unicul morfism cu φum = GU(m) pentru
(∀)m ∈MA(U)

Atunci φ se factorizează prin Im(ψ).

Avem trei aplicaţii importante, care rezulta direct din Lema lui Mitchell.

Teoremă 2. (Teorema Ulmer) Functorul S : (Uop, Ab)→ A este exact dacă
şi numai dacă U ⊆ AU .

Teoremă 3. (Gabriel-Popescu generalizată) Presupunem că U este o familie
de generatori ai lui A. Atunci T : A → (Uop, Ab) este un functor deplin fidel
al cărui adjunct stâng S : (Uop, Ab)→ A este exact.

Corolar 4. (Lema lui Takeuchi generalizată) Fie A un obiect a lui A, YA
un subobiect a lui T (A) şi fie i : YA → T (A) morfismul incluziune.

(i) Dac˘a U ⊆ AU atunci S(i) este un monomorfism.
(ii) Dacă A ∈ AU

⋂
Gen(U), atunci morfismul canonic νA : ST (A)→ A

este un izomorfism.

Categorii Grothendieck local stabile

Considerăm:

• A o categorie Grothendieck

• C o subcategorie localizantă a lui A

• tC : A → C functorul torsiune
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• TC : A → A/C functorul canonic

• SC : A/C → A adjunctul la dreapta al functorului TC.

Sp(A) = {I ∈ A|I indecompozabil injectiv}

Oricărui obiect injectiv indecompozabil al Sp(A) ı̂i putem asocia subcat-
egoria localizantă:

AI = {M ∈ A|HomA(M, I) = 0}

Definiţie 5. Un subobiect A al unui obiect B ∈ A este ireductibil ı̂n B dacă
acesta nu poate fi scris ca intersecţia a doua subobiecte strict mai mari ale
lui B, sau dacă A = M

⋂
N , unde M si N sunt subobiecte ale lui B, atunci

A = M sau B = N .

Propoziţie 6. AI este un element ireductibil ı̂n Tors(A), unde Tors(A)
este mulţimea subcategoriilor localizante.

Definiţie 7. (subcategorie stabila) Fie A o categorie Grothendieck. O subcat-
egorie localizantă C a lui A este stabilă dacă există o submulţime Λ a Sp(A)
astfel ı̂ncat

C =
⋂
I∈ΛAI

În acest caz noi scriem CΛ = C. Dacă fiecare subcategorie localizantă C a lui A
este stabilă, atunci categoria A se numeşte local stabila. Dacă A = R−Mod
este o categorie local stabilă, atunci R este un inel stâng local stabil.

O categorie Grothendieck A se numeşte local coireductibila dacă orice
obiect diferit de zero conţine un subobiect coireductibil diferit de zero. Acest
lucru este echivalent cu a spune că orice obiect injectiv a lui A este acoperirea
injectivă a unei sume directe de obiecte injective indecompozabile. A se
numeşte atomică dacă are două subcategorii localizante şi anume {0} şi
A. Spunem că A are dimensiune Gabriel dacă orice obiect a lui A are
dimensiune Gabriel (dimensiunea Krull in sensul lui Gabriel).

Utilizând aceste definiţii vom da nişte exemple de categorii Grothendieck
local stabile.

Propoziţie 8. Fie A o categorie Grothendieck care verifică una dintre următoarele
condiţii:
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• (i) A este local coireductibilă

• (ii) A are dimensiune Gabriel

• (iii) A este atomică cu spectrul Sp(A) 6= ∅

Atunci A este o categorie local stabilă.

Rezultatul principial al acestei secţiuni dă o conexiune ı̂ntre stabilitatea
categoriei Grothendieck A şi stabilitatea subcategoriei C şi categoriei cât
A/C.

Teoremă 9. Fie A o categorie Grothendieck şi fie C o subcategorie localizantă
a lui A. Atunci A este local stabilă dacă şi numai dacă C şi A/C sunt local
stabile.

În următoarele secţiuni ale acestui capitol vom considera nişte cazuri
particulare de categorii Grothendieck.

FieA o categorie Grothendieck local finit generată. CategoriaA este o V -
categorie dacă orice obiect simplu este injectiv. Teorema principala a acestei
secţiuni afirmă că anumite subcategorii localizante ale unei V -categorii sunt
stabile. O subcategorie localizantă C a lui A este de clasă TTF dacă C este
ı̂nchisa la produse directe arbitrare.

Fie C o coalgebră peste un corp k. Notăm prin MC categoria k-liniară
a tuturor C-comodulelor drepte. Bifunctorul Hom ı̂n această categorie va
fi notat prin ComC(−,−). Oricărei subcategorii localizante T a lui MC ı̂i
putem asocia categoria câtMC/T , care este o categorie k-abeliană determi-
nată până la echivalenţa de un functor exact T : MC → MC/T . Oricărui
C-comodul drept simplu S ı̂i putem asocia anvelopa sa injectivă E(S), care
este un obiect injectiv indecompozabil ı̂n MC .

Vom nota prin:

TE(S) = {M ∈MC |ComC(M,E(S)) = 0}

Vom enunţa teorema principală:

Teoremă 10. Fie {Si|i ∈ I} un set complet de reprezentanţi a tipurilor
de C-comodule simple pâna la un izomorfism. Dacă T este o subcategorie
localizantă a lui MC, atunci T =

⋂
i∈J⊆I TE(Si), unde J = {i ∈ I|Si /∈ T }.

Mai mult de atât, această intersecţie este ireductibilă.
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Algebre Frobenius si algebre simetrice ı̂n categorii monoidale

Vom lucra peste un corp k. O algebră finit dimensionala A este Frobenius
dacă A ' A∗ ca A-module stângi(sau echivalent ca A-module drepte). Acesta
este un concept important pentru: teoria reprezentărilor, teoria algebrelor
Hopf, teoria grupurilor cuantice, teoria topologică a câmpurilor cuantice şi
altele.

O caracterizare echivalentă pentru noţiunea de algebră Frobenius a fost
dată de către Abrams care a demonstrat că o algebră A este Frobenius ⇔
există o structură de coalgebră (A, δA, εA) pe spaţiul vectorial A astfel ı̂ncat
comultiplicarea δA este un morfism de (A,A)-bimodule. Această definiţie
echivalentă a unei algebre Frobenius are sens ı̂n orice categorie monoidala,
lucru care a permis introducerea conceptului de algebră Frobenius ı̂ntr-o
categorie monoidală. Studiul algebrelor Frobenius ı̂n categorii monoidale a
fost iniţiat de către M. Muger(2003), R. Street(2004) si S. Yamagami(2004).
Acesta este un concept important care apare ı̂n teoria echivalenţelor Morita
a categoriilor tensoriale, ı̂n teoria cuantică a câmpurilor conforme şi ı̂n altele.

O clasă specială de algebre Frobenius constă din algebrele simetrice. O
algebră simetrică este o algebră finit dimensională A astfel ı̂ncat A ' A∗ ca
(A,A)-bimodule. Algebrele simetrice apar ı̂n teoria topologică a câmpului
cuantic şi pentru teoria blocurilor algebrelor grupale.

Fie H o algebră Hopf, şi A o algebră finit dimensională ı̂n MH , care
este o H-comodul algebră la dreapta. Daca A ∈A MH atunci rezultă că
dualul său A∗ ∈ MH

A . De asemenea dacă A ∈ MH
A nu rezultă neapărat că

A∗ ∈AMH , dar rezultă că A∗ ∈A(S2) MH , unde A(S2) este doar A ca algebră
şi are H-coacţiunea la dreapta dată de a 7→

∑
a0⊗S2(a1) . H-coacţiunea la

dreapta a lui A este dată de
∑
a0 ⊗ a1. Acum vom da definiţia conceptului

de H-Frobenius la stânga, respectiv H-Frobenius la dreapta.

Definiţie 11. O H-comodul algebra dreaptă finit dimensională A se numeşte

• H-Frobenius la stânga dacă A(S2) ' A∗ in A(S2)MH

• H-Frobenius la dreapta dacă A ' A∗ ı̂n MH
A

Urmatoarea teoremă caracterizează propietatea de a fi H-Frobenius la
stânga. Primele patru condiţii echivalente sunt ı̂n spiritul celor clasice pen-
tru algebre Frobenius, luând ı̂n considerare ı̂nsa şi H-coacţiunea. Ultima
condiţie arată că conexiunea cu conceptul de algebră Frobenius ı̂n categoria
coreprezentărilor lui H.

8



Teoremă 12. Fie A of H-comodul algebră finit dimensională. Urmatoarele
afirmaţii sunt echivalente:

1. A este H-Frobenius la dreapta

2. Exista o forma nedegenerată, asociativă şi biliniară B : A⊗ A→ k cu
propietatea că B(b, (h∗S2) · a) = B((h∗S) · b, a) pentru orice a,b ∈ A şi
pentru orice h∗ ∈ H∗

3. A are un hiperplan H care nu conţine ideale stângi diferite de zero ale
lui A, şi (h∗S2) · A ⊆ H pentru orice h∗ ∈ H∗ cu h∗(1) = 0

4. A are un hiperplan H care nu conţine nici un subobiect diferit de zero
a lui A(S2) ı̂n A(S2)MH , şi (h∗S2) · A ⊆ H pentru orice h∗ ∈ H∗ cu
h∗(1) = 0

5. A(S2) este o algebră Frobenius ı̂n categoria monoidala MH

Avem o teoremă similară pentru noţiunea de H-Frobenius la stânga. De
asemenea există o conexiune ı̂ntre conceptul de H-Frobenius la stânga şi
conceptul de H-Frobenius la dreapta. Conexiunea este dată de urmatoarea
teoremă:

Teoremă 13. Fie H o algebra Hopf, şi A o H-comodul algebră finit dimen-
sională. Următoarele afirmaţii sunt adevărate:

1. Daca A este H-Frobenius la dreapta, atunci A este H-Frobenius la
stânga.

2. Dacă antipodul S este injectiv şi A este H-Frobenius la stânga, atunci
A este de asemenea H-Frobenius la dreapta.

În continuare vom particulariza algebra Hopf H la kG, unde G este un
grup arbitrar. În acest cazMkG va fi categoria monoidală a spaţiilor vectori-
ale G-graduate, şi o algebra ı̂n această categorie va fi o algebră G-graduată.

Propoziţie 14. Fie A o algebră G-graduată finit dimensională, şi fie σ ∈ G.
Urmatoarele condiţii sunt echivalente:

1. A(σ) ' A∗ ı̂n A-gr

2. (σ)A ' A∗ ı̂n gr-A
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Utilizând echivalenţa de mai sus vom putea da definiţia algebrei Frobenius
σ-graduate. Prin urmare spunem că o algebră finit dimensională G-graduată
este σ-graduată Frobenius dacă satisface una din condiţiile echivalente din
propoziţia de mai sus. În mod clar, Frobenius e-graduat ı̂nseamna de fapt
Frobenius graduat.

Studiem propietaţi de bază a algebrelor Frobenius σ-graduate şi dăm o
serie de caracterizări pentru ele. Unul dintre pricipalele rezultate este:

Teoremă 15. Fie A =
⊕

g∈GAg o algebră G-graduată finit dimensională, şi
fie σ ∈ G. Următoarele afirmaţii sunt echivalente:

1. A este σ-graduată Frobenius

2. Aσ ' A∗e ca Ae-module stângi, şi A este σ-fidel la stânga

3. Aσ ' A∗e ca Ae-module drepte, şi A este σ-fidel la dreapta

În particular această teoremă dă structura algebrelor Frobenius ı̂n cate-
goria spaţiilor vectoriale graduate.

Între algebrele Frobenius există anumite obiecte cu mai multă simetrie:
algebrele simetric graduate, care sunt doar algebrele simetrice ı̂n categoria
sovereign a spaţiilor vectoriale graduate. Spunem că o algebră graduată finit
dimensională A este simetric graduată dacă A şi A∗ sunt izomorfe ca A la
stânga, A la dreapta bimodule graduate. În continuare dăm o teoremă care
caracterizează propietatea de a fi simetric graduată.

Teoremă 16. Fie A =
⊕

g∈GAg o algebra G-graduata finit dimensionala.
Următoarele afirmaţii sunt echivalente:

1. A este simetric graduată

2. Exista o formă biliniară, simetrică, asociativă si nedegenerată B : A×
A → k astfel ı̂ncat B(rτ , rµ) = 0 pentru orice rτ ∈ Aτ si rµ ∈ Aµ cu
τµ 6= e

3. Există o aplicaţie liniară λ : A → k cu λ(xy) = λ(yx) pentru orice x,
y ∈ A, Ker(λ) să nu conţina ideale stângi graduate diferite de zero, şi
λ(xσyτ ) = 0 pentru orice xσ ∈ Aσ şi yτ ∈ Aτ cu στ 6= e

Dintr-un exemplu al lui Eilenberg şi Nakayama este cunoscut faptul că
orice algebră semisimplă este simetrică. Luând ı̂n considerare, ceea ce se
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ı̂ntampla ı̂n categoria monoidală a spaţiilor vectoriale, este natural să ne
punem ı̂ntrebarea dacă o algebră finit dimensională graduată semisimplă
este simetric graduată. Vom arăta că acesta este ı̂ntr-adevar cazul, atunci
când caracteristica corpului nu divide dimensiunea lui A, ı̂n particular este
ı̂ntotdeauna adevărat ı̂n dimensiune 0. Utilizând structura algebrelor grad-
uate semisimple, distingem o clasă de asemenea obiecte care este simetric
graduată; ı̂n particular orice algebră graduată semisimplă finit dimensională
este simetric graduată ı̂n caracteristică 0.

Într-una dintre secţiunile din acest capitol, vom discuta de asemenea con-
ceptul de algebră Frobenius graduată ı̂n corelaţie cu functorii Frobenius. Este
prezentată la ı̂nceput, o teorema deja cunoscută, care dă o conexiune ı̂ntre
algebrele Frobenius şi functorii Frobenius, şi apoi demonstrăm o versiune
graduată.

Teoremă 17. A este graduat Frobenius dacă şi numai dacă functorul uituc
U : A− gr → k − gr este un functor Frobenius.

În final vom da o nouă demonstraţie a unui rezultat a lui Bergen uti-
lizând functorii Frobenius, care afirmă faptul că dacă H este o algebra Hopf
finit dimensională care acţioneaza pe o algebra finit dimensionala A, atunci
produsul smash A#H este Frobenius dacă şi numai dacă A este Frobenius.

Algebrele Frobenius pot fi definite ı̂n orice categorie monoidală. Nu
este clar cum se poate defini un concept de algebră simetrică ı̂ntr-o cate-
gorie monoidală arbitrară. Aratăm că aceasta este posibil ı̂n categoria H-
comodulelor drepte, unde H este algebra Hopf cosovereign.

Definiţie 18. (Algebre Hopf cosovereign): o algebră Hopf H cu un caracter
u pe H (adică un element grupal al lui H∗ sau, echivalent un morfism de
algebre u : H → k), astfel ı̂ncât

S2(h) =
∑
u−1(h1)u(h3)h2, ∀h ∈ H

Vom spune că u este un caracter sovereign al lui H.

Aplicaţia f : A→ A(S2) , f(a) = u−1 ·a este un izomorfism de H-comodul
algebre drepte, şi induce un izomorfism de categorii F :A(S2) MH →A MH .
Prin restricţie aceasta induce un izomorfism de categorii, (de asemenea notat
prin F ), F :A(S2) MH

A →A MH
A . Acum dacă A∗ ∈A(S2) MH

A atunci
F (A∗) ∈A MH

A . Utilizând observaţia de mai sus, putem defini algebrele
simetrice ı̂n categoria MH ı̂n raport cu u.
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Definiţie 19. Fie H o algebră Hopf cosovereign cu u un caracter sovereign.
O H-comodul algebră finit dimensională A este o algebră simetrică ı̂n
categoria MH relativ la u dacă

F (A∗) ' A ı̂n categoria AMH
A .

Vom spune simplu ca A este (H, u)-simetrică.

Ulterior vom da caracterizări explicite ale acestei propietaţi ı̂nMH şi vom
arăta că definiţia simetriei depinde de caracter. Prin urmare este posibil ca
o algebră Hopf cosovereign H să aibă două caractere sovereign u şi v, astfel
ı̂ncât o H-comodul algebră dreaptă A să fie (H, u)-simetrică, dar să nu fie
(H, v)-simetrică. De asemenea, utilizăm o versiune modificată a construcţiei
extinderii triviale pentru a da exemple de algebre de coreprezentări (H, u)-
simetrice.

Propoziţie 20. Fie H o algebră Hopf cosovereign şi u caracterul sovereign,
iar A o H-comodul algebră, şi ε(A) = A

⊕
F (A∗), cu structura sumei directe

de H-comodul şi cu structura de algebră obţinută de la extinderea trivială a
lui A şi a (A,A)-bimodulului F (A∗). Atunci

ε(A) = A
⊕

F (A∗)

este o H-comodul algebră la dreapta care este (H, u)-simetrică.

În cazul ı̂n care H este involutivă, adică S2 = Id, H este cosovereign
dacă luăm u = ε, counitatea lui H, şi ı̂n acest caz este clar că o algebră
(H, ε)-simetrică este de asemenea simetrică ca o k-algebră. Arătăm că ı̂n
general H poate fi (H, u)-simetrică fără să fie simetrică ca o k-algebră.

Data o algebră finit dimensională A ı̂n categoria MH , unde H este o
algebra Hopf finit dimensională, se poate construi produsul smash A#H∗.
Construcţiile de produse smash sunt relevanţa deoarece acestea descriu struc-
tura de algebră ı̂n procesul de bozonizare, care asociaza unei superalgebre
Hopf o algebră Hopf. Am menţionat deja că A este Frobenius dacă şi nu-
mai dacă A#H∗ este Frobenius. Pe de altă parte, aratăm printr-un exemplu
că o asemenea conexiune bună nu are loc pentru propietatea de simetrie.
Obiectivul nostru este acela de a studia conexiunile ı̂ntre A ca algebră Frobe-
nius ı̂nMH şi A#H∗ algebră Frobenius ı̂nMH∗

.Arătam că doar una dintre
implicaţii are loc.
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Teoremă 21. Fie H o algebră Hopf finit dimensională şi A o H-comodul
algebră finit dimensională. Dacă A este o algebră Frobenius ı̂n MH atunci
A#H∗ este o algebră Frobenius ı̂n MH∗

.

Următorul nostru scop este acela de a stabili un transfer al propietaţii de
simetrie intre A si A#H∗.

Teoremă 22. Fie H o algebră Hopf finit dimensioanală cu antipodul S.
Fie H cosovereign via g, respectiv H∗ cosovereign via α, unde g şi α sunt
elemnetele grupale distinse ale lui H, respectiv H∗. Dacă A este o H-comodul
algebră atunci,

A este (H,α)-simetrică ⇔ A#H∗ este (H∗, g)-simetrică.

Dacă A este o H-comodul algebră dreaptă care este Frobenius (respectiv
simetrică) ca algebră, atunci este natural să ne punem ı̂ntrebarea dacă această
propietate se transferă la subalgebra coinvarianţilor. Arătăm că ı̂n general
răspunsul este negativ, transferul având totuşi loc dacă punem condiţii su-
plimentare asupra lui H.

Capitolul 4: Graduări de grupuri pe algebre de polinoame

Fie k un corp şi A = k[X1, X2, ..., Xn] o algebră de polinoame ı̂n n deter-
minate. Fie G un grup abelian.

Studiem G-graduările lui A pentru care nedeterminatele sunt elemente
omogene de grad netrivial. Numim aceste graduări, graduări bune. Rezul-
tatul principal este următorul:

Teoremă 23. Fie R un inel IBN, si fie u, v : {1, 2, .., n} → G− {0} funcţii,
unde G este un grup abelian. Fie A = R[X1, X2, ..., Xn] un inel G-graduat
astfel ı̂ncat Xi este un element omogen de grad u(i) pentru orice 1 ≤ i ≤ n,
şi elementele lui R să aibă gradul 0. Definim B = R[X1, X2, ..., Xn] ı̂n mod
analog, dar cu G graduarea dată de v. Dacă există un izomorfism φ : A → B
de inele G-graduate astfel ı̂ncât φ(r) = r pentru orice r ∈ R, atunci există o
permutare σ ∈ Sn astfel ı̂ncât v = uσ.

Contribuţiile originale din teaza sunt conţinute ı̂n urmatoarele lucrări:

1. S. Crivei, C. Năstăsescu, L. Năstăsescu, A generalization of the Mitchell
Lemma: The Ulmer Theorem and the Gabriel-Popescu Theorem revis-
ited, J.Pure Appl Algebra 216, (2012), 2126-2129
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2. F. Castano-Iglesias, C. Năstăsescu and L. Năstăsescu, Locally stable
Grothendieck categories: Applications, Appl. Categor. Struct. 21
(2013), 105-118

3. S. Dăscălescu, C. Năstăsescu and L. Năstăsescu, Frobenius algebras
of corepresentations and group graded vector spaces, J. Algebra 406
(2014), 226-250
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Mitchell Lemma: The Ulmer Theorem and the Gabriel-Popescu The-
orem revisited, J.Pure Appl Algebra 216, (2012), 2126-2129
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