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Rezumat

Introducere

Categoriile Grothendieck au fost introduse de catre Alexander Grothendieck
in lucrarea sa [32] publicata in 1957. Scopul sau a fost acela de a utilza
metodele algebrei omologice pentru studiul fasciculelor. Un studiu sistem-
atic al categoriilor Grothendieck a fost facut de catre Gabriel in teza sa
[28]. Studiul categoriilor Grothendieck a unificat multe teorii In matem-
atica. Exemple relevante de categorii Grothendieck sunt: categoria modulelor
stangi peste un inel, categoria fasciculelor cuasi-coerente peste o varietate
algebrica, categoria modulelor graduate peste un inel graduat, categoria co-
modulelor peste o coalgebra, categoria modulelor Doi-Hopf generalizate. La
inceputul acestei teorii una dintre intrebarile deschise era accea daca orice
categorie Grothendieck este echivalenta cu o categorie de module(peste un
inel). Raspunsul s-a dovedit a fi negativ. De exemplu este posibil de aratat
ca anumite categorii de module graduate nu sunt echivalente cu o categorie
de module. Totusi Popescu i Gabriel au demonstrat in 1964 o teorema care
arata ca orice categorie Grothendieck este echivalenta cu o categoria cat a
unei categorii de module, de vazut [29]. Mai precis, daca A este o categorie
Grothendieck cu un generator G, R = End4(G) este inelul de endomorfisme
al lui G si Mod(R) este categoria de R-module unitare drepte, atunci func-
torul 7' : A — Mod(R) definit prin T'(X) = Hom (G, X ) pe obiectele X € A
si prin T(f) = Homy(G, f) : T(X) — T(Y) pe morfismele f : X — Y in
A este deplin fidel gi are un adjunct stang exact S. Demonstratia initiala
a fost destul de complicata; in special partea de exactitate a functorului S.
Cu scopul de a o simplifica, demonstratia initiala a fost revizuita de o serie
de autori, printre cele mai elegante si scurte demonstratii in ordine crono-
logica fiind cele ale lui Takeuchi [65], Ulmer [67] si Mitchell [44]. Ultima
dintre ele utilizeaza o lema ingenioasa, care a ramas in literatura ca lema lui
Mitchell, si totodata existenta a suficiente obiecte injective in orice categorie
Grothendieck.



Conceptul de localizare a fost studiat pentru prima data pentru inele
comutative. In acest caz consideram P un ideal prim intr-un inel comutativ.
Complementul acestui ideal este notat prin Sp = R — P, care este un sistem
multiplicativ inchis. Putem considera apoi subcategoria localizanta R — M od
notata prin

Cp={M € R— Mod|Sz'M = 0}
Este usor de vazut ca aceasta este acelasi lucru cu:
Cp={M € R— Mod|Homg(M,E(R/P) =0}

unde E(R/P) este anvelopa injectiva a lui R/P. Mai mult, categoria cat
R — Mod/Cp este echivalenta cu categoria Rp — Mod a tuturor modulelor
stangi peste inelul localizant Rp. Odata cu notiunea de categorie abeliana
a fost introdus si conceptul de teorie de torsiune. Acesta a devenit un in-
strument puternic pentru studiul categoriilor. O teorie de torsiune ereditara
intr-o categorie arbitrara abeliana A este acelasi lucru cu a avea o subcate-
gorie localizanta C in A. Mai mult, pentru orice subcategorie localizanta C
in A avem conceptul de categorie cat A/C. Intrebarea naturald care se stu-
diaza aici este proximitatea dintre orice subcategorie localizanta C din A si
subcategoriile localizante de tipul Cp. Cahen a fost primul care a introdus o
notiune de "stabilitate”. El a introdus aceasta notiune pentru o subcategorie
localizanta a unei categorii de module peste un inel comutativ. In acest caz o
subcategorie localizanta se zice stabila daca C = () p.y Cp, pentru o multime
X C Spec(R).

Unul dintre scopurile tezei este acela de a revizui teorema Gabriel-Popescu
si generalizarile sale, si totodata de a introduce o notiune de stabilitate in
cazul general a unei categorii Grothendieck. Un alt scop este acela de a
ne uita la exemple speciale de categorii Grothendieck, mai precis categoria
coreprezentarilor peste algebre Hopf, si de a investiga algebrele Frobenius si
algebrele simetrice in astfel de categorii. Algebrele Frobenius 1si au originile
in studiul intreprins de F.G. Frobenius in teoria reprezentarilor grupurilor
finite. Studiul lor a fost initiat de Brauer, Nesbitt si Nakayama si apoi con-
tinuat de Dieudonne, Eilenberg, Azumaya etc. Algebrele Frobenius au jucat
un rol important in teoria algebrelor Hopf, deoarece orice algebra Hopf finit
dimensionala este Frobenius, inelele de coomologie ale varietatilor compacte
orientate, solutiile ecuatiei cuantice Yang-Baxter, polinoamele Jones si teoria
campurilor cuantice. Este o problema interesanta sa intelegem semnificatia



algebrelor Frobenius in categorii monoidale, altele decat categorii de spatii
vectoriale. Discutam aceasta problema in cazul categoriei comodulelor peste
o algebra Hopf H. Punand niste conditii suplimentare lui H, ne uitam de
asemenea la algebrele simetrice in aceasta categorie. O atentie speciala este
acordata cazului in care H este algebra Hopf kG, unde G este un grup ar-
bitrar; in aceasta situatie categoria coreprezentarilor peste H este categoria
spatiilor vectoriale G-graduate, iar algebrele in aceasta categorie sunt alge-
brele G-graduate. O ultima directie de studiu in aceasta teza este legata
de algebrele graduate dupa un grup. Teoria algebrelor graduate dupa un
grup arbitrar a fost sistematic dezvoltata dupa 1970. Sursele principale de
inspiratie au fost algebrele de polinoame cu graduarea(uzuala) dupa intregi
pozitivi, si algebrele grupale cu graduarea standard dupa grupul considerat.
Studiul graduarilor de grupuri pe diverse clase de algebre au fost de interes in
algebra comutativa gi necomutativa, algebre Lie si in teoria reprezentarilor.
Suntem interesati in graduari pe algebre de polinoame.
Teza este divizata in patru capitole.

Capitolul 1: Categorii Grothendieck. O generalizare a Lemei lui
Mitchell.

In 1964 Pierre Gabriel si Nicolae Popescu au aritat ci orice categorie
Grothendieck este echivalenta cu o categorie cat a unei categorii de module.
Mai precis daca:

e A este o categorie Grothendieck cu un generator G
e R = Endy(G) este inelul endomorfismelor lui G
e Mod(R) este categoria R-modulelor unitare drepte
atunci functorul 7': A — Mod(R) definit prin:
e T'(X)=Homy(G,X),unde X € A
o I'(f)=Homu(G, f): T(X) — T(Y) pe morfismele f: X - Y in A

este deplin fidel si are un adjunct exact stang S.

Ulterior aceasta demonstratie a fost revizuita de mai multi autori; cele
mai elegante gi scurte demonstratii in ordine cronologica fiind cele ale lui
Takeuchi, Ulmer si Mitchell.



Scopul nostru in acest capitol este acela de a generaliza lema lui Mitchell
initiala de la categoria de module la categoria de functori gi de a arata cum
o putem utiliza pentru a obtine mai ugor o generalizare a teoremei lui Ul-
mer despre exactitatea lui S, o generalizare a teoremei Gabriel-Popescu si o
generalizare a lemei Takeuchi.

Vom folosi urmatoarele notatii:

e A o categorie Grothendieck

e U o multime de obiecte ale lui A Gen(U) = {A € A|(3)f : Dy, Ui —
A — 0} o subcategorie plina, preabeliana a lui A4 (are nuclee si conu-
clee)

o Ay ={M € A|(Y) morfism f: P, U — M € Acu F o submultime
finita a lui U, Ker(f) € Gen(U)}

Fie (U, Ab) categoria definita in modul urmator:

e obiecte: functorii aditivi contravarianti de laif la categoria Ab a grupurilor

abeliene
e morfisme: transformarile naturale dintre astfel de functori

(UP, AD) este o categorie Grothendieck care are functorii contravarianti
reprezentabili (hy)yey, unde hy = Homy(—,U) formeaza o familie de gen-
eratori de obiecte proiective pentru (U, Ab).

Consideram functorul 7" : A — (U, Ab) definit prin:

e T(X)= Homyu(—,X)|U pe obiectele X € A

o T(f) = Homu(—, /)|U:T(X) = T(Y) pe morfismele f: X — Y din
A

Se gtie deja ca T are un adjunct stang S : (U?, Ab) — A. In particular
avem ca S(hy) = U pentru (V)U € U.

Lema 1. (Generalizarea teoremei lui Mitchell) Considerdam:

o U o multime de obiecte ale lui A

e A, B obiecte din A cu A € Ay



o My un subobiect al lui T(A)
o G: My — T(B) un morfism in (U, Ab)
Vom considera urmatoarele notatii:
o M =y Ma(U)
o (Y)m € M luam U, =U € U pentru care m € M4(U)
o (V)me M, up, : Uy = D,,c0s Un este injectia canonica
o : D, crs Un — A este unicul morfism cu i, = m pentru (V)m € M

o ¢ @B,,cnyUn — B este unicul morfism cu ¢u, = Gy(m) pentru
(V)ym € My(U)

Atunci ¢ se factorizeaza prin Im(v).
Avem trei aplicatii importante, care rezulta direct din Lema lui Mitchell.

Teorema 2. (Teorema Ulmer) Functorul S : (U, Ab) — A este exact daca
st numai daca U C Ay.

Teorema 3. (Gabriel-Popescu generalizata) Presupunem ca Ul este o familie
de generatori ai lui A. Atunci T : A — (U, Ab) este un functor deplin fidel
al carui adjunct stang S : (U?, Ab) — A este exact.

Corolar 4. (Lema lui Takeuchi generalizata) Fie A un obiect a lui A, Ya
un subobiect a lui T(A) i fie i : Y4 — T(A) morfismul incluziune.

(i) Dac“a U C Ay atunci S(i) este un monomorfism.

(i1) Daca A € Ay (Gen(U), atunci morfismul canonic vy : ST(A) — A

este un izomorfism.
Categorii Grothendieck local stabile
Consideram:
e A o categorie Grothendieck
e C o subcategorie localizanta a lui A

e tc: A — C functorul torsiune



e Tz : A— A/C functorul canonic

e Sc: A/C — A adjunctul la dreapta al functorului 7T¢.
Sp(A) = {I € A|l indecompozabil injectiv}

Oricarui obiect injectiv indecompozabil al Sp(.A) 1i putem asocia subcat-
egoria localizanta:

A ={M € A|Hom (M, I) =0}

Definitie 5. Un subobiect A al unui obiect B € A este ireductibil in B daca
acesta nu poate fi scris ca intersectia a doua subobiecte strict mai mari ale
lui B, sau daca A= M (N, unde M si N sunt subobiecte ale lui B, atunci
A=M sau B = N.

Propozitie 6. A; este un element ireductibil in Tors(A), unde Tors(A)
este multimea subcategoriilor localizante.

Definitie 7. (subcategorie stabila) Fie A o categorie Grothendieck. O subcat-
egorie localizanta C a lui A este stabila daca ezista o submultime A a Sp(A)
astfel incat

C= nleA A;

In acest caz noi scriem Cy = C. Daci fiecare subcategorie localizanta C a lui A
este stabila, atunci categoria A se numeste local stabila. Daca A = R— Mod
este o categorie local stabila, atunci R este un inel stang local stabil.

O categorie Grothendieck A se numeste local coireductibila daca orice
obiect diferit de zero contine un subobiect coireductibil diferit de zero. Acest
lucru este echivalent cu a spune ca orice obiect injectiv a lui A este acoperirea
injectiva a unei sume directe de obiecte injective indecompozabile. A se
numegte atomica daca are doud subcategorii localizante gi anume {0} si
A. Spunem ca A are dimensiune Gabriel daca orice obiect a lui A are
dimensiune Gabriel (dimensiunea Krull in sensul lui Gabriel).

Utilizand aceste definitii vom da niste exemple de categorii Grothendieck
local stabile.

Propozitie 8. Fie A o categorie Grothendieck care verifica una dintre urmdatoarele
conditii:



e (i) A este local coireductibila

e (ii) A are dimensiune Gabriel

o (iii) A este atomica cu spectrul Sp(A) # &
Atunci A este o categorie local stabila.

Rezultatul principial al acestei sectiuni da o conexiune intre stabilitatea
categoriei Grothendieck A gi stabilitatea subcategoriei C si categoriei cat

AJC.

Teorema 9. Fie A o categorie Grothendieck si fie C o subcategorie localizanta
a lui A. Atunci A este local stabila daca si numai daca C gi A/C sunt local
stabile.

In urméitoarele sectiuni ale acestui capitol vom considera niste cazuri
particulare de categorii Grothendieck.

Fie A o categorie Grothendieck local finit generata. Categoria A este o V-
categorie daca orice obiect simplu este injectiv. Teorema principala a acestei
sectiuni afirma ca anumite subcategorii localizante ale unei V-categorii sunt
stabile. O subcategorie localizanta C a lui A este de clasa TTF daca C este
inchisa la produse directe arbitrare.

Fie C' o coalgebra peste un corp k. Notam prin MY categoria k-liniars
a tuturor C'-comodulelor drepte. Bifunctorul Hom in aceasta categorie va
fi notat prin Come(—,—). Oricirei subcategorii localizante 7 a lui MY ii
putem asocia categoria cat M /T, care este o categorie k-abeliana determi-
natd pana la echivalenta de un functor exact T : MY — MY /T. Oricarui
C-comodul drept simplu S ii putem asocia anvelopa sa injectiva F(S), care
este un obiect injectiv indecompozabil in M.

Vom nota prin:

775(5) = {M c MC|COmc(M, E(S)) = 0}
Vom enunta teorema principala:

Teorema 10. Fie {S;|i € I} un set complet de reprezentanti a tipurilor
de C'-comodule simple pana la un izomorfism. Daca T este o subcategorie
localizantd a lui M, atunci T = (e cr Teesy, unde J = {i € I|S; ¢ T}.
Mai mult de atdt, aceastd intersectie este ireductibild.



Algebre Frobenius si algebre simetrice in categorii monoidale

Vom lucra peste un corp k. O algebra finit dimensionala A este Frobenius
daca A ~ A* ca A-module stangi(sau echivalent ca A-module drepte). Acesta
este un concept important pentru: teoria reprezentarilor, teoria algebrelor
Hopf, teoria grupurilor cuantice, teoria topologica a campurilor cuantice si
altele.

O caracterizare echivalenta pentru notiunea de algebra Frobenius a fost
data de catre Abrams care a demonstrat ca o algebra A este Frobenius <
exista o structura de coalgebra (A, d4,£4) pe spatiul vectorial A astfel incat
comultiplicarea ¢4 este un morfism de (A, A)-bimodule. Aceasta definitie
echivalenta a unei algebre Frobenius are sens in orice categorie monoidala,
lucru care a permis introducerea conceptului de algebra Frobenius intr-o
categorie monoidala. Studiul algebrelor Frobenius in categorii monoidale a
fost initiat de catre M. Muger(2003), R. Street(2004) si S. Yamagami(2004).
Acesta este un concept important care apare in teoria echivalentelor Morita
a categoriilor tensoriale, in teoria cuantica a campurilor conforme si in altele.

O clasa speciala de algebre Frobenius consta din algebrele simetrice. O
algebra simetrica este o algebra finit dimensionala A astfel incat A ~ A* ca
(A, A)-bimodule. Algebrele simetrice apar in teoria topologica a campului
cuantic i pentru teoria blocurilor algebrelor grupale.

Fie H o algebra Hopf, si A o algebra finit dimensionala in M, care
este o H-comodul algebrs la dreapta. Daca A €4 M atunci rezultd ca
dualul siu A* € M. De asemenea dacd A € M nu rezulta neaparat ca
A* €4 MH | dar rezultd cd A* € ;52) M unde AG?) este doar A ca algebra
si are H-coactiunea la dreapta datd de a — > ag® S?(a;) . H-coactiunea la
dreapta a lui A este data de > ag ® a;. Acum vom da definitia conceptului
de H-Frobenius la stanga, respectiv H-Frobenius la dreapta.

Definitie 11. O H-comodul algebra dreapta finit dimensionala A se numeste
o H-Frobenius la stanga daca A" ~ A% gp sy M
o H-Frobenius la dreapta dacd A ~ A* in M

Urmatoarea teorema caracterizeaza propietatea de a fi H-Frobenius la
stanga. Primele patru conditii echivalente sunt in spiritul celor clasice pen-
tru algebre Frobenius, luand in considerare insa si H-coactiunea. Ultima
conditie arata ca conexiunea cu conceptul de algebra Frobenius in categoria
coreprezentarilor lui H.



Teorema 12. Fie A of H-comodul algebra finit dimensionala. Urmatoarele
afirmatii sunt echivalente:

1. A este H-Frobenius la dreapta

2. Ezxista o forma nedegenerata, asociativa si biliniara B: A® A — k cu
propietatea ca B(b, (h*S?)-a) = B((h*S) -b,a) pentru orice a,b € A si
pentru orice h* € H*

3. A are un hiperplan H care nu contine ideale stangi diferite de zero ale
lui A, si (h*S?)- A C H pentru orice h* € H* cu h*(1) =0

4. A are un hiperplan H care nu contine nici un subobiect diferit de zero
a lui AS”) in asny M si (h*S?) - A C H pentru orice h* € H* cu
h*(1) =0

5. AG?) este o algebrd Frobenius in categoria monoidala M

Avem o teorema similara pentru notiunea de H-Frobenius la stanga. De
asemenea exista o conexiune intre conceptul de H-Frobenius la stanga si
conceptul de H-Frobenius la dreapta. Conexiunea este data de urmatoarea
teorema:

Teorema 13. Fie H o algebra Hopf, si A o H-comodul algebra finit dimen-
stonala. Urmatoarele afirmatii sunt adevarate:

1. Daca A este H-Frobenius la dreapta, atunci A este H-Frobenius la
stanga.

2. Daca antipodul S este injectiv si A este H-Frobenius la stanga, atunci
A este de asemenea H-Frobenius la dreapta.

In continuare vom particulariza algebra Hopf H la kG, unde G este un
grup arbitrar. In acest caz M*“ va fi categoria monoidala a spatiilor vectori-
ale G-graduate, si o algebra in aceasta categorie va fi o algebra G-graduata.

Propozitie 14. Fie A o algebra G-graduata finit dimensionala, si fie o € G.
Urmatoarele conditit sunt echivalente:

1. A(o) ~ A* in A-gr
2. (0)A ~ A* in gr-A
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Utilizand echivalenta de mai sus vom putea da definitia algebrei Frobenius
o-graduate. Prin urmare spunem ca o algebra finit dimensionala G-graduata
este o-graduata Frobenius daca satisface una din conditiile echivalente din
propozitia de mai sus. In mod clar, Frobenius e-graduat inseamna de fapt
Frobenius graduat.

Studiem propietati de baza a algebrelor Frobenius o-graduate si dam o
serie de caracterizari pentru ele. Unul dintre pricipalele rezultate este:

Teorema 15. Fie A = @geG Ay o algebra G-graduata finit dimensionald, si
fie 0 € G. Urmatoarele afirmatii sunt echivalente:

1. A este o-graduata Frobenius
2. Ay >~ A% ca A.-module stangi, si A este o-fidel la stanga
3. Ay >~ A’ ca A.-module drepte, si A este o-fidel la dreapta

In particular aceasta teorema da structura algebrelor Frobenius in cate-
goria spatiilor vectoriale graduate.

Intre algebrele Frobenius exista anumite obiecte cu mai multa simetrie:
algebrele simetric graduate, care sunt doar algebrele simetrice in categoria
sovereign a spatiilor vectoriale graduate. Spunem ca o algebra graduata finit
dimensionala A este simetric graduata daca A si A* sunt izomorfe ca A la
stanga, A la dreapta bimodule graduate. In continuare dim o teoremi care
caracterizeaza propietatea de a fi simetric graduata.

Teorema 16. Fie A = @geG Ay o algebra G-graduata finit dimensionala.
Urmatoarele afirmatii sunt echivalente:

1. A este simetric graduata

2. Fxista o forma biliniara, simetrica, asociativa si nedegenerata B : A X
A — k astfel incat B(r.,r,) = 0 pentru orice r» € A, sir, € A, cu

T # €

3. Ezista o aplicatie liniara X : A — k cu Mzy) = A(yx) pentru orice z,
y € A, Ker(\) sa nu contina ideale stangi graduate diferite de zero, si
Mzoyr) = 0 pentru orice x, € A, $iy, € A, cuor #e

Dintr-un exemplu al lui Eilenberg si Nakayama este cunoscut faptul ca
orice algebra semisimpla este simetrica. Luand in considerare, ceea ce se
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intampla in categoria monoidala a spatiilor vectoriale, este natural sa ne
punem intrebarea daca o algebra finit dimensionala graduata semisimpla
este simetric graduata. Vom arata ca acesta este intr-adevar cazul, atunci
cand caracteristica corpului nu divide dimensiunea lui A, in particular este
intotdeauna adevarat in dimensiune 0. Utilizand structura algebrelor grad-
uate semisimple, distingem o clasa de asemenea obiecte care este simetric
graduata; in particular orice algebra graduata semisimpla finit dimensionala
este simetric graduata in caracteristica 0.

Intr-una dintre sectiunile din acest capitol, vom discuta de asemenea con-
ceptul de algebra Frobenius graduata in corelatie cu functorii Frobenius. Este
prezentata la inceput, o teorema deja cunoscuta, care da o conexiune intre
algebrele Frobenius si functorii Frobenius, si apoi demonstram o versiune
graduata.

Teorema 17. A este graduat Frobenius dacda si numai dacd functorul uituc
U:A—gr—k— gr este un functor Frobenius.

In final vom da o nous demonstratie a unui rezultat a lui Bergen uti-
lizand functorii Frobenius, care afirma faptul ca daca H este o algebra Hopf
finit dimensionala care actioneaza pe o algebra finit dimensionala A, atunci
produsul smash A#H este Frobenius daca si numai daca A este Frobenius.

Algebrele Frobenius pot fi definite in orice categorie monoidala. Nu
este clar cum se poate defini un concept de algebra simetrica intr-o cate-
gorie monoidala arbitrara. Aratam ca aceasta este posibil in categoria H-
comodulelor drepte, unde H este algebra Hopf cosovereign.

Definitie 18. (Algebre Hopf cosovereign): o algebra Hopf H cu un caracter
u pe H (adica un element grupal al lui H* sau, echivalent un morfism de
algebre w : H — k), astfel incat

S*(h) = > u~"(h)u(hs)hy, Yh € H
Vom spune ca u este un caracter sovereign al lui H.

Aplicatia f : A — AS®) | f(a) = u™"-a este un izomorfism de H-comodul
algebre drepte, si induce un izomorfism de categorii F : 2y M — 4 M.
Prin restrictie aceasta induce un izomorfism de categorii, (de asemenea notat
prin F), F : 2 M —4 MY Acum dacd A* € 2y MH atunci
F(A*) €4 M. Utilizand observatia de mai sus, putem defini algebrele
simetrice 1n categoria M in raport cu u.
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Definitie 19. Fie H o algebra Hopf cosovereign cu u un caracter sovereign.
O H-comodul algebra finit dimensionala A este o algebra simetrica in
categoria M relativ la u dacd

F(A*) ~ A in categoria oMY
Vom spune simplu ca A este (H,u)-simetrica.

Ulterior vom da caracterizari explicite ale acestei propietati in M si vom
arata ca definitia simetriei depinde de caracter. Prin urmare este posibil ca
o algebra Hopf cosovereign H sa aiba doua caractere sovereign u si v, astfel
incat o H-comodul algebra dreapta A sa fie (H,u)-simetrica, dar sa nu fie
(H,v)-simetrica. De asemenea, utilizam o versiune modificata a constructiei
extinderii triviale pentru a da exemple de algebre de coreprezentari (H,u)-
simetrice.

Propozitie 20. Fie H o algebra Hopf cosovereign si u caracterul sovereign,
iar A o H-comodul algebra, sie(A) = A@ F(A"), cu structura sumei directe
de H-comodul si cu structura de algebra obtinuta de la extinderea triviala a

lui A g1 a (A, A)-bimodulului F(A*). Atunci
e(4) = AD F(AY)
este o H-comodul algebra la dreapta care este (H,u)-simetricd.

In cazul in care H este involutiva, adica S? = Id, H este cosovereign
daca luam u = e, counitatea lui H, si in acest caz este clar ca o algebra
(H,e)-simetrica este de asemenea simetrica ca o k-algebra. Aratam ca in
general H poate fi (H,u)-simetrica fara sa fie simetrica ca o k-algebra.

Data o algebra finit dimensionald A in categoria M, unde H este o
algebra Hopf finit dimensionala, se poate construi produsul smash A#H*.
Constructiile de produse smash sunt relevanta deoarece acestea descriu struc-
tura de algebra in procesul de bozonizare, care asociaza unei superalgebre
Hopf o algebra Hopf. Am mentionat deja ca A este Frobenius daca si nu-
mai daca A#H™ este Frobenius. Pe de alta parte, aratam printr-un exemplu
ca o asemenea conexiune buna nu are loc pentru propietatea de simetrie.
Obiectivul nostru este acela de a studia conexiunile intre A ca algebra Frobe-
nius in M si A#H* algebra Frobenius in M Arétam c& doar una dintre
implicatii are loc.
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Teorema 21. Fie H o algebra Hopf finit dimensionala st A o H-comodul
algebrd finit dimensionald. Dacd A este o algebra Frobenius in M atunci
A#H* este o algebrd Frobenius in M.

Urmatorul nostru scop este acela de a stabili un transfer al propietatii de
simetrie intre A si A#H".

Teorema 22. Fie H o algebra Hopf finit dimensioanala cu antipodul S.
Fie H cosovereign via g, respectiv H* cosovereign via «, unde g st o sunt
elemnetele grupale distinse ale lut H, respectiv H*. Daca A este o H-comodul
algebra atunct,

A este (H, a)-simetrica < A#H* este (H*, g)-simetricad.

Daca A este o H-comodul algebra dreapta care este Frobenius (respectiv
simetrica) ca algebra, atunci este natural sa ne punem intrebarea daca aceasta
propietate se transfera la subalgebra coinvariantilor. Aratam ca in general
raspunsul este negativ, transferul avand totusi loc daca punem conditii su-
plimentare asupra lui H.

Capitolul 4: Graduari de grupuri pe algebre de polinoame

Fie k un corp si A = k[X1, Xo, ..., X,,] 0 algebra de polinoame in n deter-
minate. Fie G un grup abelian.

Studiem G-graduarile lui A pentru care nedeterminatele sunt elemente
omogene de grad netrivial. Numim aceste graduari, graduari bune. Rezul-
tatul principal este urmatorul:

Teorema 23. Fie R un inel IBN, si fie u,v:{1,2,..,n} — G — {0} functii,
unde G este un grup abelian. Fie A = R[Xy, Xa, ..., X,,] un inel G-graduat
astfel incat X; este un element omogen de grad u(i) pentru orice 1 <i < n,
si elementele lui R sa aiba gradul 0. Definim B = R[X1, Xa, ..., X;)] in mod
analog, dar cu G graduarea data de v. Daca existd un izomorfism ¢ : A — B
de inele G-graduate astfel incat ¢(r) = r pentru orice r € R, atunci existd o
permutare o € S,, astfel incat v = uo.

Contributiile originale din teaza sunt continute in urmatoarele lucrari:

1. S. Crivei, C. Nastasescu, L. Nastasescu, A generalization of the Mitchell

Lemma: The Ulmer Theorem and the Gabriel-Popescu Theorem revis-
ited, J.Pure Appl Algebra 216, (2012), 2126-2129
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2. F. Castano-Iglesias, C. Nastasescu and L. Nastasescu, Locally stable
Grothendieck categories: Applications, Appl. Categor. Struct. 21
(2013), 105-118

3. S. Dascalescu, C. Nastasescu and L. Nastasescu, Frobenius algebras
of corepresentations and group graded vector spaces, J. Algebra 406
(2014), 226-250

4. S. Dascalescu, C. Nastasescu and L. Nastasescu, Are graded semisimple
algebras symmetric?, preprint, arXiv:1504.04868

5. S. Dascalescu, C. Nastasescu and L. Nastasescu, Symmetric algebras in
categories of corepresentations and smash products, Journal of Algebra
465 (2016), 62-80

6. S. Dascalescu, C. Nastasescu and L. Nastasescu, Group gradings on
polynomial algebras, Communications in Algebra, 44 (2016), no.8,
3340-3348

De asemenea utilizam notatii standard pe care le regasim in urmatoarele
carti: [18], [37], [38], [43], [49] and [53].

In decursul acestor trei ani de studiu si cercetare am fost sustinuta partial
de Programul Sectorial Operational Dezvoltarea Resurselor Umane(SOP, HRD,
finantata de Fondul Social European si de Guvernul Roméan sub contractul
cu numarul POSDRU/159/1.5/S/137750 si de grantul UEFISCDI PN-II-ID-
PCE-2011-3-0635, cu numarul contractului 253/5.10.2011 dat de CNCSIS.

In final ag dori sa-i multumesc conducatorului meu de doctorat pentru
tot ajutorul si suportul oferit de a lungul acestei perioade, tatalui meu Con-
stantin Nastasescu pentru toate sfaturile folositoare pe care mi le a dat, si
de asemenea lui Septimiu Crivei pentru sfaturile pe care mi le a dat in ceea
ce priveste primele doua capitole.

As dori de asemenea sa-i multumesc sotului meu Arghir Zarnescu pentru
tot suportul lui, rabdarea lui si dragostea lui de-a lungul ultimului an de
doctorat.
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