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Îndrumător:
Prof.univ.dr. Victor MITRANA

Doctorand:
Adrian Marius Dumitran

Bucures,ti
2015



Capitolul 1

Rezumat

1.1 Introducere

În teza discutăm predominant despre trei operat, ii de inspirat, ie biologică, s, i
anume duplicarea prefix-sufix, duplicarea prefix-sufix mărginită si completarea
de pătrate prefix-sufix.

Duplicarea este una din cele mai frecvente s, i mai put, in ı̂nt,elese mutat, ii
ı̂n rearanjarea genomului [24]. În mare, duplicarea este procesul prin care o
secvent, ă de ADN este duplicată obt, inând două sau mai multe copii. Acest
proces se poate intâmpla ı̂n orice pozit, ie din cromozom, inclusiv la ı̂nceput
s, i la sfârs, it. De fapt, distribut, ia acestor repetit, ii variază mult ı̂ntre divers, i
cromozomi s, i unii autori consideră că aproximativ 5% din rearanjările genomului
sunt diverse tipuri de duplicat, ii [26].

Se consideră că ı̂n analiza filogenetică, care ar putea fi folosită ı̂n investigarea
evolut, iei speciilor, este posibil ca prin studiul duplicărilor din cadrul genomu-
lui să se determine cea mai probabilă evolut, ie a duplicărilor [27]. Detectarea
repetit, iilor tandem s, i găsirea de algoritmi pentru reconstruct, ia repetit, iilor tan-
dem sunt subiecte care au primit multă atent, ie ı̂n bioinformatică [2, 1, 25].
Telomerii sunt un tip special de duplicări care apar doar la sfârs, itul cromozomi-
lor. În general, telomerii sunt format, i din repetit, ii tandem ale unui număr mic
de nucleotide. Se consideră că telomerii sunt complexe de proteine-ADN cu rol
protectiv, ei se află la sfârs, itul cromozonilor eukariot, i s, i stabilizează structura
cromozomilor [5, 24]. Lungimea ADN-ului telomeric este importantă pentru
stabilitatea cromozomului; pierderea secvent,elor de repetit, ie telomerică poate
duce la fuziunea intre cromozomi s, i pot cauza instabilitatea lor.

Interpretarea duplicărilor ca operat, ii formale pe cuvinte a inspirat mai multe
lucrări ı̂n Combinatorica pe Cuvinte s, i ı̂n Limbaje Formale, ı̂ncepând cu [3, 14]
s, i continuând cu [8, 28, 22] s, i cu referint,ele din aceste lucrari. Este de ment, ionat
că o teză de doctorat [21] studiază acest subiect. Aceste lucrări sunt punctul
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de plecare pentru această teză.

Duplicările care apar la ambele capete ale unui cuvânt denumite duplicări
prefix-sufix au fost prima dată considerate ı̂n [16]. Motivat, ia principală pentru
introducerea acestei operat, ii a fost modelarea matematică a telomerilor. Altă
motivare a fost modelarea procesului de generare a repetit, iilor terminale lungi
(LTRs): secvent,e identice de ADN care se repetă de sute sau mii de ori la
capetele unor secvent,e de ADN. Astfel de secvent,e sunt folosite, spre exemplu,
de virus, i pentru a-s, i introduce materialul genetic ı̂n genomul gazdei.

În [16] este investigată clasa limbajelor care pot fi definite prin aplicarea ite-
rativă a duplicărilor prefix-sufix; de asemenea, clasa acestor limbaje este compa-
rată cu alte clase de limbaje cunoscute. Se arată că limbajele din acastă clasă
au o structură complicată chiar dacă s, irul init, ial este relativ simplu; anume,
se arată că există cuvinte init, iale binare care generează limbaje care nu sunt
independente de context. De asemenea, ı̂n respectiva lucrare sunt prezentat, i
algorimti care rezolvă problema apartenent,ei (apartenent,a unui cuvânt la lim-
bajul generat prin duplicare prefix-sufix pronind de la alt cuvânt), precum s, i
algoritmi care calculează distant,a prefix-sufix ı̂ntre două cuvinte. În acest con-
text am considerat o variantă mărginită a acestei operat, ii, numită duplicarea
prefix-sufix mărginită. Noul model ne-a permis să rezolvăm unele probleme
rămase deschise ı̂n lucrarea sus-ment, ionată. De asemenea, noul model pare mai
aproape de realitatea biochimică care a inspirat definit, ia acestei operat, ii, pare
mai aproape de adevărul biologic ca duplicările prefix-sufix să nu poată fi oricât
de lungi.

În acelas, i context al operat, iei de duplicare prefix-sufix am introdus operat, ia
de completare de pătrate prefix-sufix ı̂n [10]. Dacă ı̂n cazul operat, iei de du-
plicare prefix-sufix se obt, in pătrate la sfărs, itul unui cuvânt prin duplicarea
rădăcinii pătratului, ı̂n [10] am luat ı̂n calcul altă posibiltate, s, i anume am luat
ı̂n considerare posiblitatea de a crea pătrate (cel mai simplu tip de repetit, ii) la
capetele unui cuvânt prin completarea unui prefix sau a unui sufix ale acesutia
până la un pătrat. De exemplu, cuvântul banan se poate completa la banana,
de asemenea, se poate completa s, i cu o duplicare a ı̂ntregului pătrat ca ı̂n cazul
duplicării prefix-sufix (putem obt, ine astfel de exemplu cuvântul babanan ).

În contextul operat, iilor ment, ionate anterior ni s-a părut interesant să vedem
cum putem folosi aceste operat, ii pentru a genera cuvinte infinite [10]. Arătăm
ı̂ntâi că s, irurile infinite Fibonacci, Period-doubling s, i Thue-Morse pot fi gene-
rate prin completarea sufix a pătratelor. Acest lucru arată o proprietate care
pare interesantă pentru noi: orice cuvânt (infinit) generat prin completarea su-
fix a pătratelor cuprinde pătrate, dar există (o infinitate) de cuvinte generate
prin aceasta operat, ie care evită repetit, iile de exponent rat, ional mai mare ca
2. În comparat, ie, arătam că s, irul infinit Thue-Morse nu poate fi generat prin
duplicare prefix-sufix. Totus, i, arătam că putem genera un cuvânt infinit liber
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de cuburi prin duplicare sufix. Aceasta este o variantă mai slabă a rezultatului
obt, inut pentru operat, ia de completare de pătrate: orice cuvânt (infinit) generat
prin duplicare sufix cont, ine pătrate, dar există (o infinitate) de cuvinte generate
de această operat, ie care evită repetit, iile de exponent ı̂ntreg mai mare ca 2.

Ulterior investigăm problema detectării eficiente a existent,ei structurilor re-
petitive care apar la capetele unei secvent,e. De exemplu, cuvintele care nu
ı̂ncep s, i nu se termină cu o repetit, ie pot modela secvent,e de ADN care au tre-
cut printr-un proces degenerativ care a distrus repetit, iile terminale, afectându-i
astfel stabilitatea sau funct, iile. Îndepărtându-ne de motivat, ia biologică, cuvin-
tele care nu ı̂ncep s, i nici nu se termină cu repetit, ii par interesante s, i din puncte
de vedere combinatoric. Într-adevăr, cuvintele ce nu cont, in repetit, ii sunt foarte
importante ı̂n combinatorica pe cuvinte, algoritmica pe cuvinte, precum s, i ı̂n
aplicat, iile acestora [23, 17]; cuvinte care nu au prefixe sau sufixe repetitive mo-
delează o variantă mai slabă dar foarte străns legată a acestei not, iuni. În [11]
dar s, i ı̂n această teză arătăm cum putem să enumărăm factorii liberi de pătrate-
prefix-sufix dintr-un cuvânt, cum sa numărăm aces,ti factori sau cum să-l găsim
pe cel mai lung asemenea factor.

Păstrănd motivat, ia biologică discutăm ı̂n continuarea tezei despre repetit, ii
s, i repetit, ii palindromice spat, iate(o repetit, ie spat, iată este de exemplu cuvântul
art,ar). Repetit, iile s, i palindoramele spat, iate sunt investigate de mult timp ([17,
4, 20, 18, 19, 6, 7]), motivat, ia venind ı̂n special din analiza structurilor de ADN
s, i ARN, unde repetit, iile tandem s, i cele hairpin joacă un rol important ı̂n a arăta
structura s, i funct, ionalitatea secvent,elor genetice analizate (vezi [17, 4, 18]). Mai
precis, o repetit, ie spat, iată (respectiv o repetit, ie palindormică spat, iată) care
apare ı̂ntr-un cuvânt w este un factor uvu (respectiv, uRvu) al w. Partea din
mijloc v a acestei structuri se numeste spat, ierea, ı̂n timp ce cei doi factori u
(respectiv, ur s, i u) se numesc brat,ele stânga s, i dreapta. În general, lucrările
precedente erau interesate să găsească toate repetit, iile s, i repetit, iile palindromice
spat, iate, sub anumite restrictii asupra lungimii spat, ierii sau ı̂n contextul unei
relat, ii ı̂ntre brat, s, i spat, iere. În teză (precum s, i ı̂n [9]) am rezolvat această
problema ı̂n trei contexte noi.

Trebuie notat că scopul acestor investigat, ii nu este acela de a ataca probleme
biologice reale s, i de a le rezolva. De fapt, scopul cercetării este acela de a ı̂nt,elege
mai bine proprietăt, ile structurale ale cuvintelor obt, inute prin operat, iile discu-
tate precum s, i de obt, inerea unor unelte eficiente pentru a manipula asemenea
s, iruri.

1.2 Structura tezei

Teza este ı̂mpărtită ı̂n cinci capitole după cum urmează:

1. Primul capitol ”Introducere”, ı̂ncepe prin o prezentare a motivat, iei tezei
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s, i o plasare a rezultatelor ı̂n contextul cercetării ı̂n domeniu. În a doua
parte a capitolului sunt prezentate contribut, iile personale.

2. În al doilea capitol, ”Preliminarii”, definim majoritatea notat, iilor folo-
site ı̂n teză. Capitolul este ı̂mpărt, it ı̂n patru sect, iuni:

(a) Prima sect, iune prezintă definit, i clasice despre cuvinte finite s, i infi-
nite, factori, perioade, repetit, ii maximale s, i automate finite.

(b) Sect, iunea a doua introduce operat, iile de inspirat, ie biologică cu care
lucrăm ı̂n teză.

(c) În a treia sect, iune sunt prezentate diverse structuri de date folosite
ı̂n teză.

(d) A patra s, i ultima sect, iune prezintă câteva leme folosite frecvent ı̂n
cadrul tezei.

3. În al treilea capitol ”Aspecte algoritmice s, i de teoria limbajelor”
prezentăm o mare parte din rezultatele principale punând accent după
cum spune s, i titlul capitolului pe rezultate legate de algoritmi s, i limbaje
de duplicare. Capitolul este ı̂mpărt, it ı̂n trei sect, iuni astfel:

(a) În prima sect, iune discutăm despre diverse limbaje de duplicare.

(b) În a doua sect, iune discutăm despre probleme de apartanent,a ı̂n con-
textul celor trei operat, ii. De asemenea, arătăm cum putem calcula
eficient rădăcinile unui cuvânt, precum s, i rădăcinile comune a două
cuvinte ı̂n raport cu operat, iile studiate.

(c) În a treia sect, iune discutăm probleme legate de calculul distant,elor
ı̂ntre două cuvinte (sau două limbaje de duplicare) ı̂n raport cu
operat, iile noastre.

4. Al patrulea capitol ”Aspecte combinatorice” include o parte impor-
tanta a rezultatelor de ordin algorimtic s, i combinatorial. Acest capitol
este ı̂mpărt, it ı̂n trei sect, iuni:

(a) În prima sect, iune arătăm cum putem genera cuvinte finite s, i infinite
folosind operat, iile definite anterior.

(b) În a doua sect, iune arătăm cum putem detecta ı̂n mod eficient
existent,a structurilor repetitive care apar la capetele unei secvent,e.

(c) În a treia sect, iune rezolvăm problema repetit, iilor spat, iate s, i a
repetit, iilor palindormice spat, iate ı̂n trei cazuri diferite.

5. În ultimul capitol ”Direct, ii de cercetare” prezentăm o serie de pro-
bleme deschise care apar ı̂n urma rezultatelor din teză.
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1.3 Rezultate principale

După ce am discutat despre motivat, ia muncii noastre s, i am prezentat pe scurt
rezultate din această lucrare, acum vom prezenta ı̂n detaliu o parte din aceste
rezultate.

Cu toate că majoritatea rezultatelor din această teză apar ı̂n capitolele trei s, i
patru, trebuie ment, ionat că considerăm că lemele din sect, iunea 2.4 sunt impor-
tante. Nu numai pentru că multe din rezultatele din teză se bazează pe ele, dar
s, i pentru că tehnica folosită pentru a le demonstra ar putea fi utilă pentru a de-
monstra s, i alte rezultate. În această sectiune arătăm cum putem calcula ı̂n timp
liniar lungimea celui mai scurt, precum s, i a celui mai lung pătrat care ı̂ncepe sau
se termină ı̂n fiecare pozit, ie dintr-un cuvânt. În aceeas, i maniera arătam cum
putem calcula pătratul de lungime minimă/maximă centrat ı̂n fiecare pozit, ie
precum s, i alte rezultate similare. Cu toate că unele din aceste rezultate au fost
demonstrate anterior, noi aducem o solut, ie diferită s, i din anumite perspective
mai generala s, i mai eficientă. Solut, ia pe care o prezentăm este bazată pe facto-
rizarea Lempel-Ziv a cuvântului init, ial s, i pe o serie de observat, ii combinatoriale
asupra structurii factorizării. Ca să putem demonstra aceste leme folosim de
asemenea un caz special al problemei pădurilor de mult, imi disjuncte [15]. Prin
urmare, la ı̂nceputul sectiunii demonstrăm o lemă care arată cum putem fo-
losi acest caz a problemei ı̂n contextul tezei noastre. Aceste rezultate au fost
publicate ı̂n [10, 9].

În sect, iunea 3.1 prezentăm căteva rezultate legate de limbaje de duplicare
care au fost publicate ı̂n [12, 13]. Începem prin a da un rezultat care separă
limbajele de duplicare generate de duplicarea mărginită prefix-sufix de limbajele
de duplicare generate de duplicarea prefix-sufix:

Theorem 1.3.1 Mult,imea claselor nevide de limbaje ı̂nchise la reuniune cu
limbaje regulate, intersect,ie cu limbaje regulate, s, i substitut,ie cu limbaje regulate
este ı̂nchisă la duplicarea mărginită prefix-sufix.

În continuare demonstrăm că dacă fixăm o valoare k pentru mărginire, pu-
tem determina dacă un limbaj este un limbaj obt, inut prin duplicarea mărginită
prefix-sufix a unei mult, imi finite de cuvinte, de asemenea, putem determina
mult, imea minimă dacă aceasta există.

Theorem 1.3.2 Fie L un limbaj regulat care este un limbaj de duplicare prefix-
sufix k-mărginită pentru un anume k pozitiv. Atunci există s, i este minimal un
limbaj regualt E, care poate fi calculat, astfel ı̂ncât L = PSD∗

k(E). În particular,
se poate decide dacă un limbaj L este un limbaj de duplicare, prefix-sufix k-
mărginită, finit.

În sect, iunea 3.2 ı̂ncepem prin a rezolva problema apartent,ei ı̂n cazul limbaje-
lor PSD∗

k(L), ı̂n contextul ı̂n care s,tim deja să rezolvăm problema apartenent,ei
pentru L.
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Theorem 1.3.3 Dacă problema apartenent,ei pentru limbajul L poate fi decisă
ı̂n complexitatea timp O(f(n)), atunci problema apartent,ei pentru PSD∗

k(L)
poate fi decisă ı̂n complexitatea timp O(nk log(k) + n2f(n)).

Pornind de la rezultatul anterior aratăm că putem decide dacă un cuvânt
este ı̂n PSD∗

k(w), cu |x| = n ı̂n complexitate timp O(n log(k)) dacă |w| ≥ k s, i
ı̂n O(nk log(k)) altfel. Rezultatele anterioare au fost publicate ı̂n [12, 13, 10].

Trecem apoi la calcularea rădăcinilor unui cuvânt s, i obt, inem următorul re-
zultat pentru operat, ia de completare prefix-sufix a pătratelor:

Theorem 1.3.4 Pentru un cuvânt w de lungime n, putem calcula:

1. Numărul de strămos, i ai lui w

2. Cel mai scurt strămos, a lui w

ı̂n relat,ie cu operat,ia de completare de pătrate prefix-sufix ı̂n complexitatea timp
O(n).

Rezultatul anterior ne ajută să obt, inem un algoritm care rezolvă problema
apartent,ei pentru această operat, ie ı̂n timp liniar.

Ulterior, arătăm cum putem calcula o rădăcina comună a două cuvinte ı̂n
complexitatea timp O(nk log(k) + n2) ı̂n cazul operat, iei de duplicare prefix-
sufix s, i ı̂n timp liniar ı̂n cazul operat, iei de completare de pătrate prefix-sufix.
Pentru a obt, ine aceste rezultate folosim diverse tehnici de la sortări ı̂n timp
liniar, la vectori de sufixe, ı̂ntrebări LCP, precum s, i lemele din sect, iunea 2.4.
Folosind aceleas, i unelte, precum s, i căutarea binară, obt, inem un algoritm de
complexitate timp O(n log(n)), pentru a găsi cea mai scurtă rădăcină comună
a dou;a cuvinte ı̂n relat, ie cu operat, ia de completare de pătrate prefix-sufix.
Majoritatea rezultatelor legate de strămos, i au fost publicate ı̂n [10, 12, 13, 11],
iar rezultatele legate de strămos, i comuni apar ı̂n teză pentru prima dată.

În sect, iunea 3.3 prezentăm la ı̂nceput un algoritm de complexitate timp
O(n log(k)), care calculează distant,a de duplicare prefix-sufix ı̂ntre două cu-
vinte, folosind programare dinamică, structura de date deque s, i o serie de re-
marci combinatorice legate de repetit, ile maximale dintr-un cuvânt.

Theorem 1.3.5 Fie k ≥ 1, x s, i w două cuvinte de lungime m s, i n, cu
n > m. Dacă m ≥ k, atunci δk(x,w) poate fi calculată ı̂n complexitate timp
O(n log(k)). Dacă m < k, atunci δk(x,w) poate fi calculată ı̂n complexitate
timp O(nk log(k)).

Continuăm oferind o solut, ie total diferită pentru a rezolva problema cal-
culării distant,ei ı̂ntre două cuvinte de complexitate timp O(n3). Solut, ia este
generală s, i poate fi folosită pentru oricare din operat, iile studiate s, i se bazează pe
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algoritmi pe grafuri. Apoi arătăm cum putem ı̂mbunătăt, i acest algoritm pen-
tru a obtine o solut, ie pătratică pentru aceasta problemă ı̂n cazul completării
de pătrate prefix-sufix. Terminăm sect, iunea cu un rezultat care arată că putem
calcula distant,a ı̂ntre două limbaje de duplicare mărginită prefix-sufix.

Theorem 1.3.6 Fie două limbaje regulate L1 s, i L2 peste un alfabet V , recunos-
cute de două automate finite cu mult,imea stărilor Q s, i S, s, i o valoare k ≥ 1,
distant,a δk(L1, L2) poate fi calcultă ı̂n complexitate timp O((k + N)M2|V |2k)
time, unde M = max{|Q|, |S|} s, i N = min{|Q|, |S|}.

Majoritatea rezultatelor din această sect, iune au fost publicate ı̂n [10, 12, 13].
În sect, iunea 4.1 arătăm cum putem genera diferite cuvinte infinite (cum ar

fi cuvintele Fibonacci s, i Thue Morse), folosind completarea de pătrate sufix. De
asemenea, demonstrăm că nu putem genera cuvântul Thue Mrose prin dupli-
care prefix-sufix, dar putem genera secventă Stewart folosind această operat, ie.
Rezultatele au fost publicate ı̂n [10].

În sect, iunea 4.2 arătăm cum putem obt, ine ı̂n timp liniar o structură de date
care ne permite să verificăm ı̂n timp constant dacă un factor al unui cuvânt
este SD ,PD , or PSD primitiv(nu poate fi obt, inut din nici un alt cuvânt prin
o operat, ie de duplicare prefix/sufix/prefix-sufix). Apoi prezentăm un algoritm
care găses,te tot, i factorii liberi de pătrate prefix-sufix dintr-un cuvânt:

Theorem 1.3.7 Dacă se dă un cuvânt w de lungime n, putem găsi setul S de
factori liberi de pătrate prefix-sufix a lui w ı̂n complexitate timp O(n+ |S|).

Continuăm prin a prezenta un algoritm de complexitate timp O(n log n)
pentru a număra factorii liberi de pătrat prefix-sufix. Algoritmul foloses,te arbori
de intervale, precum s, i lemele din sect, iunea 2.4. O solut, ie similară este dată
pentru a găsi cea mai lungă rădăcină a unui cuvânt ı̂n relat, ie cu operat, ia de
completare de pătrate prefix-sufix. Ulterior, arătăm că cel mai lung factor liber
de pătrat prefix-sufix al unui cuvânt poate fi calculat ı̂n timp liniar, deci fără a
enumera setul S calculat anterior.

Theorem 1.3.8 Dacă se dă un cuvânt w de lungime n, putem găsi cel mai
lung factor liber de pătrat prefix-sufix ı̂n timp liniar.

Sect, iunea se temrina cu căteva teoreme care oferă diverse factorizări a unui
cuvânt inclusiv cea ı̂n pătrate consecutive:

Theorem 1.3.9 Dacă se dă un cuvânt w de lungime n, putem găsi (dacă
există) ı̂n complexitate timp O(n log(n)) o factorizare w = s1 · · · sk of w, astfel
ı̂ncât si este pătrat pentru oricare 1 ≤ i ≤ k.

Majoritatea rezultatelor din această sect, iune au fost publicate ı̂n [11], dar
există s, i rezultate care au fost publicate ı̂n teză pentru prima dată.
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În sect, iunea 4.3 ne uităm la factori de forma uvu and urvu s, i calculăm
doi vectori care ne dau pentru fiecare pozitie cel mai lung factor care ı̂ncepe
pe acea pozit, ie s, i care a apărut deja ı̂n vector, respectiv cel mai lung factor
care ı̂ncepe pe acea pozit, ie s, i imaginea sa ı̂n oglinda a apărut deja ı̂n vector
(LPF , resepctiv LPrF ) ı̂n trei cazuri diferite. În primul rând, luăm cazul ı̂n
care v este limitat s, i inferior s, i superior de constante. În acest caz, obt, inem
vectorul LPrF ı̂n timp liniar s, i vectorul LPF ı̂n complexitate timp O(n log n).
Ca să obt, inem aceste rezultate folosim diverse tehnici combinatorice, vectori de
sufixe, lemele din sect, iunea 2.4, precum s, i dict, ionarul de factori simpli (DBF).
Continuăm prin a calcula cei doi vectori ı̂n cazul ı̂n care v este limitat inferior
de o funct, ie ce depinde de pozit, ia din vector. În acest caz, am reusit să obt, inem
doi algoritmi liniari. Ultimul caz a fost cazul repetit, iilor cu brat, lung. În acest
caz, am obt, inut doi algoritmi de complexitate timp O(n + |output|), respectiv
O(n). Rezultatele din această sect, iune au fost publicate ı̂n [9].
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