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Capitolul 1

Introducere

Analiza duratelor de viat, ă este o ramură extinsă s, i populară fiind folosită ı̂n multe domenii
cum ar fi medicină, inginerie, asigurări, industrie, economie, management, s, tiint, ele mediului s, i
s, tiint, ele sociale. De exemplu, ı̂n studiul potent, ialului risc de moarte cauzat de boală, de interes
este timpul de supraviet, uire a bolnavilor, măsurat de la data diagnosticului, sau compararea
tratamentelor pentru o boală ı̂n termeni de repartit, ii de supraviet, uire pentru pacient, ii care
primesc tratamente diferite. Un alt exemplu este interesul demografilor pentru durata unei
anumite ”stări” cum ar fi căsătoria. Se alege un an s, i se contabilizează căsătoriile din acel an.
De interes este durata căsătoriei care poate să se ı̂ncheie cu anulare, divort, sau moartea unuia
din parteneri. Un exemplu important este din industrie. Rezistent, a materialelor sau a unor
componete dintr-un sistem este observată ı̂n condit, ii de laborator până când acestea cedează.
Duratele de viat, ă ı̂n acest caz se mai numesc s, i durate de defect, iune deoarece când un obiect
ı̂nceteaza să mai funct, ioneze corespunzător, spunem că s-a defectat Jerald F. Lawless [79].

Multe modele statistice cât s, i metode de analiză a datelor de supraviet, uire au fost dezvol-
tate de-a lungul timpului. Astfel pentru ultimul exemplu, o repartit, ie care modelează cedarea
materialelor este repartit, ia Birnbaum Saunders [22, 23]. Dar cea mai utilizată s, i răspândită
repartit, ie asociată datelor de supraviet, uire este cea exponent, iala. Alte repartit, ii folosite sunt
repartit, ia gamma, Weibull s, i log-normal Barlow R.E., Proschan F. [16].

1.1 Actualitatea temei

Datorită dezvoltării rapide a tehnologiei s, i a sistemelor, a apărut necesitatea dezvol-tării de
noi modele matematice asupra duratelor de viat, a s, i aplicarea acestora ı̂n cadrul proceselor
stocastice, ı̂n particular asupra proceselor de reı̂nnoire. Procesele de reı̂nnoire sunt importante
ı̂n fiabilitate s, i mentenant, a sistemelor, un obiectiv de urmărit fiind: când ar trebui schim-
bate piesele s, i câte piese de schimb ar trebui să avem ı̂n depozit la fiecare moment t?. În
multe situat, ii, defect, iunea unei piese ı̂n timpul activităt, ii este costisitoare s, i periculoasă. Dacă
piesa respectivă este caracterizată de rate de defect, iune (rate de hazard) care cresc cu timpul,
este ı̂ntelept să ı̂nlocuim unitatea ı̂nainte de a se uza prea mult Barlow R.E., Proschan F. [16].
Repartit, ia exponent, iala des, i cea mai răspândită s, i populară ı̂n analiza duratelor de viat, a nu
este cea mai potrivită ı̂n teoria proceselor de reı̂nnoire deoarece rata de hazard care ne dă
probabilitatea de defect, iune imediată a unui obiect de vârstă x, notată de obicei cu h(x), este
constantă. Înseamna că probabilitatea de defect, iune imediată a unui obiect care are repartit, ia
viet, ii, repartit, ia exponent, ială, nu depinde de vârsta acestuia, ceea ce face ca problemele mate-

3



matice apărute să fie triviale Cox D.R. [30]. În cazul acesta, procesul de reı̂nnoire, este procesul
Poisson. Alte repartit, ii folosite sunt repartit, ia Weibull, repartit, ia Birnbaum Saunders (probleme
de vibrat, ii), repartit, ia gamma propusă de Z. W. Birnbaum s, i Saunders pentru modelarea pro-
blemelor de rezistent, ă ı̂n anumite cazuri Barlow R.E., Proschan F. [16].

Recent, Ghitany M.E., Atieh B., S. Nadarajah [63] au arătat că repartit, ia Lindley introdusă ı̂n
1958 [85, 86] este un model matematic mai bun decât repartit, ia exponent, ială pentru modela-
rea datelor de viat, ă, repartit, ia Lindley fiind cu proprietăt, i matematice mai flexibile decât cea
exponent, ială s, i are rata de hazard crescătoarea-cu cât este mai ı̂n vârstă componenta cu atât este
mai probabil ca defect, iunea să aibă loc imediat. Dar, ı̂n cadrul sistemelor de viat, ă este mai plau-
zibil ca rata de hazard să aibă forme diferite ı̂n funct, ie de parametrii, nu doar să fie crescătoare,
descrescătoare s, i să fie sau unimodală sau bimodală Gayan Warahena-Liyatange, Mavis Pararai
[61]. Astfel a apărut necesitatea determinării de noi repartit, ii de viat, ă care să fie mai flexibile,
cu rate de hazard de forme diferite s, i care să modeleze cât mai multe situat, ii. Considerând
acestea obiectivul lucrării este de a introduce s, i cerceta noi modele matematice ale duratelor
de viat, ă pornind de la repartit, ia Lindley, prin intermediul metodelor statistico-matematice s, i
aplicarea acestora ı̂n cadrul teoriei proceselor de reı̂nnnoire s, i la unele probleme de optimizare.

1.2 Obiectivele lucrării

1. Construirea unei familii mai generale de repartitt, ii de tip Lindley pe baza căreia se obt, in
rezultatele originale ale tezei

2. Deducerea repartit, iei unor variabile aleatoare ce reprezintă maximul sau minimul a unui
număr aleator de variabile aleatoare independente identic repartizate

3. Stabilirea proprietăt, ilor matematice ale acestor repartit, ii

4. Obt, inerea unor algoritmi de generare pentru aceste repartit, ii

5. Aplicarea rezultatelor obt, inute ı̂n cadrul teoriei proceselor de reı̂nnoire

6. Optimizarea unor sisteme de fiabilitate, modele de mentenant, ă

1.3 Noutatea s, tiint,ifică

Pornind de la repartit, ia Lindley, ı̂n literatură au apărut noi repartit, ii cum ar fi o generalizare
a repartit, iei Lindley cu proprietăt, ile ratei de hazard mai bune decât celei a repartit, iei gamma,
lognormal sau Weibull Nadarajah S., Hassan S., Bakouch, Rasool Tahmasbi [114], repartit, ia discret
Poisson-Lindley Sankaran M. [113], repartit, ia exponent, ială Poisson Lindley introdusă ı̂n 2013
de către Barreto-Souza s, i Bakouch [18], repartit, ia zero trunchiată Poisson Lindley Ghitany M.E.,
Al-Mutairi D.K., Nadarajah S. [64], ultimele două cu aplicat, ii ı̂n fiabilitate s, i asigurări. Altă
repartit, ie introdusă recent, ı̂n 2012, este repartit, ia Lindley geometrică cu aplicat, ii ı̂n fiabiliate s, i
supraviet, uire Hojjatollah Zakerzadeh, Eisa Mahmoudi [76]. O altă generalizare este cea propusă
ı̂n 2013, care se reduce nu numai la repartit, ia Lindley ci s, i la repartit, ia exponent, ială Rama
Shanker, Shambhu, Ravi Shanker [106]. Altă idee de a determina alte repartit, ii este de a aplica o
transformare putere, astfel a apărut repartit, ia putere Lindley Ghitany M.E., Al-Mutairi D.K., Ba-
lakrishnan N., Al-Enezi [65] s, i repartit, ia exponent, ială putere Lindley Samir K., Ashour, Mahmoud
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A., Eltehiwy [112], ultima ca o alternativă la repartit, iile gamma, Weibull, Lindley exponent, ială
s, i lognormală.
Alte repartit, ii apărute sunt repartit, a Lindley negativ binomială (2010 Hassein Zamani, Noriszura
Ismail [77], Dominique Lord, Srinivas Reddy Geedipally [38]), repartit, ia quasi Lindley geometrică
(2014 Diab L.S., Hiba Z. Muhammed [37]), repartit, a Lindley de doi parametri propusă de Ghitanny
M.E., Alqallaf F., Al-Mutairi D.K., Husain H.A. (2011 [66]) s, i repartit, ia Lindley Beta (2014 Faton
Merovcis, Vikas Kumar Sharma [54]).

Noutatea s, tiint, ifică din această lucrarea este introducerea de noi repartit, ii pornind de la
repartit, ia Lindley, repartit, i cu proprietăt, i matematice mai flexibile s, i cu rate de hazard de forme
diferite ı̂n funct, ie de valorile parametrilor făcând posibilă modelarea multor date de viat, ă. Au
fost de asemenea propus, i algoritmi de simulare statistică, dar s, i metode de estimare a parame-
trilor. Aceleas, i modele au fost abordate, cercetate s, i prin metode specifice teoriei proceselor de
reı̂nnoire.

Astfel, am introdus o nouă generalizare a repartit, iei Lindley cât s, i transformata sa putere.
Deoarece posibilitatea de a determina repartit, ia duratei de viat, ă a unui sistem este aceea de
a o exprima ca maximul sau minimul unui vector aleator ale cărei componente caracterizează
duratele de viat, ă ale subunităt, ilor sistemului respectiv, am mixat noua repartit, ie Lindley ge-
neralizată cu repart, iile zero trunchiate Poisson, binomial s, i geometric. Rezultatele obt, inute au
fost aplicate ı̂n cadrul proceselor de reı̂nnoire.

Aplicat, ii

Rezultatele lucrării pot fi aplicate la analiza s, i proiectarea unor sisteme ı̂n fiabilitate s, i
mentenant, a sistemelor cu durata viet, ii caracterizată de noile repartit, ii determinate: repartit, ia
Lindley generalizată, repartit, ia Lindley generalizată putere, repartit, ia Lindley generalizată Poisson Max,
repartit, ia Lindley generalizată Poisson Min, repartit, ia Lindley generalizată Binomial Max, repartit, ia
Lindley generalizată Binomial Min, repartit, ia Lindley generalizată Geometric Max s, i repartit, ia Lind-
ley generalizată Geometric Min. Modelele matematice propuse pot servi ı̂n calitate de modele
utilizate la descrierea unor date statistice, privin duratele de supraviet, uire de viat, a.

1.4 Structura tezei de doctorat

Lucrarea cont, ine 7 capitole s, i Bibliografie, primul capitol fiind introducerea.

În capitolul al doilea este prezentată repartit, ia Lindley ı̂mpreună cu câteva proprietăt, i.
Acest capitol se bazează pe lucrările: Lindley [85, 86], Ghitany M.D., B. Atieh s, i Nadarajah S.
[63].

În capitolul al treilea generalizăm repartit, ia Lindley. Pentru această repartit, ie sunt stabi-
lite proprietăt, i matematice pornind de la lucrările [29, 63]

1. determinarea ratei de hazard s, i a mediei de viat, ă reziduală

2. stabilirea momentelor de ordine r, media s, i dispersia, momentelor centrate de ordine r

3. determinarea transformatei Laplace-Stieltjes s, i a convolut, iilor

4. entropia Shannon, caracterizare
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5. entropia Renyi

6. determinarea unor algoritmi de generare de date pentru noua repartit, ie Lindley gene-
ralizată

7. estimarea parametrilor

Deoarece statisticile de ordine sunt importante ı̂n cadrul studiului repartit, iilor, pornind de
la rezultatele obt, inute de către Gokhan Gokdere (2014 [69]), Nadarajah (2010 [92]), Bekci (2009
[21]), Afity (2006 [2]), Childs s, i Balakrishnan (1998 [27]), Arnold B.C., Balakrishnan N., Nagaraja
H.N.(1992 [6]), Joshi s, i Balakrishnan N. (1982 [11]) au fost determinate statisticile de ordine,
momentele statisticilor de ordine, statisticile de ordine trunchiate s, i momentele statisticilor
de ordine trunchiate pentru repartit, ia Lindley generalizat.

Alt rezultat original pornind de la repartit, ia Lindley generalizată este estimarea bayesiană
s, i non-bayesiană pentru două populat, ii Lindley generalizat folosind schema comună de
cenzurare de tipul II, determinându-se pentru parametrii s, i fiabilitate intervale de ı̂ncredere.
Astfel se extind mai multe lucrări recente. Acest capitol are la bază lucrările Drăgulin M. [39].,
Drăgulin M., Preda V. [40], Drăgulin M., Trandafir R. [41], Drăgulin M. [43], Drăgulin M., Tran-
dafir R., Preda V. [45], Drăgulin M., Băncescu I. [46].

Capitolul al patrulea prezintă repartit, ia putere a unei variabile aleatoare repartizată Lindley
generalizat abordare folosită recent pentru altă densitate de repartit, ie de Ghitany M.E., Al-
Muhairi D.K., Balakrishnan N., Al-Enzei (2013 [65]). Acest capitol are la bază lucrările Drăgulin
M. [43], Drăgulin M., Trandafir R. [41], Drăgulin M., Preda V. [40]. S-au stabilit noi rezultate
privind

1. rata de hazard

2. momentele, media s, i dispersia

3. entropia Renyi

4. algoritm de generare de date

5. statistici de ordine-repartit, iile asimptotice

6. estimatori de verosimilitate maximă

Capitolul al cincelea are la bază lucrările Drăgulin M., Preda V. [39], Drăgulin M., Trandafir
R. [41], Drăgulin M. [43], Drăgulin M. [47]. În acest capitol au fost mixată repartit, ia Lindley
generalizată cu repartit, iile Poisson zero trunchiată, Binomial zero trunchiată s, i Geometric
zero trunchiată obt, inându-se noi repartit, ii

1. Repartit, ia Lindley generalizat Poisson Min s, i Max

2. Repartit, ia Lindley generalizat Binomial Min s, i Max

3. Repartit, ia Lindley generalizat Geometric Min s, i Max
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Pentru fiecare din aceste repartit, ii au fost determinat, i algoritmi de generare de date, rata
de hazard, momentele, media s, i dispersia, transformata Laplace-Stieltjes, entropia Shannon
s, i teoreme de tip Shannon, entropia Renyi. De asemenea s-au obt, inut teoreme de tip Poisson
pentru repartit, iile Lindley generalizat Binomial Min s, i Poisson Min.

Capitolul al s, aselea are la bază Drăgulin M., Preda V. [40], Drăgulin M., Trandafir R., [41],
Drăgulin M. [43], Drăgulin M. [47] Drăgulin M., Băncescu I., Dedu S. [48]. Acest capitol prezintă
ı̂n sect, iunea 6.1 not, iuni generale pentru procese de reı̂nnoire-Lam Y. (2007 [83]), Barlow R.E.,
Proschan F., Hunter L.C. (1987 [16]), Ross M. (1996 [111]), Văduva I. ([125]). În celelalte sect, iuni
s-au obt, inut noi procese de reı̂nnoire de tip Lindley generalizat Poisson Min s, i procese de
reı̂nnoire de tip Binomial Min.

Capitolul al s, aptelea are la bază Drăgulin M., Preda V. [40], Drăgulin M., Trandafir R.,
[41], Drăgulin M. [43], Drăgulin M. [47], Drăgulin M., Băncescu I., Dedu S. [48], Drăgulin M.
[49], Băncescu I., Drăgulin M. [19]. Ultimul capitol este legat de optimizarea unor sisteme
de mentenant, ă, a unei ret, ele ad-hoc având la bază repartit, ia Lindley generalizată s, i discuta-
rea fiabilităt, ii unor sisteme cu durata viet, ii componentelor repartizată Lindley generalizat.
Acest capitol extinde modelele propuse ı̂n Nakagawa T. (2007 [94]), Lam Y. (2007 [83]), Arnljot
Hoyland, Marvin Rausand (2004 [7]), Ben Liang, Zygmunt J.Haas (2003 [20]).
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Capitolul 2

Repartit,ia Lindley

Repartit, ia Lindley a apărut prima oară ı̂n anul 1958, fiind obt, inută folosind teorema lui Bayes
[85, 86].

Teorema 2.1. Fie X o variabilă aleatoare repartizată Lindley de parametru θ, X ∼ L(θ), atunci funct, ia
de densitate (pdf) este

f (x) =
θ2

θ + 1
(1 + x)e−θx (2.1)

iar funct, ia de repartit, ie (cdf)

F(x) = 1 −
θ + 1 + θx
θ + 1

e−θx x > 0, θ > 0 (2.2)

Teorema 2.2. Momentele de ordin k ale variabilei aleatoare X ∼ L(θ), θ > 0 sunt

µk = E(Tk) =
k!(θ + k + 1)
θk(θ + 1)

, θ > 0, k = 1, 2, ...

În particular, avem următoarele

Corolar 2.1. Media, momentele de ordin 2, 3, s, i 4 ale lui X ∼ L(θ) sunt

µ = µ1 =
θ + 2
θ(θ + 1)

µ2 =
2(θ + 3)
θ2(θ + 1)

µ3 =
6(θ + 4)
θ3(θ + 1)

µ4 =
24(θ + 5)
θ4(θ + 1)

iar variant, a

σ2 = µ2 − µ
2 =

θ2 + 4θ + 2
θ2(1 + θ)2

8



Capitolul 3

Repartit,ia Lindley generalizată

Repartit, ia Lindley generalizată apare ca o necesitate la problema determinării unei noi repartit, ii
care să fie mai flexibilă cu posibilitatea de modelare a mai multor situat, ii, durate de viat, ă.

Definit, ie 3.1. Fie X o variabilă aleatoare. X este repartizată Lindley generalizat de parametri α, θ > 0,
notată GL(α, θ). Atunci densitatea lui X este

f (x) =
θ2

αθ + 1
e−θx(α + x)

iar funct, ia de repartit, ie

F(x) = 1 −
αθ + 1 + θx
αθ + 1

e−θx x > 0, α, θ > 0

3.1 Proprietăt,i

3.1.1 Rata de hazard s, i media de viat, ă reziduală

Propozit, ie 3.1. Rata de hazard a repartit, iei Lindley generalizată, GL(α, θ), α, θ > 0, este

h(x) =
θ2(α + x)
αθ + 1 + θx

x > 0

Propozit, ie 3.2. Media de viat, ă reziduală a lui GL(α, θ) este

m(x) =
αθ + 2 + θx
θ(αθ + 1 + θx)

x > 0

3.1.2 Momentele, media s, i dispersia

Momentele de ordin r ale repartit, iei Lindley generalizat sunt

Teorema 3.1.

µr =
θ2

αθ + 1
αr+2Γ(r + 1)Ψ(r + 1, r + 3, αθ)

9



3.1.3 Transformata Laplace-Stieltjes s, i convolut, ii

Propozit, ie 3.3. Transformata Laplace-Stieltjes a lui GL(α, θ) este

ϕ(s) =
θ2[α(s + θ) + 1]
(αθ + 1)(s + θ)2

Propozit, ie 3.4. Convolut, ia repartit, iei Lindley generalizat cu ea ı̂nsăs, i de n ori este

GL(α, θ)∗n =
∑
k=0

nCk
npk(1 − p)n−kGamma(2n − k, θ)

unde Gamma(n, θ) este repartit, ia gamma, iar p =
αθ

αθ + 1

3.1.4 Entropia Shannon. Caracterizare

Teorema 3.2. Entropia Shannon a repartit, iei Lindley generalizat este

H( f ) = −ln
θ2

αθ + 1
+
αθ + 2
αθ + 1

−
αθlnα + lnα + 1 − eαθEi(−αθ)

αθ + 1

unde Ei(x) =
∫ x

−∞

et

t dt este funct, ia integral exponent, ială.

3.1.5 Entropia Renyi

Entropia Renyi asociată repartit, iei Lindley generalizat este dată de următoarea propozit, ie

Propozit, ie 3.5.

JR(γ) =
1

1 − γ

{
2γlnθ + αθγ + lnΓ(γ + 1, θγα) − γln(αθ + 1) − (γ + 1)lnθγ

}
γ > 0, γ , 1

3.2 Estimare s, i generare de date

Metoda verosimilităt, ii maxime

Presupunem că n componente independente s, i identic repartizate, ale căror durate de
viat, ă sunt repartizate GL(α, θ), sunt supuse la stres. Fie x1, x2, ..., xn timpii de defect, iune ale
componentelor s, i fie x = (x1, x2, ..., xn). Funct, ia de verosimilitate maximă este

L(α, θ) =
θ2n

(αθ + 1)n e
−

n∑
i=1

xi n∏
i=1

(α + xi)

Generarea de date se face prin metoda directă s, i metoda compunerii.
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3.3 Statistici de ordine

3.3.1 Momentele statisticilor de ordine

Fie X1,X2, ...,Xn ∼ GL(α, θ) s, i X1:n ≤ X2:n ≤ · · ·Xn:n statisticile de ordine corespunzătoare. În
această sect, iune sunt determinate densităt, ile comune ale statisticilor de ordine, densităt, ile
statisticilor de ordine maxim s, i minim, precum s, i momentele corespunzătoare.

Teorema 3.3. Densitatea statisticii de ordine Xr:n, 1 ≤ r ≤ n este

fXr:n(x) =
n!

(r − 1)!(n − r)!
θ2

(αθ + 1)n−r+1 e−θ(n−r+1)x(α + x)(αθ + 1 + θx)n−r

·

[
1 −

αθ + 1 + θx
αθ + 1

e−θx
]r−1

, x > 0

unde Γ(·) este funct, ia gamma, iar Ψ(·, ·, ·) funct, ia Kummer.

Teorema 3.4. Densitatea lui Xr:n s, i Xs:n, 1 ≤ r < s ≤ n este

fXr:n,Xs:n(x, y) =
n!

(r − 1)!(s − r − 1)!(n − s)!
θ4(α + x)(α + y)(θα + 1 + θx)n−s

(αθ + 1)n−s+2 e−θ(x+y+(n−s)x)

·

[
1 −

αθ + 1 + θx
αθ + 1

e−θx
]r−1[αθ + 1 + θx

αθ + 1
e−θx
−
αθ + 1 + θy
αθ + 1

e−θy
]s−r−1

Teorema 3.5. Densitatea de repartit, ie a lui Xr1:n,Xr2:n, ...,Xrd:n, 1 ≤ d ≤ n, 0 = r0 < r1 < r2 < · · · rd <
rd+1 = n + 1

fXr1:n,Xr2:n,...,Xrd :n(x1, x2, ..., xd) = n!
θ2

αθ + 1
e
−θ

d∑
i=1

xi d∏
i=1

(α + xi)
d+1∏
i=1

1
(ri − ri−1 − 1)!

·

[αθ + 1 + θxi−1

αθ + 1
e−θxi−1 −

αθ + 1 + θxi

αθ + 1
e−θxi

]ri−ri−1−1
, x > 0

3.3.2 Momentele statisticilor de ordine trunchiate

Teorema 3.6. Momentul statisticii de ordine trunchiată la stânga pentru repartit, ia Lindley generalizată
este

µs:n|r:n = θ2(s − r)Cn−s
n−r

s−r−1∑
k=0

n+k−s∑
j=0

Ck
s−r−1C j

n+k−s(−1)k
[
(αθ + 1 + θt)e−θt

]s−k−n−1
θn+k−s

·

(αθ + 1
θ

)n+k−s− j
{
αΓ( j + 2, θ(n + k + 1 − s)t)

[
θ(n + k + 1 − s)

]−( j+2)

+ Γ( j + 3, θ(n + k + 1 − s)t)
[
θ(n + k + 1 − s)

]−( j+3)
}

unde Γ(a, x) =
∫
∞

x
ta−1e−tdt, a > 0 este funct, ia gamma incompletă.
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Teorema 3.7. Momentul statisticii de ordine trunchiată la dreapta pentru repartit, ia Lindley generalizată
este

µr:n|s:n = (s − r)Cr−1
s−1θ

2(αθ + 1)r−s−k
[
1 −

αθ + 1 + θx
αθ + 1

e−θx
]1−s

r−1∑
k=0

s−r−1∑
j=0

k+ j∑
i=0

Ck
r−1C j

s−r−1Ci
k+ j(−1)k+ j

·

[
(αθ + 1 + θx)e−θx

]s−r− j−1
θk+ j

(αθ + 1
θ

)k+ j−1
{
αγ(i + 2, θ(k + j + 1)x)

[
θ(k + j + 1)

]−(i+2)

+ γ(i + 3, θ(k + j + 1)x)
[
θ(k + j + 1)

]−(i+3)
}

unde γ(s, t) =
∫ t

0
xs−1e−xdx, s > 0 este funct, ia gamma incompletă inferioară.

3.4 Estimarea bayesiană s, i non-bayesiană pentru două populat,ii
Lindley generalizat folosind schema comună de cenzurare
de tipul II

Presupunem X1, ...Xm duratele de viat, ă a m specimene a produsului A1, variabile aleatoare inde-
pendente identic repartizate cu funct, ia de repartit, ie F(x) s, i densitate f (x), iar Yi, ...,Yn duratele
de viat, ă a n specimene a unui alt produs A2, care sunt variabile aleatoare independente identic
repartizate cu funct, ia de repartit, ie G(x) s, i densitate g(x).

Fie Mr =

r∑
i=1

Zi- numărul de X−defect, iuni ı̂n W s, i Nr =

r∑
i=1

(1 − Zi) = r −Mr- numărul de

Y−defect, iuni ı̂n W.

3.4.1 Estimatori de verosimilitate maximă

Presupunem că cele două populat, ii sunt repartizate Lindley generalizat cu următoarele funct, ii
de repartit, ie F(x;α1, θ1) = F1(x) s, i G(x;α2, θ2) = F2(x), iar densităt, ile de probabilitate sunt
f = f1, g = f2, αi, θi > 0, x > 0, i = 1, 2

Propozit, ie 3.6. Funct, ia de verosimilitate pentru (Z,W) este

L(α1, α2, θ1, θ2,w, z) =
m!n!θ2mr

1 θ2nr
2

(m −mr)!(n − nr)!(α1θ1 + 1)mr(α2θ2 + 1)nr

r∏
i=1

{
[e−θ1wi(α1 + wi)]zi

× [e−θ2wi(α2 + wi)]1−zi

}(
1 +

θ1wr

α1θ1 + 1

)m−mr

× e−θ1wr(m −mr)
(
1 +

θ2wr

α2θ2 + 1

)n−nr
e−θ2wr(n − nr) (3.1)
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3.4.2 Intervale de ı̂ncredere bootstrap

Intervalul de ı̂ncredere bootstrap Boot-p 100(1 − α)% pentru λi, notat cu
[
λ̂∗iL, λ̂

∗

iU

]
, este

[λ̂∗iL, λ̂
∗

iU] =
[
λ̂∗([r0α/2])

i , λ̂
∗([r0(1− α2 )])
i

]
, i = 1, 4

Intervalul de ı̂ncredere bootstrap-t 100(1 − α)% pentru λi, notat
[
λ̂∗i,tL, λ̂

∗

i,tU

]
, este[

λ̂i + T([r0
α
2 ])

λ̂∗i
ŝλ̂i
, λ̂i + T([r0(1− α2 )])

λ̂∗i
ŝλ̂i

]
, i = 1, 4

3.4.3 Estimatori bayesieni

Considerăm că λi, i = 1, 4 au repartit, ia apriori, repartit, ia gamma.

Estimatorul bayesian pentru orice funct, ie depinzând de λi, i = 1, 4 folosind funct, ia pierdere
de eroare pătratică s, i funct, ia de pierdere LINEX sunt determintat, i.

3.4.4 Estimarea fiabilităt, ii stres-rezistent, ă R = P(Y < X)

Estimatorul de verosimilitate maximă pentru R
Presupunem că X s, i Y sunt repartizate Lindley generalizat cu densităt, ile f1(x) s, i f2(y). X s, i

Y au F1(x), respectiv F2(y) ca funct, ii de repartit, ie Lindley generalizat.

R = P(Y < X) =
θ2

1[(θ1 + θ2)2(α2θ2 + 1)(α1 − 1) − θ2(α1θ1 + 1) − θ2
2α1]

(α2θ2 + 1)(α1θ1 + 1)(θ1 + θ2)3

Folosind estimatorii de verosimilitate maximă α̂1, α̂2, θ̂1, θ̂2 obt, inem estimatorul de verosi-
militate maximă R̂ pentru R.

Intervale de ı̂ncredere pentru R

Intervalul de ı̂ncredere Boot-p 100(1 − α)% pentru R este[
R̂∗[r0α/2], R̂∗[r0(1− α2 )]

]
Intervalul de ı̂ncredere Boot-t 100(1 − α)% pentru R este[

R̂ + T∗[r0α/2]
√

Var(R̂), R̂ + T∗[r0(1− α2 )]
√

Var(R̂)
]
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Capitolul 4

Repartit,ia putere a unei variabile aleatoare
repartizată Lindley generalizat

Teorema 4.1. Variabila aleatoare X are o repartit, ie putere Lindley generalizat, X ∼ PGL(α, θ, β), α, θ, β >
0, dacă densitatea ei este de forma

f (x) =
αθ2β

αθ + 1
xβ−1e−θxβ +

βθ2

αθ + 1
x2β−1e−θxβ

iar funct, ia de repartit, ie este

F(x) = 1 − (1 +
θxβ

αθ + 1
)e−θxβ , x > 0

4.1 Proprietăt,i

4.1.1 Rata de hazard

Propozit, ie 4.1. Rata de hazard a lui PGL(α, θ, β) este

h(x) =
f (x)
S(x)

=
βxβ−1θ2(α + xβ)
1 + θ(α + xβ)

x > 0, α, θ, β > 0

unde S(x) = F̄(x) = 1 − F(x) = (1 +
θxβ

αθ + 1
)e−θxβ este funct, ia de supraviet, uire.

4.1.2 Momentele, media s, i dispersia

Momentele de ordin k ale repartit, iei putere Lindley generalizat sunt

Teorema 4.2.

µk =
αθ1− k

β

αθ + 1
Γ
(k
β

+ 1
)

+
θ−

k
β

αθ + 1
Γ
(k
β

+ 2
)

4.1.3 Entropia Renyi

Propozit, ie 4.2. Entropia Renyi a lui PGL(α, θ, β) este
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JR(γ) =
1

1 − γ
ln

{
αγθ

γ(β + 1) − 1
β βγ−1

(αθ + 1)γγ

γ(β − 1) + 1
β

Γ
(γ(β − 1) + 1

β

)
+

βγ−1

(αθ + 1)γ
θ

γ − 1
β

γ

γ(2β − 1) + 1
β

· Γ
(γ(2β − 1) + 1

β

)}
, γ > 0, γ , 1, iar pentru γ < 1, β > 1 −

1
γ

4.2 Generarea de date

Generarea de date pentru repartit, ia putere Lindley generalizat se poate face folosind metoda
directă.

4.3 Statistici de ordine

Teorema 4.3. Repartit, iile asimptotice ale lui X1:n s, i Xn:n sunt

lim
n→∞

P
{

X1:n − an

bn
≤ x

}
= 1 − e−xβ (4.1)

lim
n→∞

P
{

Xn:n − cn

dn
≤ x

}
= exp

[
− exp(−x)

]
(4.2)

unde an = 0, bn = F−1(1/n), cn = F−1(1−1/n), dn = 1/n f (cn) s, i F(x)=1-S(x) este funct, ia de repartit, ie
a lui PGL(α, θ, β)

4.4 Estimatori de verosimilitate maximă

Presupunem că n componente independente s, i identic repartizate, ale căror durate de viat, ă
sunt repartizate PGL(α, θ, β), sunt supuse la stres. Fie x1, x2, ..., xn timpii de defect, iune ale
componentelor s, i fie x = (x1, x2, ..., xn). Funct, ia de verosimilitate maximă este

L(α, θ, β) = βn
( n∏

i=1

xβ−1
i

) θ2n

(1 + αθ)n

n∏
i=1

(α + xβi )e−θ
∑n

i=1 xβi
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Capitolul 5

Repartit,ii mixate ale duratelor de viat, ă

5.1 Repartit,ia Lindley generalizat Poisson Max

Teorema 5.1. Fie X ∼ Lindley generalizat Poisson Max(α, θ, λ). Atunci densitatea de repartit, ie a lui
X este

f (x) =
λθ2e−θx(x + α)

(αθ + 1)(eλ − 1)
eλ[1− αθ+1+θx

αθ+1 e−θx]

iar funct, ia de repartit, ie

F(x) =
eλ[1− αθ+1+θx

αθ+1 e−θx]
− 1

eλ − 1
, x > 0, α, θ, λ > 0

5.1.1 Proprietăt, i

Fie X ∼ Lindley generalizat Poisson Max(α, θ, λ), α, θ, λ > 0.

Propozit, ie 5.1. Rata de hazard a lui X ∼ LindleyGeneralizatPoissonMax(α, θ, λ) este

h(y) =
λθ2e−θy(y + α)

αθ + 1
eλ[1− αθ+1+θy

αθ+1 e−θy]

eλ − eλ[1− αθ+1+θy
αθ+1 e−θy]

Propozit, ie 5.2. Rata de hazard h(x) este IFR pe intervalul (0, 1
θ − α), cu 1

θ − α > 0.

Teorema 5.2. Momentele de ordin r ≥ 1 sunt

E(Xr) =
θ2

e−λ − 1

∑
k≥1

(−λ)k

(k − 1)!(αθ + 1)k

{
θk−1α

(αθ + 1
θ

)r+k
Γ(r + 1)Ψ(r + 1, r + k + 1, k(αθ + 1))

+ θk−1
(αθ + 1

θ

)r+k+1
Γ(r + 2)Ψ(r + 2, r + k + 2, k(αθ + 1))

}
unde Ψ(a, b; u) = 1

Γ(a)

∫
∞

0
ta−1(1 + t)b−a−1e−utdt este funct, ia Kummer, iar Γ(s) =

∫
∞

0
xs−1e−xdx

Propozit, ie 5.3. Transformata Laplace Stieltjes a repartit, iei Lindley generalizat Poisson Max este

ϕ(s) =
∑
k≥1

λkθ2

(αθ + 1)k

e−λ

1 − e−λ
(−θ)k−1

(k − 1)!
αk+1Γ(k)Ψ(k, k + 2, α(s + θk))
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5.1.2 Entropia Shannon. Caracterizare

Teorema 5.3. Entropia Shannon a repartit, iei Lindley generalizat Poisson Max este

H( f ) = −ln
λθ2

(αθ + 1)(eλ − 1)
+

θ3

e−λ − 1

∑
k≥1

(−λ)k

(k − 1)!(αθ + 1)k

{
θk−1α

(αθ + 1
θ

)k+1
Ψ(2, k + 2, k(αθ + 1))

+ θk−1
(αθ + 1

θ

)k+2
2Ψ(3, k + 3, k(αθ + 1))

}
−

∑
k≥1

k−1∑
i=0

i∑
j=0

Ci
k−1(−1)iC j

i
θ j+2λk

(αθ + 1) j+1(eλ − 1)(k − 1)!

{
α j+2 π

( j + 2)sin(( j + 2)π)

· 1F1( j + 2, j + 3, αθ(i + 1)) − Γ( j + 2)[θ(i + 1)]−( j+2)

[[
ln[θ(i + 1)] −Ψ( j + 2)

]
+
αθ(i + 1)

j + 1 2F2(1, 1; 2,− j, αθ(i + 1))
]

+ α j+2 π
( j + 1)sin(( j + 1)π)

· 1F1( j + 1, j + 2, αθ(i + 1)) − Γ( j + 1)[θ(i + 1)]−( j+1)

[[
ln[θ(i + 1)] −Ψ( j + 1)

]
+
αθ(i + 1)

j 2F2(1, 1; 2, 1 − j, αθ(i + 1))
]}

−

∑
k≥1

k∑
i=0

Ci
k(−1)i λk+1θi+2

(αθ + 1)i+1(eλ − 1)(k − 1)!

[(αθ + 1
θ

)i+2
Ψ(2, i + 3, (i + 1(αθ + 1)))

+ α
(αθ + 1

θ

)i+1
Ψ(1, i + 2, (i + 1(αθ + 1)))

]
unde

1F1(a; b; z) =

∞∑
k=0

(a)kzk

(b)kk!
este funct, ia hipergeometrică confluentă

pFq(a1, ..., ap; b1, ..., bq; z) =

∞∑
n=0

(a1)n...(ap)n

(b1)n...(bq)n

zn

n!

funct, ia hipergeometrică generalizată

cu (a)n = a(a + 1)(a + 2)...(a + n − 1),n ≥ 1, (a)0 = 1, iar

Ψ(z) = [lnΓ(x)]
′

=
Γ(x)′

Γ(x)
funct, ia psi

Propozit, ie 5.4. Entropia Renyi a repartit, iei Lindley generalizat Poisson Max este

JR(γ) =
1

1 − γ
ln

{
λγθ2γe−γλ

(1 − e−λ)γ(αθ + 1)λ
∑
k≥1

k−1∑
i=0

γ∑
j=0

Ci
k−1C j

γα
γ− j(−1)i

·
(λγ)k−1θi

(k − 1)!(αθ + 1)i

(αθ + 1
θ

)i+ j+1
Γ( j + 1)Ψ( j + 1, j + i + 2, (γ + i)(αθ + 1))

}
, γ > 0, γ , 1
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5.1.3 Generarea de date

Generarea de date se face prin metoda inversă, metoda respingerii s, i metoda compunerii.

5.2 Repartit,ia Lindley generalizat Poisson Min

Teorema 5.4. Fie X ∼ Lindley Generalizat Poisson Min(α, θ,n). Atunci densitatea de repartit, ie a
variabilei aleatoare Lindley generalizat Poisson Min este

f (x) =
λθ2(α + x)
αθ + 1

e−θx 1
eλ − 1

e
λ

[αθ + 1 + θx
αθ + 1

e−θx
]

iar funct, ia de repartit, ie

F(x) =
1

eλ − 1

[
eλ − e

λ
αθ + 1 + θx
αθ + 1

e−θx]
, x > 0, α, θ, λ > 0

5.2.1 Proprietăt, i

Fie X ∼ Lindley generalizat Poisson Min(α, θ, λ), α, θ, λ > 0.

Propozit, ie 5.5. Rata de hazard a lui X este

h(x) =
λθ2(α + x)e−θx

αθ + 1
eλ

αθ+1+θx
αθ+1 e−θx

eλ αθ+1+θx
αθ+1 e−θx

− 1

Teorema 5.5. Momentele de ordin r ale repartit, iei sunt

E(Xr) =
∑
k≥1

θ2

(αθ + 1)k

e−λ

1 − e−λ
λk

(k − 1)!

{
αθk−1

(αθ + 1
θ

)r+k
Γ(r + 1)Ψ(r + 1, r + k + 1, k(αθ + 1))

+ θk−1
(αθ + 1

θ

)r+k+1
Γ(r + 2)Ψ(r + 2, r + k + 2, k(αθ + 1))

}
unde Γ(s) =

∫
∞

0
xs−1e−xdx, s > 0 este funct, ia gamma, iar Ψ(·, ·, ·) funct, ia Kummer.

Transformata Laplace Stieltjes

Propozit, ie 5.6. Transformata Laplace Stieltjes a repartit, iei Lindley generalizat Poisson Min este

ϕ(s) =
∑
k≥1

λk

(αθ + 1)k

e−λ

1 − e−λ
θk+1

(k − 1)!

{
α
(αθ + 1

θ

)k
Ψ(1, k + 1, (s + θk)

αθ + 1
θ

)

+
(αθ + 1

θ

)k+1
Ψ(2, k + 2, (s + θk)

αθ + 1
θ

)
}
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5.2.2 Entropia Shannon. Caracterizare

Teorema 5.6. Entropia Shannon a repartit, iei Lindley generalizat Poisson Min este

H( f ) = −ln
λθ2

(αθ + 1)(eλ − 1)
+

∑
k≥1

θ3

(αθ + 1)k

e−λ

1 − e−λ
λk

(k − 1)!

{
αθk−1

(αθ + 1
θ

)1+k
Ψ(2, k + 2, k(αθ + 1))

+ θk−1
(αθ + 1

θ

)k+2
2Ψ(3, k + 3, k(αθ + 1))

}
−

∑
k≥1

λk+1θk+2

(αθ + 1)k+1(eλ − 1)(k − 1)!

[
α
(αθ + 1

θ

)k+1
Ψ(1, k + 2, (k + 1)(αθ + 1))

+
(αθ + 1

θ

)k+2
Ψ(2, k + 3, (k + 1)(αθ + 1))

]
−

∑
k≥1

k−1∑
i=0

Ci
k−1

θi+2λk

(αθ + 1)i+1(eλ − 1)(k − 1)!

{
αi+2 π

(i + 1)sin((i + 1)π)

· 1F1(i + 1, i + 2, αθk) − Γ(i + 1)[θk]−(i+1)

[[
ln[θk] −Ψ(i + 1)

]
+
αθk

i 2F2(1, 1; 2, 1 − i, αθk
]

+ αi+2 π
(i + 2)sin((i + 2)π) 1F1(i + 2, i + 3, αθk) − Γ(i + 2)[θk]−(i+2)

[[
ln[θk] −Ψ(i + 2)

]
+
αθk
i + 1 2F2(1, 1; 2,−i, αθk

]}
Entropia Renyi

Propozit, ie 5.7. Entropia Renyi pentru repartit, ia Lindley generalizat Poisson Min este

JR(γ) =
1

1 − γ
ln

{
λγθ2γ

(αθ + 1)γ
( 1
eλ − 1

)γ∑
k≥1

γ∑
i=0

Ci
γα

γ−i (λγ)k−1θk−1

(αθ + 1)k−1(k − 1)!

·

(αθ + 1
θ

)i+k
Γ(i + 1)Ψ(i + 1, i + k + 1, (αθ + 1)(γ + k − 1))

}
, γ > 0, γ , 1

unde Γ(·) este funct, ia gamma, iar Ψ(·, ·, ·) funct, ia Kummer.

5.2.3 Generarea de date

Generarea de date se face prin metoda inversă, metoda respingerii s, i metoda compunerii.

5.3 Repartit,ia Lindley generalizat Binomial Max

Teorema 5.7. Fie X ∼ Lindley generalizat Binomial Max(α, θ,n, p). Atunci densitatea de repartit, ie a
lui X este

f (x) =
θ2(α + x)
αθ + 1

e−θx np
1 − qn

[
1 − p

αθ + 1 + θx
αθ + 1

e−θx
]n−1
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iar funct, ia de repartit, ie

F(x) =
1

1 − qn

{[
1 − p

αθ + 1 + θx
αθ + 1

e−θx
]n
− qn

}
, x > 0, θ, α, p > 0

5.3.1 Proprietăt, i

Fie X ∼ Lindley generalizat Binomial Max(α, θ,n, p), α, θ, p > 0.

Propozit, ie 5.8. Rata de hazard a repartit, iei Lindley generalizat Binomial Max este

h(y) =
θ2e−θy(α + y)np

[
1 − pαθ+1+θy

αθ+1 e−θy
]n−1

(αθ + 1)
{
1 −

[
1 − pαθ+1+θy

αθ+1 e−θy
]n}

Lemă 5.1. Fie H(a, b, c, d, δ, p) =
∫
∞

0
xc(d + x)

[
1 − p1+bd+bx

1+bd e−bx
]a−1

e−δxdx, 1 + bd > 0.

Avem că

H(a, b, c, d, δ, p) =

∞∑
i=0

i∑
j=0

j+1∑
k=0

Ci
a−1C j

i C
k
j+1

(−1)ipi

(1 + bd)i b
jd j+1−k Γ(c + k + 1)

(bi + j)c+k+1

Teorema 5.8. Momentele de ordin r ale lui X sunt

E(Xr) =
θ2np

(αθ + 1)(1 − qn)
H(n − 1, θ, r, α, θ, p)

Propozit, ie 5.9. Transformata Laplace Stieltjes a repartit, iei Lindley generalizat Binomial Max este

ϕ(s) =
npθ2

(αθ + 1)(1 − qn)

n−1∑
k=0

Ck
n−1

(−1)k

(αθ + 1)k
θk

{
α
(αθ + 1

θ

)k+1
Ψ(1, k + 2,

αθ + 1
θ

[s + θ(k + 1)])

+
(αθ + 1

θ

)k+2
Ψ(2, k + 3,

αθ + 1
θ

[s + θ(k + 1)])
}

unde Γ(·) este funct, ia gamma, iar Ψ(·, ·, ·) este funct, ia Kummer.

5.3.2 Entropia Shannon. Caracterizare

Teorema 5.9. Entropia Shannon a repartit, iei Lindley generalizat Binomial Max este
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H( f ) = −ln
θ2np

(αθ + 1)(1 − qn)
+

θ3np
(αθ + 1)(1 − qn)

H(n − 1, θ, 1, α, θ, p)

−

n−1∑
k=0

k∑
i=0

Ck
n−1(−1)kCi

k

θi+2npk+1

(αθ + 1)i+1(1 − qn)

{
αi+2 π

(i + 2)sin((i + 2)π)

· 1F1(i + 2, i + 3, αθ(k + 1)) − Γ(i + 2)[θ(k + 1)]−(i+2)

[[
ln[θ(k + 1)] −Ψ(i + 2)

]
+
αθ(k + 1)

i + 1 2F2(1, 1; 2,−i, αθ(k + 1)
]

+ αi+2 π
(i + 1)sin((i + 1)π) 1F1(i + 1, i + 2, αθ(k + 1))

− Γ(i + 1)[θ(k + 1)]−(i+1)

[[
ln[θ(k + 1)] −Ψ(i + 1)

]
+
αθ(k + 1)

i 2F2(1, 1; 2, 1 − i, αθ(k + 1)
]}

+ (n − 1)
(1
n

+
qn

1 − qn ln(q)
)

Propozit, ie 5.10. Entropia repartit, iei Lindley generalizat Binomial Max este

JR(γ) =
1

1 − γ
ln

{( np
1 − qn

)γ n−1∑
k=0

γ∑
i=0

Ck
n−1Cγ

i α
γ−i(−1)k (αθ + 1)i+1−γpk

θi+1−2γ

· Γ(i + 1)Ψ(i + 1, i + k + 2, (αθ + 1)(γ + k))
}

unde Γ(s) =
∫
∞

0
xs−1e−xdx este funct, ia gamma, iar Ψ(·, ·, ·) funct, ia Kummer.

5.3.3 Generarea de date

Generarea de date se face prin metoda inversă, metoda respingerii s, i metoda compunerii.

5.4 Repartit,ia Lindley generalizat Binomial Min

Teorema 5.10. Fie X ∼ Lindley generalizat Binomial Min. Atunci funct, ia de repartit, ie a lui X este

F(x) = 1 −
1

1 − qn

{[
q + p

αθ + 1 + θx
αθ + 1

e−θx

]n

− qn

}
(5.1)

iar densitatea de repartit, ie

f (x) =
np

1 − qn

[
q + p

θα + 1 + θx
αθ + 1

e−θx
]n−1

fGL(α,θ)(x), x > 0, α, θ, p > 0 (5.2)

5.4.1 Proprietăt, i

Fie X ∼ Lindley generalizat Binomial Min(α, θ,n, p).
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Propozit, ie 5.11. Rata de hazard a lui X este

h(t) =

np
[
q + pθα+1+θx

αθ+1 e−θx
]n−1

fGL(α,θ)(t)[
q + pθα+1+θx

αθ+1 e−θx
]n

− qn

Teorema 5.11. Momentele de ordin r ale repartit, iei Lindley generalizat Binomial Min sunt

E(Xr) =
npθ2

(1 − qn)(αθ + 1)

n−1∑
k=0

pk qn−1−k

(αθ + 1)k
Ck

n−1

{
αθk

(αθ + 1
θ

)r+k+1
Γ(r + 1)

·Ψ(r + 1, r + 2 + k, θ(k + 1)
αθ + 1
θ

) + θk
(αθ + 1

θ

)r+2+k
Γ(r + 2)Ψ(r + 2, r + 3 + k, θ(k + 1)

αθ + 1
θ

)
}

unde Ψ(a, b; u) este funct, ia Kummer.

Propozit, ie 5.12. Transformata Laplace-Stieltjes pentru repartit, ia Lindley generalizat Binomial Min are
următoarea formă

ϕ(s) =
npθ2

(1 − qn)(αθ + 1)

n−1∑
k=0

pk qn−1−k

(αθ + 1)k
Ck

n−1

{
θkα

(αθ + 1
θ

)k+1
Ψ(1, k + 2,

αθ + 1
θ

[s + θ(k + 1)])

+ θk
(αθ + 1

θ

)k+2
Ψ(2, k + 3,

αθ + 1
θ

[s + θ(k + 1)])
}

unde Γ(·)este funct, ia gamma, iar Ψ(·, ·, ·) este funct, ia Kummer

5.4.2 Entropia Shannon. Caracterizare

Teorema 5.12. Entropia Shannon a repartit, ei Lindley generalizat Binomial Min este

H( f ) = −ln
npθ2

(αθ + 1)(1 − qn)
+

npθ3

(1 − qn)(αθ + 1)

n−1∑
k=0

pk qn−1−k

(αθ + 1)k
Ck

n−1

[
αθk

(αθ + 1
θ

)k+2

·Ψ(2, k + 3, θ(k + 1)
αθ + 1
θ

) + θk
(αθ + 1

θ

)k+3
2Ψ(3, k + 4, θ(k + 1)

αθ + 1
θ

)
]

−

n−1∑
k=0

k∑
i=0

Ck
n−1Ci

k

θi+2npk+1qn−1−k

(αθ + 1)i+1(1 − qn)

{
αi+2 π

(i + 2)sin((i + 2)π)

· 1F1(i + 2, i + 3, αθk) − Γ(i + 2)[θk]−(i+2)

[[
ln[θk] −Ψ(i + 2)

]
+
αθk
i + 12F2(1, 1; 2,−i, αθk)

]
+ αi+2 π

(i + 1)sin((i + 1)π)1F1(i + 1, i + 2, αθk) − Γ(i + 1)[θk]−(i+1)

[[
ln[θk] −Ψ(i + 1)

]
+
αθk

i 2F2(1, 1; 2, 1 − i, αθk)
]}

+
(1
n

+
qn

1 − qn ln(q)
)
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Propozit, ie 5.13. Entropia Renyi a lui X este

JR(γ) =
1

1 − γ
ln

{( np
1 − qn

)γ (n−1)γ∑
k=0

γ∑
i=0

Ck
(n−1)γCi

γ

θ2γ−i−1pkαγ−iq(n−1)γ−k

(αθ + 1)γ−i−1

· Γ(i + 1)Ψ(i + 1, i + k + 1, (k + γ)(αθ + 1))
}
, γ > 0, γ , 1

unde Γ(·) este funct, ia gamma, iar ψ(·, ·, ·) funct, ia Kummer.

5.4.3 Generarea de date

Generarea de date se face prin metoda inversă, metoda respingerii s, i metoda compunerii.

5.5 Repartit,ia Lindley generalizat Geometric Max

Teorema 5.13. Fie X ∼ Lindley generalizat Geometric Max. Atunci densitatea lui X este

f (x) =
pθ2(α + x)e−θx

αθ + 1

[
1 − (1 − p)

(
1 −

αθ + 1 + θx
αθ + 1

e−θx
)]−2

iar funct, ia de repartit, ie

F(x) =
p

1 − p

[
1

1 − (1 − p)
(
1 − αθ+1+θx

αθ+1 e−θx
) − 1

]
, x > 0, α, θ, p > 0

5.5.1 Proprietăt, ii

Fie X ∼ Lindley generalizat Geometric Max(α, θ, p), α, θ, p > 0.

Propozit, ie 5.14. Rata de hazard a lui X este

h(x) =
pθ2(α + x)
αθ + 1 + θx

[
1

1 − (1 − p)
(
1 − αθ+1+θx

αθ+1 e−θx
)]

Propozit, ie 5.15. Rata de hazard h(x) este IFR.

Teorema 5.14. Momentele de ordin r ale repartit, iei Lindley generalizat Geometric Max sunt

E(Xr) =
∑
k≥1

kpθ2(1 − p)k−1

(αθ + 1)k
(−θ)k−1αk+r+1Γ(k + r)Ψ(k + r, k + r + 2, αkθ)

unde Γ(·) este funct, ia gamma, iar Ψ(·, ·, ·) funct, ia Kummer.

Propozit, ie 5.16. Transformata Laplace Stieltjes a repartit, iei Lindley generalizat Geometric Max este

ϕ(s) =
∑
k≥1

kpθ2(1 − p)k−1(−θ)k−1

(αθ + 1)k
αk+1Γ(k)Ψ(k, k + 2, α(θk + s))
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5.5.2 Entropia Shannon. Caracterizare

Teorema 5.15. Entropia Shannon a repartit, iei Lindley generalizat Geometric Max este

H( f ) = −ln
pθ2

αθ + 1
+

∑
k≥1

kpθ3(1 − p)k−1

(αθ + 1)k
(−θ)k−1αk+2Γ(k + 1)

·Ψ(k + 1, k + 3, αkθ) + 2
ln(p) + q

q
−

∑
k≥1

k−1∑
i=0

i−1∑
j=0

Ci
k−1(−1)iC j

i

θ j+2pkqk−1

(αθ + 1) j+1

{
α j+2 π

( j + 2)sin(( j + 2)π)

· 1F1( j + 2, j + 3, αθ(i + 1)) − Γ( j + 2)[θ(i + 1)]−( j+2)

[[
ln[θ(i + 1)] −Ψ( j + 2)

]
+
αθ(i + 1)

j + 1 2F2(1, 1; 2,− j, αθ(i + 1))
]

+ α j+2 π
( j + 1)sin(( j + 1)π)

· 1F1( j + 1, j + 2, αθ(i + 1)) − Γ( j + 1)[θ(i + 1)]−( j+1)

[[
ln[θ(i + 1)] −Ψ( j + 1)

]
+
αθ(i + 1)

j 2F2(1, 1; 2, 1 − j, αθ(i + 1))
]}

Propozit, ie 5.17. Entropia Renyi a repartit, iei Lindley generalizat Geometric Max este

JR(γ) =
1

1 − γ
ln

{ ∞∑
k=0

k∑
j=0

j∑
i=0

Ci
kC

i
j(−1) jαi+γ+1 θi+2γpγ

(αθ + 1)i+γ

Γ(2γ + k)
Γ(2γ)k!

(1 − p)k

· Γ(i + 1)Ψ(i + 1, i + γ + 2, αθ(γ + j))
}
, γ > 0, γ , 1

unde Γ(·) este funct, ia gamma, iar Ψ(·, ·, ·) funct, ia Kummer.

5.5.3 Generarea de date

Generarea de date se face prin metoda inversă, metoda respingerii s, i metoda compunerii.

5.6 Repartit,ia Lindley generalizat Geometric Min

Teorema 5.16. Fie X ∼ Lindley generalizat Geometric Min. Atunci densitatea este

f (x) =
pθ2e−θx

αθ + 1
(α + x)

[
1 − (1 − p)

αθ + 1 + θx
αθ + 1

e−θx
]−2

iar funct, ia de repartit, ie

F(x) =
1

1 − p

[
1 −

p
1 − (1 − p)αθ+1+θx

αθ+1 e−θx

]
, x > 0, α, θ, 0 < p < 1
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5.6.1 Proprietăt, i

Fie X ∼ Lindley generalizat Geometric Min(α, θ, p), α, θ, p > 0.

Propozit, ie 5.18. Funct, ia de supraviet, uire a lui X este

F̄(x) = S(x) =
p

1 − p

[
(1 − p)αθ+1+θx

αθ+1 e−θx
][

1 − (1 − p)αθ+1+θx
αθ+1 e−θx

]
Propozit, ie 5.19. Rata de hazard a lui X este

h(x) =
θ2(α + x)(αθ + 1)

(αθ + 1 + θx)2

1
1 − (1 − p)αθ+1+θx

αθ+1 e−θx

Teorema 5.17. Momentele de ordin r ale repartit, iei Lindley generalizat Geometric Min sunt

E(Xr) =
∑
k≥1

kp(1 − p)k−1θk−1

(αθ + 1)k

{
α
(αθ + 1

θ

)r+k
Γ(r + 1)Ψ(r + 1, r + k + 1, k(αθ + 1))

+
(αθ + 1

θ

)r+k+1
Γ(r + 2)Ψ(r + 2, r + k + 2, k(αθ + 1))

}
unde Γ(·) este funct, ia gamma, iar Ψ(·, ·, ·) funct, ia Kummer.

Propozit, ie 5.20. Transformata Laplace Stieltjes a repartit, iei Lindley generalizat Geometric Min este

ϕ(s) =
∑
k≥1

kp(1 − p)k−1

(αθ + 1)k
θk−1

[
α
(αθ + 1

θ

)k
Ψ(1, k + 1, (s + θk)

αθ + 1
θ

)

+
(αθ + 1

θ

)k+1
Ψ(2, k + 2, (s + θk)

αθ + 1
θ

)
]

5.6.2 Entropia Shannon. Caracterizare

Teorema 5.18. Entropia Shannon a repartit, iei Lindley generalizat Geometric Min este

H( f ) = −ln
pθ2

αθ + 1
+

∑
k≥1

kp(1 − p)k−1θk

(αθ + 1)k

[
α
(αθ + 1

θ

)k+1
Ψ(2, k + 2, k(αθ + 1))

+
(αθ + 1

θ

)k+2
2Ψ(3, k + 3, k(αθ + 1))

]
−

∑
k≥1

k−1∑
i=0

Ci
k−1

θikpqk−1

(αθ + 1)i+1

{
αi+2 π

(i + 2)sin((i + 2)π)

· 1F1(i + 2, i + 3, αθk) − Γ(i + 2)[θk]−(i+2)

[[
ln[θk] −Ψ(i + 2)

]
+
αθk
i + 12F2(1, 1; 2,−i, αθk)

]
+ αi+2 π

(i + 1)sin((i + 1)π) 1F1(i + 1, i + 2, αθk)

− Γ(i + 1)[θk]−(i+1)

[[
ln[θk] −Ψ(i + 1)

]
+
αθk

i 2F2(1, 1; 2, 1 − i, αθk)
]}

+ 2
ln(p) + q

q
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Propozit, ie 5.21. Entropia Renyi a repartit, iei Lindley generalizat Geometric Min este

JR(γ) =
1

1 − γ
ln

{ ∞∑
k=0

k∑
i=0

Ci
k

Γ(2γ + k)
Γ(2γ)k!

(1 − p)kpγθ2γ+i

(αθ + 1)i+γ αi+γ+1Γ(i + 1)Ψ(i + 1, i + γ + 2, αθ(γ + k))
}
,

γ > 0, γ , 1

5.6.3 Generarea de date

Generarea de date se face prin metoda inversă, metoda respingerii s, i metoda compunerii.
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Capitolul 6

Procese de reı̂nnoire

6.1 Procese de reı̂nnoire

Fie (Xn)n∈N+ variabile aleatoare pozitive independente identic repartizate de repartit, ie F cu
P(Xn = 0) s, i Sk = X1 + X2 + · · · + Xk.

Notăm cu N(t)-numărul de reı̂nnoiri ı̂n intervalul [0, t], N(t) = max{k|Sk ≤ t}

Definit, ie 6.1. [83] Procesul (N(t))t>0 este un proces stocastic s, i se numes, te proces de reı̂nnoire s, i este
un proces de numărare.

6.2 Procese de reı̂nnoire s, i repartit,ia Lindley generalizat Pois-
son Min

Fie X = (Xn)n≥1 un proces de reı̂nnoire ı̂n care duratele reı̂nnoirilor Xn, n ≥ 1 sunt varia-
bile aleatoare independente identic repartizate Lindley generalizat Poisson Min de parametrii
α, θ, λ > 0.

6.2.1 Durata reı̂nnoirilor la momentul t

Teorema 6.1. Durata reı̂nnoirilor la momentul t al procesului de reı̂nnoire având repartit, ia Lindley
generalizat Poisson Min este

lim
t→∞

P(D(t) ≤ x) = lim
t→

P(TR(t) ≤ x) =
1
µ

∫ x

0
F̄(y)dy

=
1
µ

∫ x

0

{
1 −

e−λ

1 − e−λ

[
eλ −

∑
k≥1

(αθ + 1 + θx
αθ + 1

e−θx
)k−1 λk−1

(k − 1)!

]}
dy

=
1
µ

{
x
−e−λ

1 − e−λ
+

∑
k≥1

λk−1e−λθk−1

(1 − e−λ)(k − 1)!

∫ x

0

(αθ + 1
θ

+ y
)k−1

e−θ(k−1)ydy
}

=
1
µ

{
x
−e−λ

1 − e−λ
+

∑
k≥1

k−1∑
i=0

λk−1e−λ(αθ + 1)k−i−i

θ(1 − e−λ(k − 1)!(k − 1)i+1)
Ci

k−1γ(i + 1, θ(k − 1)x)
}

unde γ(s, t) =
∫ t

0
xs−1e−xdx, s > 0 este funct, ia gamma incompletă inferioară, iar µ = E(Xn).
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6.3 Procese de reı̂nnoire s, i repartit,ia Lindley generalizat Bino-
mial Min

Fie X = (Xn)n≥1 un proces de reı̂nnoire ı̂n care duratele reı̂nnoirilor Xn, n ≥ 1 sunt variabile
aleatoare independente identic repartizate Lindley generalizat Binomial Min de parametrii
α, θ, p > 0,n ≥ 1.

6.3.1 Durata reı̂nnoirilor la momentul t

Teorema 6.2. Durata reı̂nnoirilor la momentul t al procesului de reı̂nnoire de repartit, ie Lindley gene-
ralizat Binomial Min este

lim
t→∞

P(D(t) ≤ x) = lim
t→∞

P(TR(t) ≤ x) =
1
µ

∫ x

0
[1 − F(y)]dy

=
1

(1 − qn)µ

∫ x

0

{ n∑
k=1

Ck
nqn−kpn (αθ + 1 + θy)n

(αθ + 1)n e−nθy

}
dy

=
1

(1 − qn)µ

{ n∑
k=1

k∑
i=0

Ck
nCi

kp
kqn−k 1

θki+1(αθ + 1)iγ(i + 1, θkx)
}

unde γ(·, ·) este funct, ia gamma incompletă inferioară, iar µ = E(Xn).
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Capitolul 7

Optimizarea unor sisteme

Datorită dezvoltării masive a industriei, o problemă apărută este fiabilitatea sistemelor, optimi-
zarea costurilor de ı̂nlocuire a pieselor s, i cı̂nd ar trebui ca acestea să fie schimbate sau reparate.
În literatură s-au dezvoltat foarte multe modele de mentenant, ă pentru diferite sisteme cu du-
ratele de viat, ă a componentelor caracterizate de variabile aleatoare independente/dependente,
identic repartizate sau nu, pentru diferite sisteme: sisteme serie, sisteme paralele, sisteme k-
out-of n sau combinat, ii ale acestora. Cı̂teva modele de fiabilitate sunt modelele shock ı̂n care
sistemul este supus aleator la s, ocuri din exterior, modele de acumulare a avariilor [94], modele
reduntante s, i altele. Pentru toate aceste modele au fost propuse strategii de mentenant, ă s, i de
minimizare a costurilor.

7.1 Fiabilitatea sistemelor serie, paralel s, i k-out-of-n pentru
durate de viat, ă variabile aleatoare independente identic
repartizate Lindley generalizat

În cadrul teoriei fiabilităt, ii statisticile de ordine sunt folosite pentru a reprezenta diferite sis-
teme. Astfel, un sistem serie este reprezentat de X1:n, un sistem paralel de Xn:n, iar un sistem
k-out-of-n de Xn−k+1:n.

Sisteme serie

Teorema 7.1. Sistemele serie sunt caracterizate de statistica de ordine X1:n a cărei densitate este

fX1:n(x) =
nθ2

(αθ + 1)n e−θnx(α + x)(αθ + 1 + θx)n−1, x > 0

iar funct, ia de repartit, ie este

F1:n(x) = 1 − [1 − F(x)]n = 1 −
[αθ + 1 + θx

αθ + 1
e−θx

]n
, x > 0, α, θ > 0

Sisteme paralele

Teorema 7.2. Sistemele paralele sunt caracterizate de statistica de ordine Xn:n a cărei densitate este

fXn:n(x) = n
θ2e−θx

αθ + 1
(α + x)

[
1 −

αθ + 1 + θx
αθ + 1

e−θx
]n−1

, x > 0
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iar funct, ia de repartit, ie este

FXn:n(x) = [F(x)]n =
[
1 −

αθ + 1 + θx
αθ + 1

e−θx
]n
, x > 0, α, θ > 0

Sisteme k-out-of-n

Teorema 7.3. Sistemele k-out-of-n sunt caracterizate de statistica de ordine Xn−k+1:n a cărei densitate
este

fXn−k+1:n(x) =
n!

(n − k)!(k − 1)!
θ2

(αθ + 1)k
e−θkx(α + x)(αθ + 1 + θx)k−1

·

[
1 −

αθ + 1 + θx
αθ + 1

e−θx
]n−k

, x > 0

iar funct, ia de repartit, ie este

FXn−k+1:n =

n∑
r=n−k+1

Cr
n[F(x)]r[1 − F(x)]n−r =

n∑
r=n−k+1

Cr
n

[
1 −

αθ + 1 + θx
αθ + 1

e−θx
]r[αθ + 1 + θx

αθ + 1
e−θx

]n−r
,

x > 0, α, θ > 0

7.2 Model Cox D.R., Nakagawa T. de acumulare pentru daune
independente identic repartizate Lindley generalizat

Cox D.R. [30] a propus un model de acumulare de daune general având la bază teoria proce-
selor de reı̂nnoire. Acest model este pentru o unitate ı̂n funct, iune. Considerând acest model
Nakagawa T. [94] a dezvoltat trei strategii optime de ı̂nlocuire/mentenant, ă.

Fie un model standard de acumulare de daune pentru o unitate ı̂n funct, iune. Această uni-
tate este supusă la s, ocuri care cauzează distrugeri unităt, ii. S, ocurile vin ı̂n mod aleator. Fie
(Xi)i, i = 1, 2, ... timpii dintre două s, ocuri aleatoare. Presupunem că Xi ∼ Exp(λ), λ > 0. Fie
(W j) j, j = 1, 2, ... daunele produse de s, ocuri astfel ı̂ncât W j să fie dauna produsă de s, ocul
i. W j sunt independente identic repartizate Lindley generalizat, W j ∼ GL(α, θ), α, θ > 0,
0 < E(W j) < ∞, iar W0 ≡ 0. Avem că W j este independent de Xi, i , j.

Fie N(t) numărul total de s, ocuri care au loc până la momentul t,t ≥ 0. Definim

D(t) =

N(t)∑
j=0

W j, N(t) = 0, 1, 2, ...

dauna totală până la momentul t.

Presupunem că unitatea cedează atunci cı̂nd dauna totală depăs, es, te un nivel prestabilit K
(0 < K < ∞).
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Propozit, ie 7.1. Funct, ia de supraviet, uire a daunei totale D(t) la momentul t este

• P(D(t) > x) =

∞∑
j=0

[ j∑
k=0

Ck
jp

k(1 − p) j−kγ(2 j − k, θx) −
j+1∑
k=0

Ck
j+1pk(1 − p) j−kγ(2( j + 1) − k, θx)

]
γ( j + 1, λt)

Propozit, ie 7.2. Probabilitatea ca unitatea să cedeze la s, ocul (n+1) este

pn+1 =

n∑
k=0

Ck
npk(1 − p)kγ(2n − k, θK) −

n+1∑
k=0

Ck
n+1pk(1 − p)n+1−kγ(2(n + 1) − k, θK)

7.2.1 Optimizarea costurilor cu daune independente identic repartizate Lin-
dley generalizat

Problema de optimizare ı̂n teoria fiabilităt, ii constă ı̂n optimizarea costurilor de reparat, ii s, i de
ı̂nlocuire. Pentru acest lucru, fiecare companie are strategii de mentenant, ă s, i ı̂nlocuire a pieselor
dintr-un sistem. Considerăm trei modele: Modelul 1- unitatea este ı̂nlocuită la momentul T
(0 < T ≤ ∞) sau când acesta cedează, Modelul 2- unitate este ı̂nlocuită la s, ocul N sau la cedare,
Modelul 3- unitatea este ı̂nlocuită la dauna acumulată Z sau la cedare.

7.3 Model de mentenant, ă Lam Y., Zhang Y.L. cu timpi de funct,ionare
(Xn)n independent,i identic repartizat,i Lindley generalizat

Fie un sistem cu o componentă s, i o cauză externă aleatoare care deteriorează sistemul, mics, orând
timpul de funct, ionare.

Propozit, ie 7.3. Timpul total redus al perioadei de funct, ionare ı̂n (tn−1, tn−1 + t] este

TR(tn−1,tn−1+t] =

N(tn−1,tn−1+t]∑
i=1

Wi ∼ Gamma(N(tn−1, tn−1 + t], λ)

Propozit, ie 7.4. Timpul real de funct, ionare a sistemului după cea de-a (n-1) reparat, ie este

• P(X
′

n > t
′

|N(tn−1, tn−1 + t] = k) =
λkθ1e−θ1t

′

(α1θ1 + 1)

(α1θ1 + 1
θ1

+ t
′
)k+1

Γ(k)

·Ψ(k, k + 2,
(α1θ1 + 1

θ1
+ t

′
)
(θ1 + λ))

unde Fn este funct, ia de repartit, ie a lui Xn, iar Hk funct, ia de repartit, ie a lui
k∑

i=1

Wi ∼ Gamma(k, λ).

Propozit, ie 7.5. Funct, ia de repartit, ie a timpului real de funct, ionare a sistemului după cea de-a (n-1)
reparat, ie este

P(X
′

n ≤ t
′

) =

∞∑
k=0

e−λt
′ (λt′)k

k!

[
Γ(k) −

λ2kθ1e−θ1t
′

Γ(k)
α1θ1 + 1

(α1θ1 + 1
θ1

+ t
′
)k−1

·Ψ(k, k + 2, (λ + θ1)
(α1θ1 + 1

θ1
+ t

′
)
)
]
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Fie

h(N) =

(c + r)
α2θ2 + 2

θ2(α2θ2 + 1)

( N∑
i=1

µ
′

i − µ
′

N+1(N − 1) + δ
)

(R + cpδ + rδ)(µ′N+1 +
α2θ2 + 2

θ2(α2θ2 + 1)
)

Teorema 7.4. Strategia de mentenant, ă optimă N∗ este determinată astfel

N∗ = min{N|h(N) ≥ 1}

N∗ este unic dacă s, i numai dacă h(N∗) > 1.

7.4 Ret,elele Ad-Hoc ZRP Ben Liang, Zgymunt J. Haas pentru
durate Lindley generalizat ale legăturilor up s, i down

Într-o ret, ea Ad-Hoc fiecare nod participă ı̂n rulare trimitând mai departe informat, ia de la cele-
lalte noduri, astfel traseul informat, iei este determinat ı̂n mod dinamic ı̂n funct, ie de conexiunile
pe moment ale ret, elei. O trăsătură a ret, elelor Ad-Hoc este aceea că au loc schimbări constante.
Conexiunile dintre noduri sunt ı̂n continuă schimbare datorită mediului, la fiecare moment
apar noi conexiuni, unele se distrug sau distant, a dintre ele fie se măres, te fie se mics, orează.

Determinarea mediei ı̂ntârzierii rutei

Presupunem că nodul sursă ns are o rută cache spre nodul destinat, ie nd care este validată
de ultima cerere de rutare s, i care are TTL=T secunde. Fie D numărul de salturi ale rutei. Fie ca
următoarea cerere de rutare la nd să sosească la timpul ta după ce ruta cache dintre ns s, i nd este
stabilită.

Fie Qn(T) probabilitatea ca atunci când o cerere de rutare să sosească ı̂nainte ca TTL să expire,
iar primele n legături ale rutei cache nu sunt defecte.

Propozit, ie 7.6. Probabilitatea ca primele n legături ale rutei cache să nu fie defecte, atunci când o cerere
de rutare soses, te ı̂nainte ca TTL să expire este

Qn(T) = 1 −
n

θ(1 − e−Tλa)

{
(αθ + 1)

[
Ψ(1,n + 1, θ−1(λa + nθ)(αθ + 2)) − e−TλaΨ(1,n + 1,n(αθ + 2))

]
+ (αθ + 2)

[
Ψ(2,n + 2, θ−1(λa + nθ)(αθ + 2)) − e−TλaΨ(2,n + 2,n(αθ + 2))

]}
Optimul TTL

Fie h(δ) probabilitatea ca o anumită legătură ı̂n legătura cache să fie up la momentul δ după
ultima cerere de rutare.

Presupunem că o cerere de rutare soses, te la momentul δ după ultima cerere de rutare. Fie
T valoarea TTL pentru ruta cache.
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Propozit, ie 7.7. Dacă δ > T, ruta cache nu este folosită, iar ı̂ntârzierea de rutare este

Cδ>T(δ,T) = 2LD

Dacă δ < T, ı̂ntârzierea de rutare este

Cδ<T(δ,T) = 2L
[
D +

h(δ)D
− 1

h(δ) − 1
− 2Dh(δ)D

]
Propozit, ie 7.8. [20] Media ı̂ntârzierii de rutare este

C(T) = 2LD − 2L
∫ T

0

[
2Dh(δ)D

−
h(δ)D

− 1
h(δ) − 1

]
fa(δ)dδ
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[19] Băncescu I., M. Drăgulin, Some optimization models based on generalized Lindley distribution-to
be sumitted

[20] Ben Liang, Zygmunt J. Haas, Optimizing Route-Cache Lifetime in Ad-Hoc Networks. IEEE
INFOCOM, 2003

[21] Bekc̨i, M. Recurrence relations for the moment of order statistics from the uniform distributions.
Scientific Research and Essay 4, 1302-1305, 2009

[22] Birnbaum, Z.W., Saunders, S.C., A new family of life distribution. Journal of Appl. Probab.,
6, 319-327, 1969a

[23] Birnbaum, Z.W., Saunders, S.C., Estimation for a family of life distributions with applications
to fatigue. Journal of Appl. Probab., 6, 328-347, 1969b

[24] Bogdanoff JL., Kozin F. Probabilistic Models of Cumulative Damage. John Wiley & Sons, New
York, 1985

[25] Chahkandi, M., Ganjali, M., On some lifetime distributions with decreasing failure rate. Com-
putational Statistics & Data Analysis, 53, 4433-4440, 2009

[26] Chein-Tai L. and Shun-Jie K., Estimation of P(Y¡X) for Location Scale Distributions under Joint
Progressively Type-II Right Censored. Ovality Technology & Qunatitative Management, 10(3),
339-352, 2013

[27] Childs, A. s, i Balakrishnan, N., Generalized recurrence relations for moment of order statistics
from non-identical Pareto and truncated Pareto random variables with applications to robustness.
Handbook of Statistics, 16, 403-438, North-Holland Amsterdam, 1998

[28] Cos, cun Kus, , A new lifetime distribution. Computational Statistics and Data Analysis 51,
issue 9, p. 4497-4509, 2007

[29] Cover T., Thomas J., Elements of Information Theory, 2nd Edition. New York: Wiley-
Interscience, 2006

[30] Cox D.R., Renewal Theory. John Wiley & Sons, Inc., New York, 1967

[31] Craiu V., Repartit, ii. Select, ie. Estimarea punctuală (pentru uzul student, ilor). Editura Univer-
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