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Capitolul 1

Introducere

Analiza duratelor de viatd este o ramurd extinsd si populard fiind folositd in multe domenii
cum ar fi medicind, inginerie, asigurari, industrie, economie, management, stiintele mediului si
stiintele sociale. De exemplu, in studiul potentialului risc de moarte cauzat de boald, de interes
este timpul de supravietuire a bolnavilor, masurat de la data diagnosticului, sau compararea
tratamentelor pentru o boald in termeni de repartitii de supravietuire pentru pacientii care
primesc tratamente diferite. Un alt exemplu este interesul demografilor pentru durata unei
anumite “stari” cum ar fi cdsdtoria. Se alege un an si se contabilizeazd cdsdtoriile din acel an.
De interes este durata cdsatoriei care poate sa se incheie cu anulare, divort sau moartea unuia
din parteneri. Un exemplu important este din industrie. Rezistenta materialelor sau a unor
componete dintr-un sistem este observata in conditii de laborator pana cand acestea cedeaza.
Duratele de viata in acest caz se mai numesc si durate de defectiune deoarece cand un obiect
inceteaza sd mai functioneze corespunzator, spunem cd s-a defectat Jerald F. Lawless [79].

Multe modele statistice cat si metode de analizd a datelor de supravietuire au fost dezvol-
tate de-a lungul timpului. Astfel pentru ultimul exemplu, o repartitie care modeleaza cedarea
materialelor este repartitia Birnbaum Saunders [22, 23]. Dar cea mai utilizata si rdspanditd
repartitie asociatd datelor de supravietuire este cea exponentiala. Alte repartitii folosite sunt
repartitia gamma, Weibull si log-normal Barlow R.E., Proschan F. [16].

1.1 Actualitatea temei

Datoritd dezvoltdrii rapide a tehnologiei si a sistemelor, a apdrut necesitatea dezvol-tarii de
noi modele matematice asupra duratelor de viata si aplicarea acestora in cadrul proceselor
stocastice, in particular asupra proceselor de reinnoire. Procesele de reinnoire sunt importante
in fiabilitate si mentenanta sistemelor, un obiectiv de urmarit fiind: cand ar trebui schim-
bate piesele si cate piese de schimb ar trebui sd avem in depozit la fiecare moment t?. In
multe situatii, defectiunea unei piese in timpul activitdtii este costisitoare si periculoasa. Daca
piesa respectiva este caracterizata de rate de defectiune (rate de hazard) care cresc cu timpul,
este intelept sd inlocuim unitatea inainte de a se uza prea mult Barlow R.E., Proschan F. [16].
Repartitia exponentiala desi cea mai rdspanditd si populard in analiza duratelor de viata nu
este cea mai potrivitd in teoria proceselor de reinnoire deoarece rata de hazard care ne da
probabilitatea de defectiune imediatd a unui obiect de varstd x, notatd de obicei cu h(x), este
constantd. Inseamna ci probabilitatea de defectiune imediatd a unui obiect care are repartitia
vietii, repartitia exponentiald, nu depinde de varsta acestuia, ceea ce face ca problemele mate-



matice aparute s fie triviale Cox D.R. [30]. In cazul acesta, procesul de reinnoire, este procesul
Poisson. Alte repartitii folosite sunt repartitia Weibull, repartitia Birnbaum Saunders (probleme
de vibratii), repartitia gamma propusa de Z. W. Birnbaum si Saunders pentru modelarea pro-
blemelor de rezistenta in anumite cazuri Barlow R.E., Proschan F. [16].

Recent, Ghitany M.E., Atieh B., S. Nadarajah [63] au ardtat ca repartitia Lindley introdusd in
1958 [85, 86] este un model matematic mai bun decat repartitia exponentiald pentru modela-
rea datelor de viatd, repartitia Lindley fiind cu proprietdti matematice mai flexibile decat cea
exponentiald si are rata de hazard crescdtoarea-cu cat este mai in varstd componenta cu atat este
mai probabil ca defectiunea sd aiba loc imediat. Dar, in cadrul sistemelor de viatd este mai plau-
zibil ca rata de hazard sd aibd forme diferite in functie de parametrii, nu doar sa fie crescdtoare,
descrescdtoare si sd fie sau unimodald sau bimodald Gayan Warahena-Liyatange, Mavis Pararai
[61]. Astfel a apdrut necesitatea determindrii de noi repartitii de viatd care sa fie mai flexibile,
cu rate de hazard de forme diferite si care sd modeleze cat mai multe situatii. Considerand
acestea obiectivul lucrarii este de a introduce si cerceta noi modele matematice ale duratelor
de viatd pornind de la repartitia Lindley, prin intermediul metodelor statistico-matematice si
aplicarea acestora in cadrul teoriei proceselor de reinnnoire si la unele probleme de optimizare.

1.2 Obiectivele lucrarii

1. Construirea unei familii mai generale de repartittii de tip Lindley pe baza cdreia se obtin
rezultatele originale ale tezei

2. Deducerea repartitiei unor variabile aleatoare ce reprezintd maximul sau minimul a unui
numadr aleator de variabile aleatoare independente identic repartizate

Stabilirea proprietdtilor matematice ale acestor repartitii
Obtinerea unor algoritmi de generare pentru aceste repartitii

Aplicarea rezultatelor obtinute in cadrul teoriei proceselor de reinnoire

SANEEC L NS

Optimizarea unor sisteme de fiabilitate, modele de mentenanta

1.3 Noutatea stiintifica

Pornind de la repartitia Lindley, in literaturd au apdarut noi repartitii cum ar fi o generalizare
a repartitiei Lindley cu proprietdtile ratei de hazard mai bune decét celei a repartitiei gamma,
lognormal sau Weibull Nadarajah S., Hassan S., Bakouch, Rasool Tahmasbi [114], repartitia discret
Poisson-Lindley Sankaran M. [113], repartitia exponentiald Poisson Lindley introdusa in 2013
de cdtre Barreto-Souza si Bakouch [18], repartitia zero trunchiata Poisson Lindley Ghitany M.E.,
Al-Mutairi D.K., Nadarajah S. [64], ultimele doud cu aplicatii in fiabilitate si asigurdri. Altd
repartitie introdusa recent, in 2012, este repartitia Lindley geometricad cu aplicatii in fiabiliate si
supravietuire Hojjatollah Zakerzadeh, Eisa Mahmoudi [76]. O altd generalizare este cea propusd
in 2013, care se reduce nu numai la repartitia Lindley ci si la repartitia exponentiald Rama
Shanker, Shambhu, Ravi Shanker [106]. Altd idee de a determina alte repartitii este de a aplica o
transformare putere, astfel a apdrut repartitia putere Lindley Ghitany M.E., Al-Mutairi D.K., Ba-
lakrishnan N., Al-Enezi [65] si repartitia exponentiald putere Lindley Samir K., Ashour, Mahmoud



A., Eltehiwy [112], ultima ca o alternativa la repartitiile gamma, Weibull, Lindley exponentiald
si lognormala.

Alte repartitii aparute sunt repartita Lindley negativ binomiala (2010 Hassein Zamani, Noriszura
Ismail [77], Dominique Lord, Srinivas Reddy Geedipally [38]), repartitia quasi Lindley geometricd
(2014 Diab L.S., Hiba Z. Muhammed [37]), repartita Lindley de doi parametri propusa de Ghitanny
M.E., Algallaf F., Al-Mutairi D.K., Husain H.A. (2011 [66]) si repartitia Lindley Beta (2014 Faton
Merovcis, Vikas Kumar Sharma [54]).

Noutatea stiintificd din aceasta lucrarea este introducerea de noi repartitii pornind de la
repartitia Lindley, repartiti cu proprietdti matematice mai flexibile si cu rate de hazard de forme
diferite in functie de valorile parametrilor facand posibila modelarea multor date de viatd. Au
fost de asemenea propusi algoritmi de simulare statisticd, dar si metode de estimare a parame-
trilor. Aceleasi modele au fost abordate, cercetate si prin metode specifice teoriei proceselor de
reinnoire.

Astfel, am introdus o noud generalizare a repartitiei Lindley cét si transformata sa putere.
Deoarece posibilitatea de a determina repartitia duratei de viatd a unui sistem este aceea de
a o0 exprima ca maximul sau minimul unui vector aleator ale cdrei componente caracterizeaza
duratele de viatd ale subunitdtilor sistemului respectiv, am mixat noua repartitie Lindley ge-
neralizatd cu repartiile zero trunchiate Poisson, binomial si geometric. Rezultatele obtinute au
fost aplicate in cadrul proceselor de reinnoire.

Aplicatii

Rezultatele lucrdrii pot fi aplicate la analiza si proiectarea unor sisteme in fiabilitate si
mentenanta sistemelor cu durata vietii caracterizatda de noile repartitii determinate: repartitia
Lindley generalizatd, repartitia Lindley generalizatd putere, repartitia Lindley generalizatd Poisson Max,
repartitia Lindley generalizatd Poisson Min, repartitia Lindley generalizatd Binomial Max, repartitia
Lindley generalizatd Binomial Min, repartitia Lindley generalizati Geometric Max si repartitia Lind-
ley generalizatd Geometric Min. Modelele matematice propuse pot servi in calitate de modele
utilizate la descrierea unor date statistice, privin duratele de supravietuire de viata.

1.4 Structura tezei de doctorat
Lucrarea contine 7 capitole si Bibliografie, primul capitol fiind introducerea.

In capitolul al doilea este prezentatd repartitia Lindley impreuna cu cateva proprietati.
Acest capitol se bazeaza pe lucrarile: Lindley [85, 86], Ghitany M.D., B. Atieh si Nadarajah S.
[63].

In capitolul al treilea generalizim repartitia Lindley. Pentru aceast4 repartitie sunt stabi-
lite proprietati matematice pornind de la lucrérile [29, 63]

1. determinarea ratei de hazard si a mediei de viata reziduala
2. stabilirea momentelor de ordine r, media si dispersia, momentelor centrate de ordine r
3. determinarea transformatei Laplace-Stieltjes si a convolutiilor

4. entropia Shannon, caracterizare



5. entropia Renyi

6. determinarea unor algoritmi de generare de date pentru noua repartitie Lindley gene-
ralizata

7. estimarea parametrilor

Deoarece statisticile de ordine sunt importante in cadrul studiului repartitiilor, pornind de
la rezultatele obtinute de catre Gokhan Gokdere (2014 [69]), Nadarajah (2010 [92]), Bekci (2009
[21]), Afity (2006 [2]), Childs si Balakrishnan (1998 [27]), Arnold B.C., Balakrishnan N., Nagaraja
H.N.(1992 [6]), Joshi si Balakrishnan N. (1982 [11]) au fost determinate statisticile de ordine,
momentele statisticilor de ordine, statisticile de ordine trunchiate si momentele statisticilor
de ordine trunchiate pentru repartitia Lindley generalizat.

Alt rezultat original pornind de la repartitia Lindley generalizata este estimarea bayesiana
si non-bayesiana pentru doud populatii Lindley generalizat folosind schema comuna de
cenzurare de tipul II, determindndu-se pentru parametrii si fiabilitate intervale de incredere.
Astfel se extind mai multe lucrdri recente. Acest capitol are la baza lucrarile Dragulin M. [39].,
Dragulin M., Preda V. [40], Dragulin M., Trandafir R. [41], Dragulin M. [43], Dragulin M., Tran-
dafir R., Preda V. [45], Drdagulin M., Bancescu I. [46].

Capitolul al patrulea prezinta repartitia putere a unei variabile aleatoare repartizata Lindley
generalizat abordare folositd recent pentru alta densitate de repartitie de Ghitany M.E., Al-
Mubhairi D.K., Balakrishnan N., Al-Enzei (2013 [65]). Acest capitol are la baza lucrdrile Dragulin
M. [43], Dragulin M., Trandafir R. [41], Dragulin M., Preda V. [40]. S-au stabilit noi rezultate
privind

1. rata de hazard

momentele, media si dispersia
entropia Renyi

algoritm de generare de date

statistici de ordine-repartitiile asimptotice

AN L

estimatori de verosimilitate maxima

Capitolul al cincelea are la baza lucrdrile Dragulin M., Preda V. [39], Dragulin M., Trandafir
R. [41], Dragulin M. [43], Dragulin M. [47]. In acest capitol au fost mixata repartitia Lindley
generalizatd cu repartitiile Poisson zero trunchiata, Binomial zero trunchiata si Geometric
zero trunchiata obtindndu-se noi repartitii

1. Repartitia Lindley generalizat Poisson Min si Max
2. Repartitia Lindley generalizat Binomial Min si Max

3. Repartitia Lindley generalizat Geometric Min si Max



Pentru fiecare din aceste repartitii au fost determinati algoritmi de generare de date, rata
de hazard, momentele, media si dispersia, transformata Laplace-Stieltjes, entropia Shannon
si teoreme de tip Shannon, entropia Renyi. De asemenea s-au obtinut teoreme de tip Poisson
pentru repartitiile Lindley generalizat Binomial Min si Poisson Min.

Capitolul al saselea are la baza Dragulin M., Preda V. [40], Dragulin M., Trandafir R., [41],
Dragulin M. [43], Dragulin M. [47] Dragulin M., Bancescu I., Dedu S. [48]. Acest capitol prezinta
in sectiunea 6.1 notiuni generale pentru procese de reinnoire-Lam Y. (2007 [83]), Barlow R.E,,
Proschan F., Hunter L.C. (1987 [16]), Ross M. (1996 [111]), Vaduva L. ([125]). In celelalte sectiuni
s-au obtinut noi procese de reinnoire de tip Lindley generalizat Poisson Min si procese de
reinnoire de tip Binomial Min.

Capitolul al saptelea are la baza Drdgulin M., Preda V. [40], Dragulin M., Trandafir R.,
[41], Dragulin M. [43], Dragulin M. [47], Dragulin M., Bancescu I., Dedu S. [48], Dragulin M.
[49], Bancescu 1., Dragulin M. [19]. Ultimul capitol este legat de optimizarea unor sisteme
de mentenanta, a unei retele ad-hoc avand la baza repartitia Lindley generalizata si discuta-
rea fiabilitatii unor sisteme cu durata vietii componentelor repartizata Lindley generalizat.
Acest capitol extinde modelele propuse in Nakagawa T. (2007 [94]), Lam Y. (2007 [83]), Arnljot
Hoyland, Marvin Rausand (2004 [7]), Ben Liang, Zygmunt J.Haas (2003 [20]).



Capitolul 2

Repartitia Lindley

Repartitia Lindley a apdrut prima oard in anul 1958, fiind obtinutd folosind teorema lui Bayes

[85, 86].

Teorema 2.1. Fie X o variabili aleatoare repartizati Lindley de parametru 6, X ~ L(0), atunci functia

de densitate (pdf) este

62
f@) = 5o (1 +0e™

iar functia de repartitie (cdf)

O+1+060x _,,
0+1

Teorema 2.2. Momentele de ordin k ale variabilei aleatoare X ~ L(6), 0 > 0 sunt

F(x)=1- x>0,0>0

KO +k+1)

ue = E(TY) = O+

0>0, k=1,2,..

In particular, avem urmatoarele

Corolar 2.1. Media, momentele de ordin 2, 3, si 4 ale lui X ~ L(0) sunt

. 0+2
H=M=%0+1)

_2(6+3)
b= B )

_6(0+4)
= 2@+ 1)

_ 24(0 +5)
=06+ 1)
iar varianta
o 1 = 0% + 460 + 2
T T Tma ey

(2.1)

(2.2)



Capitolul 3

Repartitia Lindley generalizata

Repartitia Lindley generalizatd apare ca o necesitate la problema determindrii unei noi repartitii
care sd fie mai flexibild cu posibilitatea de modelare a mai multor situatii, durate de viata.

Definitie 3.1. Fie X o variabili aleatoare. X este repartizati Lindley generalizat de parametri a, 0 > 0,
notati GL(«a, 0). Atunci densitatea lui X este

92

flx) = me_g"(a + x)

iar functia de repartitie
af+1+0x _y,

01 x>0,a,0>0

Fx)=1-

3.1 Proprietati

3.1.1 Rata de hazard si media de viata reziduala
Propozitie 3.1. Rata de hazard a repartitiei Lindley generalizatd, GL(«, 0), o, 0 > 0, este

h) = 0%(ar + x)

“sorirox 70

Propozitie 3.2. Media de viati reziduald a lui GL(a, O) este

m(x) = ab + 2+ 0x >0
"~ O(af + 1+ 6x)

3.1.2 Momentele, media si dispersia

Momentele de ordin r ale repartitiei Lindley generalizat sunt

Teorema 3.1.
62

Ly = ma/*zr(r +DW(r+1,7+3,a0)



3.1.3 Transformata Laplace-Stieltjes si convolutii

Propozitie 3.3. Transformata Laplace-Stieltjes a lui GL(a, O) este

0?[a(s + 0) + 1]
(@B + 1)(s + 6)?

P(s) =
Propozitie 3.4. Convolutia repartitiei Lindley generalizat cu ea insdsi de n ori este

GL(a, 0)" = Z nCtp*(1 — p)"*Gamma(2n - k, 0)
k=0

af
af +1

unde Gamma(n, ) este repartitia gamma, iar p =

3.1.4 Entropia Shannon. Caracterizare

Teorema 3.2. Entropia Shannon a repartitiei Lindley generalizat este

6> N a0+2 ablna +Ina +1 - e*Ei(-a0)
ab+1 ab+1 afd +1

H(f) = ~In

unde Ei(x) = f_ xoo e—;dt este functia integral exponentiald.

3.1.5 Entropia Renyi

Entropia Renyi asociatd repartitiei Lindley generalizat este datd de urmatoarea propozitie

Propozitie 3.5.

Jr(Y) = 1 7/{27/171(9 + a0y +Inl'(y + 1, 0ya) — yIn(a0 + 1) — (y + 1)ln(9y} y>0,y#1

3.2 Estimare si generare de date
Metoda verosimilititii maxime

Presupunem cd n componente independente si identic repartizate, ale cdror durate de
viatd sunt repartizate GL(«, 0), sunt supuse la stres. Fie xq,x;, ..., x, timpii de defectiune ale
componentelor si fie x = (x1, X2, ..., x,). Functia de verosimilitate maxima este

n

L(a,0) = ——— (a8+1)” H(a+x)

Generarea de date se face prin metoda directa si metoda compunerii.



3.3 Statistici de ordine

3.3.1 Momentele statisticilor de ordine

Fie X1, X5, ..., X, ~ GL(a, 0) si Xj,, < Xo, < --- X, statisticile de ordine corespunzatoare. In
aceastd sectiune sunt determinate densitdtile comune ale statisticilor de ordine, densitatile
statisticilor de ordine maxim si minim, precum si momentele corespunzétoare.

Teorema 3.3. Densitatea statisticii de ordine X,.,, 1 < r < n este

n! 62
fen () = (r=D!(n—-7r)!(ab + 1)r—+1

. [ _ a@a4—61++19xe_9x]7—1’ >0

e 0 Y (0 4 x)(aB + 1 + Ox)" "

unde I'(-) este functia gamma, iar V(-, -, -) functia Kummer.

Teorema 3.4. Densitatea lui X,., si Xs,, 1 <1 <s < neste

4 n-—s
fX :ﬂ'XS'l('x’ ]/) = " 0 (a i x)(a i y)(eoi t1+ QX) e 00ty +(n—s)x)
e (1’ - 1)'(8 —-r—- 1)'(7’1 — S)' (0(6 + 1)n s+2
[1 - Me—ﬂx]r_l[we—ex _ w -6y ]S -1
ab +1 ab +1 ab +1

Teorema 3.5. Densitatea de repartitie a lui X,,.u, Xryny ooy Xpyn, 1 £d <n,0 =19 <11 <15 <-+013 <
rimi=n+1

d
Hle d+1
w7 el

[aG +1+ Gxi_l e—exm _ af +1+ Qxle_ex’]n rig—1
ab +1 ab +1 !

~.

FXor Xy X (X1, X2, o0y Xa) =

x>0

3.3.2 Momentele statisticilor de ordine trunchiate

Teorema 3.6. Momentul statisticii de ordine trunchiatdi la stdnga pentru repartitia Lindley generalizati
este

s—r—1 n+k—s

Us:nlrn = QZ(S — T)CZ:; Z CS 1 n+k s )k[(OCQ +1+ Qt)e_et]s
k=0 j=

—k-n-1

6n+k—s

=(j+2)

(0‘6+1 e ]{aF]+2,6(n+k+1—s)t)[6(n+k+1—s)]

. -(j+3)
+T(j+3,00n+k+1-s)[0(n + k+1-5)| }

unde I'(a, x) = fx " #letdt,a > 0 este functia gamma incompletd.



Teorema 3.7. Momentul statisticii de ordine trunchiati la dreapta pentru repartitia Lindley generalizati

este
r—1 s—r—1 k+j
,_ e af+1+ 0x xls
rafsn = (5 = NCI10%(@0 + 1y =1 - Z CiCL, Gy (-D
k=0 j=0 i=0
aO + 1\k+j

[@6 +1+ 6] () '_1{@(1’ +2,00+j+ D000+ j+ D]

0

. . . —(i+3)
+ (i +3,0(k + j+ D)0k + j + 1) }
unde y(s,t) = fot x*le™dx,s > 0 este functia gamma incompletd inferioard.

3.4 Estimareabayesiandsinon-bayesianad pentru doua populatii
Lindley generalizat folosind schema comuna de cenzurare
de tipul II

Presupunem Xj, ...X,, duratele de viatd a m specimene a produsului A,, variabile aleatoare inde-
pendente identic repartizate cu functia de repartitie F(x) si densitate f(x), iar Y;, ..., Y, duratele
de viatd a n specimene a unui alt produs A,, care sunt variabile aleatoare independente identic
repartizate cu functia de repartitie G(x) si densitate g(x).

Fie M, Z Z;- numarul de X—defectiuni in W si N, Z(l —7Z;) = r — M,- numarul de

i=1
Y- defectlum m W.
3.4.1 Estimatori de verosimilitate maxima

Presupunem cé cele doua populatii sunt repartizate Lindley generalizat cu urmatoarele functii
de repartitie F(x;a1,01) = Fi(x) si G(x;ap,0,) = Fy(x), iar densitdtile de probabilitate sunt
f:fllg:fZI ai/9i>0/ x>01 i:112

Propozitie 3.6. Functia de verosimilitate pentru (Z,W) este

2m, 21, r
m!n!l67™ 0, H
(m —m,)(n —n,) (101 + 1) (a0, + 1) 1

L(OC], a2, 91/ 02/ w, Z) = {[e_eluJi(al + wi)]Zi

‘ _ 01w, \m—m
x [eO2Wi(a, + wi)ll_Z'}(l t aq@ll n 1)
< e—@lwr(m - mr)(l + ﬂ)n_nre_GZWY(n - ni’) (31)

0(292 +1



3.4.2 Intervale de incredere bootstrap

Intervalul de incredere bootstrap Boot-p 100(1 — a)% pentru A;, notat cu [ﬁ:L, /A\;u], este

% 1% % 2 A*([r (1_g)]) .
[y, Agl = [A; oo/, R00020] i =T g

Intervalul de incredere bootstrap-t 100(1 — a)% pentru A;, notat [;\:,tL’ )A\’lf tu], este

[/\AZ' + TEA\[IOED@}LI,, AAi + T;\[:O(l_%)])é\;\i],l‘ = 1,4

3.4.3 Estimatori bayesieni

Considerdam cd A;,i = 1,4 au repartitia apriori, repartitia gamma.

Estimatorul bayesian pentru orice functie depinzand de A;,i = 1,_4 folosind functia pierdere
de eroare patraticd si functia de pierdere LINEX sunt determintati.

3.4.4 Estimarea fiabilitatii stres-rezistenta R = P(Y < X)

Estimatorul de verosimilitate maxima pentru R
Presupunem cd X si Y sunt repartizate Lindley generalizat cu densitatile f;(x) si f2(y). X si
Y au Fi(x), respectiv F,(y) ca functii de repartitie Lindley generalizat.

03[(61 + 02)* (20, + 1)(a1 — 1) — B2(a161 + 1) — O3]
(@207 + 1) (101 + 1)(01 + 05)3

R=P(Y < X) =

Folosind estimatorii de verosimilitate maxima oy, &, 61, 6, obtinem estimatorul de verosi-
militate maximd R pentru R.
Intervale de incredere pentru R

Intervalul de incredere Boot-p 100(1 — a)% pentru R este
[R*[roam, R*[ro(l—%)]]

Intervalul de incredere Boot-t 100(1 — «)% pentru R este

[R + Tlroa/2] \/Var(f{),f{ + T*r(-3)1 \ Var(f{)]



Capitolul 4

Repartitia putere a unei variabile aleatoare
repartizata Lindley generalizat

Teorema4.1. Variabilaaleatoare X are o repartitie putere Lindley generalizat, X ~ PGL(«, 0, ), , 0,5 >
0, dacd densitatea ei este de forma

62 2
18 b1 —0xP :86 28-1,-0xP
f0 =71 6+1 ¢ Taor1t ¢

iar functia de repartitie este

OxF

9+1) x>0

Fx)=1-(1+

4.1 Proprietati

4.1.1 Ratade hazard
Propozitie 4.1. Rata de hazard a lui PGL(«, 0, B) este

f(x) _ pxfl0%(a + o)

M) =50~ T+ 0@+

x>0,a,0,>0

OxP
af +1

unde S(x) = F(x)=1-F(x) = (1 + )e‘exﬁ este functia de supravietuire.

4.1.2 Momentele, media si dispersia

Momentele de ordin k ale repartitiei putere Lindley generalizat sunt

Teorema 4.2.

4.1.3 Entropia Renyi
Propozitie 4.2. Entropia Renyi a lui PGL(a, 0, ) este



e+ -1 r-l
_a o fwe P gt pe-ne1y g 6
Ir(y) = 1= l”{ Mr( B )+ (@0 +1y y2B-1)+1
(a0 + 1)y B I P

.F()/(2ﬁ— 1)+1

5 )}, y>0,7y#1, iarpentruy<1,ﬁ>1—%

4.2 Generarea de date

Generarea de date pentru repartitia putere Lindley generalizat se poate face folosind metoda
directa.

4.3 Statistici de ordine

Teorema 4.3. Repartitiile asimptotice ale lui X, si X,., sunt

lim P{w < x} =1-¢" (4.1)
lim P{@ < x} = exp[ - exp(—x)] (4.2)

undea, = 0,b, = FY(1/n),c, = FY(1-1/n),d, = 1/nf(c,) si F(x)=1-S(x) este functia de repartitie
a lui PGL(a, 0, B)

4.4 Estimatori de verosimilitate maxima
Presupunem cd n componente independente si identic repartizate, ale cdaror durate de viata

sunt repartizate PGL(«, 0,), sunt supuse la stres. Fie xy,x,...,x, timpii de defectiune ale
componentelor si fie x = (x1, X, ..., x,). Functia de verosimilitate maxim4 este

6271 n -
o) =[] gy [

+ af)"



Capitolul 5

Repartitii mixate ale duratelor de viata

7

5.1 Repartitia Lindley generalizat Poisson Max

Teorema 5.1. Fie X ~ Lindley generalizat Poisson Max(a, 0, A). Atunci densitatea de repartitie a lui
X este

2 ,—0x
AO“¢ (x + a) A[]_ael;rﬁl:lexefélq

f® = o e -1

iar functia de repartitie
8/\[1_ nfz;blrlﬁx e—F)X] _

et —1 ’

F(x) = x>0,a,0,A>0

5.1.1 Proprietati
Fie X ~ Lindley generalizat Poisson Max(«, 0,A), @, 6, A > 0.

Propozitie 5.1. Rata de hazard a lui X ~ LindleyGeneralizatPoissonMax(c, 0, A) este

ab Oy _
M@ %(y +a)  M-Tmrie ™

h =
) af +1 et — eA[l—“egﬂe-Sy]

af+1

Propozitie 5.2. Rata de hazard h(x) este IFR pe intervalul (0, 5 — &), cu 5 — a > 0.

Teorema 5.2. Momentele de ordin r > 1 sunt

E(X") = e_f 2_ . Y = 1()7(% " 1)k{9k—1a($)r”‘r(r + D)W+ 1,7 +k + 1, ka0 + 1))
k>1 )

N Qk—l(ae + 1)r+k+1

5 Fr+2)Wr+2,r+k+2,k(ab + 1))}

unde W(a, b;u) = ﬁ fow 11 + t)b=*"Le " dt este functia Kummer, iar T'(s) = fow x> le™*dx

Propozitie 5.3. Transformata Laplace Stieltjes a repartitiei Lindley generalizat Poisson Max este

B /\kez e—)\ (_G)k—l .
o(s) = ; FEERV A=t 1)!0/‘ IT(k)W(k, k + 2, a(s + OK))



5.1.2 Entropia Shannon. Caracterizare

Teorema 5.3. Entropia Shannon a repartitiei Lindley generalizat Poisson Max este

B 162 6° (=A) a0+ 1k
HD == i@ -1 T o1 ; (k—1)1(a6 + 1)k{8 1“<T) Y@ k+2kab +1)

af +1
7]

+6( )k+22\11(3,k + 3, k(a6 + 1))}

1' o2k . n
-, Z Z Cj,(-1)C] @0+ (e — k=1 {“] 2(j T 2)sin((j + 2)m)

k>1 i=0 j=0
AFy(j+2,j+3,a6(i +1)) = T(j + 2)[6( + 1)]‘(j+2)l[ln[9(i +1)] - W(j +2)]

Tt

a@(z +1)
M G+ Dsin((j + D)

+a/*?
i+ 1

2F2(1,1;2,—7,a0(i + 1))

F(j+1,j+2,a6( +1)) = T(j + 1)[6G + 1)]‘(j+1)l[ln[9(i +1)] - W(j+1)]

}

; /\k+16i+2 a6 + 1\i+2 . '
_;;C (-1 )(a6+1)i+1(€A—1)(k—1)!|( ) ) W(2,i+3,(0+1al+1))

ab 9+ 1)”1\11(1,1' +2,(i+1(ab + 1))

LOUHD) e 1,1:2,1— a0( + 1))

+ af

unde

0 k
1F1(a; b;2) = Z @)z este functia hipergeometrici confluentd
e (b)ck!

' (al)n (ap)ﬂz
pFallns sy Brs by Z(bnn B), !

functia hipergeometrici generalizati

cu(@a), =a@+1)@+2)...a+n-1),n=>1,(a) =1, iar

W(z) = [InT'(x)] IIL((X)) functia psi
Propozitie 5.4. Entropia Renyi a repartitiei Lindley generalizat Poisson Max este
1 AV Qe v .
Jr() = {(1 _/\)7(0(8+1)/\;;;C cJaV i(=1)

(Ay)k‘lel ab + 1)i+j+1

FoD@es D\ @ IFG+DW(G+1,j+i+2,(y +i)(a0 + 1))}, y>0,y#1



5.1.3 Generarea de date

Generarea de date se face prin metoda inversa, metoda respingerii si metoda compunerii.

5.2 Repartitia Lindley generalizat Poisson Min

Teorema 5.4. Fie X ~ Lindley Generalizat Poisson Min(w, 0,n). Atunci densitatea de repartitie a
variabilei aleatoare Lindley generalizat Poisson Min este

O+1+0x _,,
[aa—i_9++1x69]

AP +x) o 1
f@==571 ¢ a1

iar functia de repartitie

, Aoc@ +1+ Qxe_ex
1[€A—€ ab +1 ], x>0,a60,A>0

F(x) = 7

5.2.1 Proprietati
Fie X ~ Lindley generalizat Poisson Min(a, 0, 1), a, 0, A > 0.

Propozitie 5.5. Rata de hazard a lui X este

NG + x)e 0 MG

ae + 1 e)\aéz’;relﬁexe_ex _ 1

h(x)

Teorema 5.5. Momentele de ordin r ale repartitiei sunt

. 02 eh Ak 10 + Tk
E(X") = ; PRSI (k—1)1{“6 (—9 ) T+ D)W+ 1,7+ k+1,k(0 +1)
af + 1)r+k+1

+ 8"‘1( 5

Fr+2)WV(r+2,r+k+2,k(aB + 1))}

unde I'(s) = fooo x*le™*dx, s > 0 este functia gamma, iar W(-, -, ) functia Kummer.
Transformata Laplace Stieltjes

Propozitie 5.6. Transformata Laplace Stieltjes a repartitiei Lindley generalizat Poisson Min este

af +1
0

)W, k+1, (s + 6K)

et Pkl ab +1
a( )

Ak
P = kz; @0+ 1F L —e (k= 1) 6

+ (“6 * 1)k+1\11(2,k +2,(5 + 00 %2 @+ 1)}



5.2.2 Entropia Shannon. Caracterizare

Teorema 5.6. Entropia Shannon a repartitiei Lindley generalizat Poisson Min este

167 03 et A (@0 + 1\14k
H() = It +; T I (k_l)!{aQ (—6 ) W@ k+2,k@0 +1))

+ Qk‘l(#gl)mﬂ’(&k +3,k(ab + 1))}
/\k+1ek+2 aB + 1\k+1
; (@0 + DFi(er — 1)(k — 1)! la( 0 ) W(l,k+2,(k+1)(ab + 1))

+ (“9 al 1)k+2\11(2,k +3,(k+ 1) + 1))

~ Z kZ 91+2/\k ai+2 e
T @f + 1) =Dk =D @+ Dsin((i+ D)
GFG+1,i+2,a0k) - T + 1)[9k]‘(i+1)[[ln[9k] - W(i+ 1)+ “TQI‘ZFZ(L 1,2,1- i,a@kl

TC
(i + 2)sin((i + 2)m)

Oszpz(l 1,2, i,a@kl}

i+2

Fi(i+2,i+3,a6k) — T} + 2)[0k]—<f+2>[[ln[9k] —W(i +2)|

Entropia Renyi

Propozitie 5.7. Entropia Renyi pentru repartitia Lindley generalizat Poisson Min este

/\}/92)/ 1 o (A)/)k 19k 1
Jr(y) = —y {(a9+1 ZZ (aB + 1)1k - 1)!

k>1 i=0

alf + 1\i+k_ | , ,
( 5 ) F(z+1)‘I/(z+1,z+k+1,(a9+1)(y+k—1))}, y>0,y#1

unde I'(-) este functia gamma, iar W(:, -, -) functia Kummer.

5.2.3 Generarea de date

Generarea de date se face prin metoda inversa, metoda respingerii si metoda compunerii.

5.3 Repartitia Lindley generalizat Binomial Max

Teorema 5.7. Fie X ~ Lindley generalizat Binomial Max(a, 0, n,p). Atunci densitatea de repartitie a
lui X este

O*a+x) , np ab+1+6x 1
S0 = —o+T ¢ 1—q”[1_ 2o ]




iar functia de repartitie

F(x) =

1 {[1_ af+1+ 6x

af +1 e—ex]”_qn}, x>0, 6,ap>0

5.3.1 Proprietati
Fie X ~ Lindley generalizat Binomial Max(a, 0,n,p), a, 0,p > 0.

Propozitie 5.8. Rata de hazard a repartitiei Lindley generalizat Binomial Max este

n-1
02¢ _gy(a 4 y)np[l pa9+1+9y Qy]

h(y) a9f19++91y n
(a6 + 1)1 = [1 - pe-ov] |
Lema 5.1. Fie H(a,b,c,d,6,p) = f xS(d + x)[l pl’rlbfl;fxe‘bx] ) ‘de, 1+bd > 0.
Avem cd )
i ]+ . .
-1)pt . Te+k+1)
J ~k jqj+1-k
H(a,b,c,d,,p) = ZO‘;;;C 1clc]+1 R A e

Teorema 5.8. Momentele de ordin r ale lui X sunt

6*np
(@0 +1)(1—-4gm")

EX") = Hn-1,0,r,a,0,p)

Propozitie 5.9. Transformata Laplace Stieltjes a repartitiei Lindley generalizat Binomial Max este

62 n-1 .
P = (O +”S(1 - q") Z‘ n-l (ae + 1)" k{ (“99+ 1)k 1\P(1’k *2 o [s+ 06+ 1D
+ (2 (; 1)k+2\}"(2,k +3,%9 @+ s+ 0k + 1)])}

unde I'(+) este functia gamma, iar \V(-, -, -) este functia Kummer.

5.3.2 Entropia Shannon. Caracterizare

Teorema 5.9. Entropia Shannon a repartitiei Lindley generalizat Binomial Max este



0*np O*np

H) ===y T @asna gy~ L0 La0p)
_ 'ahy ck (-DfC o ;I;Z’f:l {aiﬂ : T
L " @+ 2sin((+2)m)
GFG+2,i+3,a0(k + 1) = TG + 2)[0(k + 1)]‘(i+2)[[ln[9(k +1)] - W(i+2)]
+ @25(1 1,2, —i, a0k + 1)| + a'*? & 1)51,”72 TPl i+ 2,000+ 1)
— TG+ DOk + 1)]‘(i+1)[[ln[6(k + )] - Wi+ 1))+ wzl—}(l 1,2,1—i,a0(k + 1)]}

. 1)(% + an In(g))

Propozitie 5.10. Entropia repartitiei Lindley generalizat Binomial Max este

n-1 7Y i+1-y k
]. 7/ v  y—i (0(9 + 1) " Vp
jR(y) { Z Cn 1C] ! ( 1)k Qi+1-2y

k=0 i=0

TE+1D)WE+1,i4+k+2,(a0+1)(y + k))}

unde I'(s) = fooo x*le™*dx este functia gamma, iar W(-, -, ) functia Kummer.

5.3.3 Generarea de date

Generarea de date se face prin metoda inversa, metoda respingerii si metoda compunerii.

5.4 Repartitia Lindley generalizat Binomial Min

Teorema 5.10. Fie X ~ Lindley generalizat Binomial Min. Atunci functia de repartitie a lui X este
n
1 a0 +1+0x _,
+p—— -q" 1
1—q”{[q Fao+1 * ] ’7} 1)

np [+ Oa + 1+ Ox
1-g" af +1

F(x) =

iar densitatea de repartitie

n—1
flx) = E_ex] for@e)(x), x>0,a,0,p>0 (5.2)

5.4.1 Proprietati
Fie X ~ Lindley generalizat Binomial Min(«, 0, n, p).



Propozitie 5.11. Rata de hazard a lui X este

n-1
nplg-+ Pz 0| oo (®)

h(t) = 7
[q+P60;+91:16x —Gx] _qn

Teorema 5.11. Momentele de ordin r ale repartitiei Lindley generalizat Binomial Min sunt

" np6? = P L @0 + 1y
EX) = (1-g") (@0 +1) & p (a9+1)kC” ! 9( ) ) Fr+1)
W1, 42+ Ok + 1)“6”) ek(a‘@gl)’+2 T+ )W +2,r+3+k 6k + 1)“9”)}

unde \V(a, b; u) este functian Kummer.

Propozitie 5.12. Transformata Laplace-Stieltjes pentru repartitia Lindley generalizat Binomial Min are
urmdtoarea formd

np6? L a0+ 1y 041
P = (1-g")(ab +1) Zp(a9+1)k n-110 ( 0 ) W(l,k+2, 5 [s + 6(k + 1)])
+ 02 w2 k43, 0 s+ gk + 1)])}

unde I'(-)este functia gamma, iar (-, -, -) este functia Kummer

5.4.2 Entropia Shannon. Caracterizare

Teorema 5.12. Entropia Shannon a repartitei Lindley generalizat Binomial Min este

n—1 1-k

~ np6? np6° 9"
H) = I iy T Ao 7D o o s T

[ 6k(6¥66+ 1 )k+2

a6+1 af + 1\k a6+1)]

W2,k +3,0(k+1)

) WG, k+4, 00 + 1)

) +6(

12(: i 61+2npk+1qn 1-k ai+2 T
et L 1" 1Gi (a6 + 1)*1(1 - g7) (i + 2)sin((i + 2)7)

n—

L Fi(i+2,i+3,a0k) —F(i+2)[9k]‘(i+2)[[ln[6k] (i +2)] a0k 21,132, i,a@k)]

TC
(i + 1)sin((i + 1)m)

i+2

+a Fri+1,i+2,a0k) — T + 1)[6k]‘(i+1>l[ln[6k] —W(i + 1)

a6k . 17
+ TR, 12,1 z,a@k)]} ; (% - - _qnln(q))




Propozitie 5.13. Entropia Renyi a lui X este

(” Ly vy 2y—i—1k ~y—i o(n—1)y—k
6 ) p o q )4
Ir(y) = 1-y n{ 1-g" ;). IZ(;C(n 1)7/ y (@O + 1)r-i-1

TE+1D)WGE+1,i+k+1,(k+y)(ab + 1))}, y>0,7y#1
unde I'(-) este functia gamma, iar (-, -, -) functia Kummer.

5.4.3 Generarea de date

Generarea de date se face prin metoda inversa, metoda respingerii si metoda compunerii.

5.5 Repartitia Lindley generalizat Geometric Max
Teorema 5.13. Fie X ~ Lindley generalizat Geometric Max. Atunci densitatea lui X este

_ pOHa+x)e ™ ab+1+40x 512
e e L RS I
iar functia de repartitie

4
F(x) = [
1-p 1_(1_p)(1_%e—ex

)—1], x>0,a,0,p>0

5.5.1 Proprietatii
Fie X ~ Lindley generalizat Geometric Max(«, 0,p), a, 0,p > 0.

Propozitie 5.14. Rata de hazard a lui X este

p6(a + x)
ab+1+ 0x

h(x) =

: ]
1= (1 - p)(1 - 2o
Propozitie 5.15. Rata de hazard h(x) este IFR.

Teorema 5.14. Momentele de ordin r ale repartitiei Lindley generalizat Geometric Max sunt

k 92(1 _ )k—l ~ e
E(X) = kz; %(—a)k VT + )Pk 4+ 7,k + 7 + 2, ak6)

unde I'(-) este functia gamma, iar V(-, -, -) functia Kummer.

Propozitie 5.16. Transformata Laplace Stieltjes a repartitiei Lindley generalizat Geometric Max este

k621_ k—l_@k—l
<P(S)=Zp (1-p)*(-6)

@0+ 1) TR (k, k + 2, a6k + 5))

k>1



5.5.2 Entropia Shannon. Caracterizare

Teorema 5.15. Entropia Shannon a repartitiei Lindley generalizat Geometric Max este

po? y kp6>(1 - p)*!
+ S

e _N\k-1 k+2
H(f) = -In—-— oy O TR
k-1 i-1 9j+2]9qu_l " -
— I S J*
W1k 3,0k0) 27 L ;;Ck 1 Z(a6+1)f+1{a G+ 2)sin((j + 20

1 Fy(j+2,j+3,a0(i +1)) = T(j + 2)[6G + 1)]‘(f+2)[[ln[6(i +1)] - W(j+2)]

Tt

L@ af(i+1)
(j + Dsin((j + 1)m)

i+ 1

,F2(1,1;2, ],a6(1+1))] alt?

Fy(j+1,j+2,a0( +1)) = T(j + 1)[6G + 1)]—<f+1>[[zn[@(i + )] - W(j+1)]

+ szz(l 1;2,1—j,a6@ + 1))]}

Propozitie 5.17. Entropia Renyi a repartitiei Lindley generalizat Geometric Max este

ok
5 == LY

k=0 j=0 i=0

j +2y

- - 0" rp’ T2y +k)

POl i+l _ )k
chcj( Lya (a6 + 1)+ T(2y)k! (1=p)

TE+1)WYE+1,i+y+2,a0(y +j))}, y>0,y#1
unde I'(-) este functia gamma, iar V(-, -, -) functia Kummer.

5.5.3 Generarea de date

Generarea de date se face prin metoda inversa, metoda respingerii si metoda compunerii.

5.6 Repartitia Lindley generalizat Geometric Min

Teorema 5.16. Fie X ~ Lindley generalizat Geometric Min. Atunci densitatea este

Ze—Qx

f0) =S @+ o1 - -p)

iar functia de repartitie

af+1+ Gxe_gx]—Z
af +1

p

1-— (1 P) 0{6+91:19x

1
F(x):l_p|1 Gx]’ x>0,a00<p<l1



5.6.1 Proprietati
Fie X ~ Lindley generalizat Geometric Min(«, 0,p), a, 0,p > 0.

Propozitie 5.18. Functia de supravietuire a lui X este

p [(1 p) a9a+61++16x —Gx]

[1 _ (1 p) a9+61++16x€_ex]

F(x) = S(x) = T-

Propozitie 5.19. Rata de hazard a lui X este

0*(a + x)(a0 + 1) 1
(0(6 +1+ Qx)Z 1-— (1 p) a6+1+9xe_9x

ab+1

h(x) =

Teorema 5.17. Momentele de ordin r ale repartitiei Lindley generalizat Geometric Min sunt

r kp(L = p)10 1 (a0 + 1y
E(X):kZ P (a6p+ 7 o(S5=) T+ DY+ 17+ k+1,K@0 + 1)
>1

N (056 + 1>r+k+1

5 IFr+2)Wr+2,r+k+2k(ab + 1))}

unde I'(-) este functia gamma, iar V(-, -, -) functia Kummer.

Propozitie 5.20. Transformata Laplace Stieltjes a repartitiei Lindley generalizat Geometric Min este

kp(1 — p)-
P =Y %Qk‘lla(aeg 1) W(1k+1,(s + ek)“e 1

oc6+1

+(0¢6+1

) W2, k+2,(s + 0k )

5.6.2 Entropia Shannon. Caracterizare

Teorema 5.18. Entropia Shannon a repartitiei Lindley generalizat Geometric Min este

_Nk=1pk .
H(f)z—lnﬂ+2kp(1 PO [a(“6+1)k W2,k +2,ka + 1))

af +1 (@0 + 1) 0
ab +1 0'kpg"! 2 Tt
(=5 )20 k43, ka0 + 1) ;-Z(; 1o+ Y G+ 2sin(( + 2)m)

S FiG+2,i+3,a0k) - T(i + 2)[9k]—<i+2>[[ln[9k] —W(i +2)|

+ “Tekzga 1,2, —i, a0k) .

ralte Dsin((i + 1))

1F1(i+1,i+2,a0k)

- TG+ 1)[6k]—<f+1>[[ln[6k1 Wi+ )]+ 2% R,12,1 - i,a@k)]} 4o+



Propozitie 5.21. Entropia Renyi a repartitiei Lindley generalizat Geometric Min este

o) k )

1 TQy+k(1- p)kpy627/+l . | |

Jr(y) = ln{ E C —— T+ DWW+ 1,i+y +2,a0(y +k)) ¢,
I-y (&4 " TRk (ab+ 1)

y>0,y#1

5.6.3 Generarea de date

Generarea de date se face prin metoda inversa, metoda respingerii si metoda compunerii.



Capitolul 6

Procese de reinnoire

6.1 Procese de reinnoire

Fie (X,).en, variabile aleatoare pozitive independente identic repartizate de repartitie F cu
PX,=0)siS=X1+Xp + -+ X;.
Notam cu N(f)-numadrul de reinnoiri in intervalul [0, t], N(t) = max{k|Si < t}

Definitie 6.1. [83] Procesul (N(t)):o este un proces stocastic si se numeste proces de refnnoire si este
un proces de numidrare.

6.2 Procese de reinnoire si repartitia Lindley generalizat Pois-
son Min

Fie X = (X,)s21 un proces de reinnoire in care duratele reinnoirilor X,, n > 1 sunt varia-

bile aleatoare independente identic repartizate Lindley generalizat Poisson Min de parametrii
a,0,A>0.

6.2.1 Durata reinnoirilor la momentul t

Teorema 6.1. Durata reinnoirilor la momentul t al procesului de reinnoire avind repartitia Lindley
generalizat Poisson Min este

lim P(D(t) < x) = lim P(TR(t) < x) = 1 fx F(y)dy
f=00 t= B Jo

1 e a0 +1+0x g k1 AR
‘ﬁfo{l_1—e—A[e_Z( it C ) k=1 |

k>1
Alehgl a0 +1 k1,
= —6(k-1)y
{ —e'“;(l -A(k 1)f( 0 +y) e dy}
v e MNaf + 1
) { P = = 0(1 —e‘A(k )k — 1)z+1)ck—17/(1+1/ Q(k—l)x)}

undey(s,t) = fot x¥le™dx, s > 0 este functia gamma incompletd inferioard, iar 1 = E(X,).



6.3 Procese de reinnoire si repartitia Lindley generalizat Bino-
mial Min
Fie X = (X,).>1 un proces de reinnoire in care duratele reinnoirilor X,, n > 1 sunt variabile

aleatoare independente identic repartizate Lindley generalizat Binomial Min de parametrii
a,0,p>0,n>1.

6.3.1 Durata reinnoirilor la momentul t

Teorema 6.2. Durata reinnoirilor la momentul t al procesului de reinnoire de repartitie Lindley gene-
ralizat Binomial Min este

lim P(D(t) < x) = im P(TR(t) < x) = 1 fx[l - F(y)ldy
f=0 f=00 H Jo

_ ; * . k n—k n(a9+1+6y)n —nOy
—(1_qn)#fo{zcnq P —Go+1r ¢ [V

k=1

n k
1 i n— 1 .

k=1 i=0

unde y (-, -) este functia gamma incompletd inferioard, iar u = E(X,,).



Capitolul 7

Optimizarea unor sisteme

Datoritd dezvoltdrii masive a industriei, o problemd aparuta este fiabilitatea sistemelor, optimi-
zarea costurilor de inlocuire a pieselor si cind ar trebui ca acestea sa fie schimbate sau reparate.
In literaturad s-au dezvoltat foarte multe modele de mentenanta pentru diferite sisteme cu du-
ratele de viatd a componentelor caracterizate de variabile aleatoare independente/dependente,
identic repartizate sau nu, pentru diferite sisteme: sisteme serie, sisteme paralele, sisteme k-
out-of n sau combinatii ale acestora. Citeva modele de fiabilitate sunt modelele shock in care
sistemul este supus aleator la socuri din exterior, modele de acumulare a avariilor [94], modele
reduntante si altele. Pentru toate aceste modele au fost propuse strategii de mentenanta si de
minimizare a costurilor.

7.1 Fiabilitatea sistemelor serie, paralel si k-out-of-n pentru
durate de viata variabile aleatoare independente identic
repartizate Lindley generalizat

In cadrul teoriei fiabilitatii statisticile de ordine sunt folosite pentru a reprezenta diferite sis-

teme. Astfel, un sistem serie este reprezentat de Xj.,, un sistem paralel de X,.,, iar un sistem
k-out-of-n de X, _xi1:n-

Sisteme serie
Teorema 7.1. Sistemele serie sunt caracterizate de statistica de ordine X;., a cirei densitate este

n6?

We_e”x(a + X)(O(@ +1+ QX)H_l, x>0

fXI:n (x) =
iar functia de repartitie este

afd+1+ Gxe_Gx

Fi@=1-[1-F@I' =1~ [~

n
L x>0,a,0>0

Sisteme paralele
Teorema 7.2. Sistemele paralele sunt caracterizate de statistica de ordine X,., a cdrei densitate este

0% % ab+1+0x
——¢

n—1
a0+1(“+x)[1_ 20+ 1 [ x>0

fxpn(X) =1




iar functia de repartitie este

_a9+1+9x

Fx,,(x) = [F@)]" =1 a0 + 1

e‘e"]n, x>0,a,0>0

Sisteme k-out-of-n

Teorema 7.3. Sistemele k-out-of-n sunt caracterizate de statistica de ordine X, _i+1., a cirei densitate
este

n! 6>
an—k+l:n(x) - (n — k)'(k — 1)' (0(9 + 1)k
af +1

e % (a + x)(ab + 1 + Ox)F!

n—k
] , x>0
iar functia de repartitie este
n n

P = Y, GIEQITL-F@I" = Y. C1-

r=n—k+1 r=n—-k+1

ab+1+0x _gyra0+1+0x o
ab +1 69][ ab +1 69] ’

x>0,0,06>0

7.2 Model Cox D.R., Nakagawa T. de acumulare pentru daune
independente identic repartizate Lindley generalizat

Cox D.R. [30] a propus un model de acumulare de daune general avand la baza teoria proce-
selor de reinnoire. Acest model este pentru o unitate in functiune. Considerand acest model
Nakagawa T. [94] a dezvoltat trei strategii optime de inlocuire/mentenanta.

Fie un model standard de acumulare de daune pentru o unitate in functiune. Aceastd uni-
tate este supusa la socuri care cauzeaza distrugeri unitdtii. Socurile vin in mod aleator. Fie
(Xi)i,i = 1,2, ... timpii dintre doud socuri aleatoare. Presupunem cd X; ~ Exp(A),A > 0. Fie
(W), j = 1,2,... daunele produse de socuri astfel incat W; sa fie dauna produsd de socul
i. W, sunt independente identic repartizate Lindley generalizat, W; ~ GL(a,0),a,60 > 0,
0 < E(Wj) < o0, iar Wy = 0. Avem cd W, este independent de X;, i # j.

Fie N(t) numarul total de socuri care au loc pand la momentul t,t > 0. Definim

N()
D(t) = Z W, N =0,1,2,..
j=0

dauna totald pand la momentul t.

Presupunem cd unitatea cedeazd atunci cind dauna totald depdseste un nivel prestabilit K
(0 <K < ).



Propozitie 7.1. Functia de supravietuire a daunei totale D(t) la momentul t este

o0 j j+1
o P(D(t) > x) = Z [Z Cip (1 = p) ™ y(2) — k, 0x) - Z CEL P = p) (G + 1) =k, )|y (j + 1, A1)
=0 k=0 k=0

Propozitie 7.2. Probabilitatea ca unitatea si cedeze la socul (n+1) este

n+1

Dot = Zc (1 = p)y(@2n — k, OK) — ch+1pk(1 — py" 1 *y@2(n + 1) — k, OK)

7.2.1 Optimizarea costurilor cu daune independente identic repartizate Lin-
dley generalizat

Problema de optimizare in teoria fiabilitdtii constd in optimizarea costurilor de reparatii si de
inlocuire. Pentru acest lucru, fiecare companie are strategii de mentenanta si inlocuire a pieselor
dintr-un sistem. Consideram trei modele: Modelul 1- unitatea este inlocuitda la momentul T
(0 < T < o) sau cand acesta cedeaza, Modelul 2- unitate este inlocuita la socul N sau la cedare,
Modelul 3- unitatea este inlocuita la dauna acumulata Z sau la cedare.

7.3 Model de mentenanta LamY., Zhang Y.L. cu timpi de functionare
(Xn)n independenti identic repartizati Lindley generalizat

Fie un sistem cu o componentad si o cauzd externd aleatoare care deterioreaza sistemul, micsorand
timpul de functionare.

Propozitie 7.3. Timpul total redus al perioadei de functionare in (t,_1,t,_1 + t] este

N(til—lrtn—1+t]
TRe, et = Y. Wi~ Gamma(N(ty 1, tyy + ], 1)
i=1
Propozitie 7.4. Timpul real de functionare a sistemului dupi cea de-a (n-1) reparatie este

by /\kele‘elt, a107+1 K+l
P(X, > t'|IN(ty1, ter +t] = k) = t) T(k
o PG> NGy b+ = F) = T (=g=—+¢) T(®)
Wk +2,(B0 L ), + )
01

unde F,, este functia de repartitie a lui X,,, iar Hy functia de repartitie a lui Z W; ~ Gammal(k, 7).

i=1
Propozitie 7.5. Functia de repartitie a timpului real de functionare a sistemului dupd cea de-a (n-1)
reparatie este

e /\21{6 e -0t T(k)(a161 +1 t;)k—l

PX, <t)=
( - o107 +1 64

OMS

Wk k+2,(A+ @1)(% +t)]
1
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(c+7)
h(N) =

(R +c,0 +10) (U, +

Teorema 7.4. Strategia de mentenanti optimd N* este determinatd astfel
N* = min{NJh(N) > 1}

N* este unic dacd si numai dacid h(N*) > 1.

7.4 Retelele Ad-Hoc ZRP Ben Liang, Zgymunt J. Haas pentru
durate Lindley generalizat ale legaturilor up si down

Intr-o retea Ad-Hoc fiecare nod participa in rulare trimitdnd mai departe informatia de la cele-

lalte noduri, astfel traseul informatiei este determinat in mod dinamic in functie de conexiunile

pe moment ale retelei. O trasatura a retelelor Ad-Hoc este aceea cd au loc schimbadri constante.

Conexiunile dintre noduri sunt in continud schimbare datoritd mediului, la fiecare moment

apar noi conexiuni, unele se distrug sau distanta dintre ele fie se mareste fie se micsoreaza.
Determinarea mediei intarzierii rutei

Presupunem cd nodul sursd 7, are o rutd cache spre nodul destinatie 7, care este validata
de ultima cerere de rutare si care are TTL=T secunde. Fie D numadrul de salturi ale rutei. Fie ca
urmdtoarea cerere de rutare la 1, sd soseascd la timpul ¢, dupa ce ruta cache dintre n; si n, este
stabilita.

Fie Q,(T) probabilitatea ca atunci cand o cerere de rutare s soseascd inainte ca TTL sd expire,
iar primele n legdturi ale rutei cache nu sunt defecte.

Propozitie 7.6. Probabilitatea ca primele n legdturi ale rutei cache si nu fie defecte, atunci cind o cerere
de rutare soseste inainte ca TTL sd expire este

QuT)=1- m{(ae +D[WA,n+1,07' (A, + n0)(@b +2)) - e THW(L, 1+ 1,n(a0 +2))]
+ (@0 +2)|W(2,n+2,07 (A, + n0)(ab +2)) — e W@, 1 +2,n(al + 2))]}

Optimul TTL

Fie h(5) probabilitatea ca o anumitd legatura in legdtura cache sa fie up la momentul 6 dupa
ultima cerere de rutare.

Presupunem cd o cerere de rutare soseste la momentul 6 dupd ultima cerere de rutare. Fie
T valoarea TTL pentru ruta cache.



Propozitie 7.7. Daci 6 > T, ruta cache nu este folositd, iar intdrzierea de rutare este
Cs>1(6,T) = 2LD
Daci 6 < T, intdrzierea de rutare este

h(S)P -1

c;J®J3:24D+ T

— 2Dh(5)" |

Propozitie 7.8. [20] Media intdrzierii de rutare este

h(o)P -1

T
QD:HD—ﬂLTMWWLz®TTM@%
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