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Introducere

Aplicatiile industriale se pot realiza numai In prezenta unui cadru teoretic care sa permitd des-
crierea matematica a comportarii materialelor, tinandu-se cont de conditiile specifice de solicitare ale
acestora. Pentru a putea studia comportarea materialelor cu proprietati ireversibile este necesara atat
cunoasterea reprezentarilor constitutive ale acestora, cat si formularea problemelor cu date initiale gi la
limita. Caracterul ireversibil al deformatiilor plastice necesita adoptarea unei descrieri incrementale a
legilor de curgere plastica. Pe de alta parte, dezvoltarea tehnicii de calcul permite abordarea numerica
a problemelor complexe formulate in teoria plasticitatii.

Teza de doctorat are drept scop formularea de algoritmi numerici pentru problemele cu date initiale
si la limita in cadrul constitutiv al elasto-plasticitatii clasice. Sunt reconsiderate acele probleme in care
exista omisiuni, au fost partial formalizate sau nu au fost corect formulate. Lucrarea este structurata
pe patru capitole, la care se adauga bibliografia.

In Paragraful 1.1 al primului capitol sunt descrise succint modelele elasto-plastice cu ecruisare mixta
de tip Prager si de tip Armstrong-Frederick, precum si modelul elasto-plastic cu ecruisare izotropa. In
Paragraful 1.2 este descrisa problema cu date initiale gi pe frontiera scrisa in viteze, asocitd modelului
elasto-plastic cu ecruisare mixta de tip Prager [16].

Capitolul 2 descrie un Algoritm de tip Simo-Hughes in elasto-plasticitatea cu ecruisare izotropa.
In [17], metoda aplicata de Simo si Hughes presupune parcurgerea a trei etape: elastic predictor
pentru starea elastica de incercare deci o solutie de tip elastic; plastic corector in care consistenta
este restabilita prin algoritmul de revenire pe suprafata de plasticitate si in final constructia tenso-
rului coeficientilor elasto-plastici tangent;i. In Paragraful 2.1. este formulata problema matematica
a modelului elasto-plastic cu ecruisare izotropa. Problema variationala discreta si aplicarea metodei
elementului finit sunt descrise in Paragraful 2.2. Algoritmul metodei radiale de revenire este prezentat
in Paragraful 2.3.

Capitolul 3 are ca obiect prezentarea de Algoritmi de tip Simo-Hughes modificati in elasto-
plasticitatea de tip Prager cu stare plana de tensiune. In Paragraful 3.1. este descrisa problema elasto-
plastica cu ecruisare mixta de tip Prager si stare plana de tensiune, in cadrul constitutiv clasic specific
micilor deformatii. In problema propusi, componenta normald a deformatiei £33 si a deformatiei
plastice €5, nu sunt omise in cadrul modelului. Se modifici expresia factorului plastic A" precum si
expresia tensorului coeficientilor elasto-plastici tangenti £ prin aplicarea algoritmului metodei radiale
de revenire. Algoritmul general de rezolvare a problemei realizeaza cuplarea dintre metoda radiala de
revenire gi metoda elementului finit. Prin particularizare, cazul variabilei cinematice de ecruisare «
zero, se studiaza in Paragraful 3.2 modele cu ecruisare izotropa in spatiul tensiunilor plane.

Capitolului 4 introduce inegalitatile variationale in elasto-plasticitatea cu ecruisare de tip Arm-
strong-Frederick [1] cazul micilor deformatii. Se introduce inegalitatea care se formuleaza la un moment
generic de timp, pornind de la ecuatia de echilibru derivata si cuplata cu reformularea conditiilor de
tip Kuhn-Tucker si consistenta printr-o inegalitate scalara. Formularea problemei cu date initiale si
la limita scrisd in viteze asociata modelului elasto-plastic cu ecruisare de tip Armstrong-Frederick
este realizatd In Paragraful 4.1. Inegalitatea variationalda discreta gi aproximarea interna a acesteia
prin elemente finite este descrisa in paragraful urmator. In final se asociazi functionala care permite
determinarea prin punctele de minim a solutiilor inegalitatii variationale. In ultimul paragraf s-a
analizat modul in care se formuleaza inegalitatea variationala in cazul starii de tensiune plana, prin
reformularea problemei de inegalitate variationala cuplata cu algoritmul specific de actualizare.



Capitolul 1. Problema elasto-plastica cu
ecruisare mixta

Vom introduce modelele elasto-plastice pornind de la formele de reprezentare ale variabilelor interne
de stare in cazul ecruisarii izotrope si mixte. Distingem modelele elasto-plastice cu ecruisare mixta de
tip Prager [16] si de tip Armstrong-Frederick [1]. In Paragraful 1.2. este descrisi problema cu date
initiale gi pe frontiera scrisa in viteze, asocitd modelului elasto-plastic cu ecruisare mixta de tip Prager
[16].

1.1. Modele constitutive in elasto-plasticitatea cu mici deformatii

Ipotezele specifice modelelor elasto-plastice cu mici deformatii se pot gasi in Cleja-Tigoiu si Cris-
tescu [7]. Pentru istoricul si evolutia conceptelor ce intervin in ecuatiile constitutive se pot urmari
Simo si Hughes [17]. Modelele elasto-plastice descrise in acest paragraf sunt cele propuse de Prager
[16] sau Armstrong si Frederick [1]. Prin particularizarea modelului Armstrong-Frederick se obtine
modelul Prager. Diferite reprezentari pentru functia de plasticitate (sau conditia de ecruisare) pot fi
gasite in Simo si Hughes [17] sau Chaboche [3].

Fie Q C R3 domeniul ocupat de corpul elasto-plastic. Fie punctele materiale z € € si momentul
de timp t € I, unde intervalul de timp I = [0,7] C R,.. Vom nota cu 2 inchiderea domeniului
Q, Sim spatiul tensorilor simetrici gi cu Simg spatiul tensorilor simetrici de urméa nula. Introducem
urmatoarele notatii:

w: Q x I — R3 vectorul deplasarii;

o :Q x I — Sim tensorul tensiunii;

a: ) x I — Simg variabila cinematica de ecruisare;

k: Q) x I — R variabila izotropa de ecruisare,

Vom prezenta cateva tipuri de modele elasto-plastice, modele ce vor fi utilizate in formularea pro-
blemelor cu date initiale si la limita.

A. Modelul elasto-plastic cu ecruisare mixta de tip Prager [16]

Propozitia 1.1. Modelul tridimensional elasto-plastic cu ecruisare mixta de tip Prager este descris
de urmatorul sistem diferential:
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in ipoteza ca h > 0 cu H, C si oy constante de material.



B. Modelul elasto-plastic cu ecruisare izotropa [17]

Observatia 1.1. Daca in cadrul modelului de mai sus, consideram variabila cinematica de ecrui-
sare « nula, atunci modelul elasto-plastic este cu ecruisare izotropa.

Propozitia 1.2. Modelul tridimensional elasto-plastic cu ecruisare izotropa este descris de urmatorul
sistem diferential:

6= i “?H(f)Hk i o
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in ipoteza ca parametrul de ecruisare h > 0, iar H si oy sunt constante de material.
C. Modelul elasto-plastic cu ecruisare mixta de tip Armstrong- Frederick [1], [3]
Propozitia 1.3. Modelul tridimensional elasto-plastic neliniar cu ecruisare mixtd de tip Armstrong-
Frederick este descris de urmdatorul sistem diferential:
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in ipoteza ca parametrul de ecruisare h > 0, cu Q,b,C, v, o0y constante de material.
Observatia 1.2. Daca in expresia ecuatiei constitutive a variabilei cinematice de ecruisare se
considera v = 0, atunci modelul de mai sus coincide cu modelul lui Prager.

1.2. Problema elasto-plastica cu date initiale si la limita

In acest paragraf vom prezenta teorema in care se descrie forma slaba a ecuatiei de echilibru pentru
problema cvasistatica cu date initiale si pe frontiera scrisa in viteze asociatd modelului elasto-plastic
cu ecruisare mixti de tip Prager descris la Punctul A. Fie Q C R3 cu frontiera Lipschitz continui
09 = T'. Frontiera corpului este descompusi in doud parti I'y i I'y, cu T,UT, =T si ', NIy, = 0.
Fie n normala exterioars frontierei 95, iar b: Q x I — R3 reprezinti fortele masice.



Problema P1. Fie date functiile b, f,g : Q2 x I — R3. Sa se determine functiile o,e?, a si k

definite pe 2 x I care satisfac sistemul de ecuatii de tip diferential:

dzgs(')—e<§>a F H(F)
B o F u(F)
ﬁ}gca FH(F
<B>
k:_T”H(f)

in ipoteza ca h > 0, unde

( Flo,o,k) = HO', — a” — F(k)

/

g 9 —a
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| h=0,F £0,F+C+\/iH
si problema cvasistatica cu date initiale si la limita scrisa in viteze:

dive +b=0 pe QxI

u(0) = ug, o(0) = g9, €(0) = &o
eP(0) = ef), a(0) = ap, k(0) = ko
on :f pe Iy x1I

u=g¢g pe I'yxI

Definim spatiul vitezelor admisibile, la fiecare moment de timp ¢:

3

Vad(t) = {w e L3 (Q); % € L*(Q), w|p, = g} c (H'(Q))

unde L?(€2) este spatiul functiilor patratice integrabile pe €, iar H'(Q) este spatiul Sobolev.

Teorema 1.1. La fiecare moment de timp t, deplasarea u : Q x I — R3 satisface egalitatea:

/Sel’s(u) ce(w)dr = L(w) ,Yw € Vyg
Q

unde functionala liniard L(-) : V,q — R este data de:

L(w):/f-wdf—#—/an‘gdf-i-/b-wdx.
I's Q

Ly
Tensorul coeficientilor elasto-plastici tangenti £ este dat de relatia:

g, daca H(F) =
ep _
£ £ % (£0,F © £0,F) dacs H(F) =

dar doar in ipoteza pentru care nu se produce nici o descarcare de-a lungul procesului,
O F - Ec(u) >0

adica factorul plastic complementar 5 este pozitiv.
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Capitolul 2. Algoritmi de tip Simo-Hughes in
elasto-plasticitatea cu ecruisare izotropa

Rezultatele obtinute in acest capitol sunt descrise in [6] ”Cleja- Tigoiu, S., Stoicuta N., Raisa
Pascan, Numerical Approach To Some Problems in Elasto-Plasticity”. Este introdus cadrul constitu-
tiv specific materialelor cu deformatii finite plastice si vasco-plastice. Este formulata problema vasco-
plastica cazul deformatiilor finite asociata problemei cu date la limita pentru materiale cu structura
cristalind. In cazul micilor deformatii este prezentat algoritmul de rezolvare a problemei cvasistatice
in elasto-plasticitatea cu ecruisare izotropa. Egalitatea variationala discreta asociata problemei este
rezolvata prin metoda elementului finit. Cu metoda radiala de revenire este determinata expresia al-
goritmica a factorului plastic A si tensorul coeficientilor elasto-plastici tangenti £P. Solutiile numerice
reprezentand curbele tensiune-deformatie au fost obtinute prin simularea numerica intr-o problema de
deformare plana a unei placi.

In acest capitol este prezentat un algoritm numeric de tip Simo-Hughes pentru rezolvarea problemei
elasto-plastice cu ecruisare izotropa. Modelul este descris ca in Cleja-Tigoiu si Cristescu [7]. Modelul
elasto-plastic cu ecruisare izotropa a fost descris in primul capitol la Punctul B.

Este formulata matematic problema cvasistatica cu date initiale si la limita asociatd modelului
elasto-plastic cu ecruisare izotropa. Problema variationala discreta este prezentata intr-o maniera
asemanatoare cu cea din elasticitatea clasica, propusa de Han si Reddy [14]. Metoda elementului finit
(MEF) este aplicata ca in Fish si Belytschko [12]. Asamblarea matricei fortelor interne gi a vectorilor
fortelor externe se va realiza la fel ca in Hughes [15]. Este aplicat algoritmul metodei radiale de
revenire. Cu acest algoritm se determind modulii algoritmici elasto-plastici tangenti £P. Algoritmul
general de rezolvare a problemei propuse este descris la finalul capitolului. Exemplele numerice propuse
ca studiu se realizeaza prin simulare pentru doua placi trapezoidale cu si fara gaura.

Algoritmul numeric aplicat de Simo si Hughes in [17], pentru rezolvarea problemei elasto-plastice
cu ecruisare mixta este de tip predictor-corector si presupune parcurgerea a doua etape:

- etapa numita Predictor Elastic (Elastic Predictor) pentru starea elastica de incercare (Trial Elastic
State). Este specificat incrementul deplasarii in intervalul [¢,,t,+1], cu ipoteza ca starea ireversibila
este inghetatd la valoarea anterioard. Daca starea elastica de incercare este in interiorul suprafetei
curente de plasticitate atunci comportamentul este elastic.

- etapa de Corector Plastic. Algoritmul de revenire pe suprafata de plasticitate (Plastic Correc-
tor, Return Mapping). Daca starea elastica de incercare este in exteriorul suprafetei de plasticitate,
atunci aceasta este luata drept conditie initiala la momentul ¢,, pentru care factorul plastic este ne-
nul. Algoritmul de revenire pe suprafata de plasticitate realizeaza consistenta procesului de deformare
plastica;

- se construiesc modulii algoritmici elasto-plastic tangenti (Algorithmic Elasto-plastic Tangent
Moduli) ca o consecintd a consistentei procesului de deformare.

2.1. Formularea matematica a problemei

Vom utiliza conventiile standard adoptate de Simo si Hughes [17], prin care vom scrie urmatorii
tensori sub forma vectoriala pentru cazul bidimensional:
T T T
g = [0'11 09292 20’12] , E= [611 £99 2512] 3 €p = [611)1 612)2 251172] (15)

Fie Q C R? cu frontiera Lipschitz continua 09 = I'. Frontiera corpului este descompusa in dous
parti I'y si Ty, cu Ty UT, =T i 'y NT, = (. Fie n normala exterioara frontierei si s = ¢’ partea
deviatorica a tensorului de tensiune.



Problema P. Fie date functiile b, f, g : Q — R?. Si se giiseasca functiile u, 0, ¢, P, k definite pe
Q2 x [0,T) care satisfac urmatorul sistem:

Fls, k) = [Isll — /2 [Hk + ov]

el = MAn
k=X
B=n-Ee(i)

impreuna cu ecuatia constitutiva a tensorului tensiunii
o=E(e(u) —eP) (17)
si problema cvasistatica cu date initiale si la limita:

div(c) +b=0pe Qx[

on=f pel'sx1I

u=0 pely,xI

c(0) =0, €(0) =0, €P(0) =0, k(0) =0, u(0) =0

Py (18)

Pentru a rezolva numeric Problema P este prezentata formularea variationald discretizata a pro-
blemei cvasistatice cu date initiale si la limita, care devine una de tip pseudo-elastic. Se aplica metoda
elementului finit la fiecare moment de timp ¢ fixat. In pasul urmator se aplicd metoda radiala de reve-
nire pentru a rezolva Problema P;. La fiecare moment de timp ¢ rezulta o relatie finita implicita intre
valorile curente ale tensiunii, deformatiei si a variabilei interne de stare. In aceste conditii, tensorul
coeficientilor elasto-plastici tangenti £, poate fi asociat cu modelul. In final vom realiza cuplarea
dintre metoda radiala de revenire si metoda elementului finit.

2.2. Formularea variationala discreta a problemei si aplicarea (MEF)

Se considera o diviziune a intervalului de timp [0, T] cu tg, t1, ..., ty in care t, 11 = t,+At. Problema
P, formulata la momentul de timp ¢, este echivalentd cu urméatoarea probleméa pseudo-elastica:
Problema pseudo-elastica Py, . Sa se gdseasca deplasarea uy1, solutie a egalitatii variationale
discretizate:
/ o (tns1) - &(Wns1)dz = Llwns1) Yamss € VOB (19)
Q

in care o(un+1) este campul tensorial dependent de deplasarea w41, iar Vgg este spatiul finit dimen-
sional al deplasarilor admisibile.
Functionala L(wy41) este data de:

L (wpt1) = /fn+1 Wpyr dI' + /bn+1 “Wpt1 dx (20)
Ty )

In urma aplicarii elementului finit egalitatii variationale discretizate date de (19), se ajunge la un
sistem neliniar de forma (21) care va fi rezolvat in necunoscuta 1.
Teorema 2.1. Campul discretizat al deplasarii i,1 se gaseste ca solutie a sistemului neliniar:

G (itns1) = F™ (itys1) — FST = 0. (21)

unde F™ ({i,,41) este matricea asamblatd a fortelor interne obtinutd in urma aplicarii elementului
finit, iar Fﬁfl este vectorul asamblat al fortelor externe.

7



2.3. Metoda radiala de revenire

Cu ajutorul acestei metode se determina algoritmul de consistenta si tensorul coeficientilor elasto-
plastici tangenti £ asociati Problemei P;. Pentru fiecare element din retea e la momentul de timp
tn1 relatia (17) devine:

[U]ZH = 5([5u]i+1 - [5p]2+1) (22)
unde tensorul elastic £ corespunde cazului izotrop liniar elastic £ = Agtre + 2uqe, cu A, pg sunt
constantele lui Lamé.

Este aplicata metoda Euler implicita:

[T = [T+ VT H[z]niu (23)
(K]S 1 = K]S + N6

unde [N*]5 . = [A]5, 4 At = [A]} | (thy1 — t,) iar functia de plasticitate scrisa la momentul #,,1; este:

F ([8]161+17 [k]i+1) = H[S]ZHH - [H [k]ZH +oy] (24)

Predictor elastic. Definim starea elastica de incercare (Trial state) prin inghetarea deformatiei
plastice la momentul anterior:

{[0]761+1} = kqtr ([5U]n+1) 1+2p, ([ ]n-i—l [SP]Z) ; {[S]Z-H} = 24q ([ ]n+1 [5p]$z) (25)

unde k, este modulul de forfecare, iar 1 este tensorul unitate.
In acesta etapa, tensorul deformatiei plastice [eP];, ; si variabila izotropa de ecruisare [k]; | sunt
inghetate ca valori anterioare:

[Py = [€P15, 5 (K], g = (K], (26)

Corector plastic. Algoritmul de revenire pe suprafata de plasticitate. Scopul acestei
etape este acela de a restaura consistenta. Daca starea elastica de incercare este in afara suprafetei
de plasticitate, atunci acesta este luata drept conditie initiala pentru solutia problemei de corector
plastic. Au loc urmatoarele relatii:

[‘7]7614-1 = {[U]Z-H} — 2lq [)‘*]n—i-l H[jniu ; [3]761-1—1 = {[5]24-1} — 2Uq [Xk]n-u m (27)

Factorul plastic [A*]¢) 41 se determina din conditia discretd de consistenta si conditiile Kuhn -Tucker
discrete:

F ([S]ZH ) [k]761+1) <0, W =20, Nn F ([S]ZH ) [k]ZH) =0 (28)
Propozitia 2.1. Au loc urmdatoarele conditii de incarcare/descdarcare:
Daca F' ({[S]Z-s—l}tr , [k]i) < 0 atunci

[)‘*]ZH =0, [SEH = {[S]Zﬂ}tr’ [5p]i+1 = [SPKN [k]fl-l-l = [k]Z

Daca F'" ({[S]Z+1}tT , [k]i) > 0, atunci factorul plastic algoritmic [N*];, | este diferit de zero i se

Mt -

S =
[ TL+1 H+2H

unde 7 ({Islo 0} 05) = [ {Islein}”

Expresia algoritmica a factorului plastic [A*]" 41 intervine in rezolvarea sistemului diferential descris
in Problema (FPy).

calculeaza cu expresia:
+ oy)

(29)

k], 4+ oy] este functia de plasticitate test.



Pentru ca algoritmul metodei radiale de revenire sa fie complet determinat este necesar sa deter-
minam expresia algoritmica a tensorului coeficintilor elasto-plastici tangenti £°P. Acesta intervine in
algoritmul de aplicare a metodei Newton-Raphson.

Sistemul neliniar (21) va fi rezolvat in necunoscuta ,4; cu metoda Newton-Raphson:

-1
il . .
ufl_H = uﬁH_l B {K (“iﬂ)} G (uiH) (30)
unde §; € (0,1] , iar Jacobianul functiei este dat de urmatoarea expresie:

nel

K= 8 [ [ [ (B €7 B e ] acn] (31)

unde B¢ este matricea ale carei componente sunt derivatele funtiilor de interpolare pe fiecare ele-
ment e din retea, iar J¢ este jacobianul prin care se face trecerea de la coordonatele fizice (z1,x2) la
coordonatele naturale (§,n).

Tensorul coeficientilor elasto-plastici tangenti £ se calculeaza din relatia:

0 [U]Z-i-l

= 0 [5]Z+1

[T, (32)

Propozitia 2.2. FExpresia algoritmica a tensorului coeficientilor elasto-plastici tangenii EP este
exprimatd prin:

g 7‘/—_'t7"§0

(€T = {k:1®1+2 6], 1 241 [02] ¢ c 1, FT>0 (33)
a Ha [ 1]n+1 dev — 2Ma [ 2]n+1 [n]n+1 ® [n]nJrl ’ >
2/iq 2/1q 2p1a[ N5 1
[01]n =1 = V)5 o (62541 = 34
’ H+2 tr (34)
H{ n+1} +2Ha H{ n+1}
unde Igey := 1 —1/31 ® 1 este tensorul deviator.
In continuare vom prezenta algoritmul metodei radiale de revenire:
{lol" )t (04 } = RadialReturn {ugd, 7], K], | (35)
1. calculam tensiunea elastica de incercare pentru deformatia [%]Z.ﬁl = [BJ* uiil prescrisa

e tr e, e e, tr i+l e, tr
{7 = 2ma (It = 1291) s {10127 =kt (lealidi) 1+ {1517

. tr
2. se verifica conditia de plasticitate pentru .7:21]1“ = Ftr ({ (5] +1} : [k]e):

n+1 n

ET1. Daca fiﬁr]fl < 0 atunci

e pas elastic
e,j+1 e.i tr ,J+1 e,j+1 e eple,J+1
ot = {loleait} s Pl = (el Wi = Rl [erlidtt = ¢
Altfel

e pas plastic: se trece la pasul 3

Sfarsit ET1.



3. metoda radiala de revenire

{[ 7jJrl

n+1

7+1
[)‘*]Zil =

{ ]"ﬁl} IS =

x1€,j+1
S D

n+1
H eg-i—l
n+1
+1
] e
H+2,Lba

. . tr . . tr
J+1 J+1 x1€,J+1 J+1
sl = { st} = 2 N Il

J+1
[U]Zil

9. +1
[5p]211

. 2 a
1],y = 1 — A2t a

[9 ]n+1

[gep]eﬂ-‘rl

n+1

Revenire

. tr . . tr
J+1 J+1 J+1 .
{loli" " = 2ma VI {0t}

. . tr
e x1€,J+1 e,j+1
= [e)e + I { Il )

n+1

. tr ;
) +1
{ee)

* 7' 1

2t 2pa[ N7

H +2pq H ej+1}t’"
n+1

= kol ® 1+ 24 [01];, 1 Tdev — 2p1a [02];, 1 [n]i-ﬁl ® [”]Zﬂl

Algoritmul general de rezolvare al Problemei P:

1. initializim vectorii n = 0; [@]} = 0; [P]q = 0; [k], = 0;

2. se executa o bucla iterativa cu referire la variabila de indexare n, n = 0, N cu N fixat, in vederea
incrementarii timpului cu pasul At, tg =0 ;

2.1. se executd o bucla iterativa cu referire la variabila de indexare j, j = 0,1,.., in vederea
implementarii metodei Newton-Raphson;

2.2. se executa o bucla iterativa cu referire la numarul de elemente din retea

vectorii locali [1] n’il . [eP]r si [k];, sunt extrasi din vectorii globali [a)? 415 [E7]

no Kl
este aplicata prodedura Algoritm radial de revenire;

este calculata matricea locala Jacobi, precum si vectorii locali ai fortelor interne si
externe, dupa care se trece la asamblarea acestora pe fiecare element;

deplasarile ﬂilill sunt determinate cu metoda Newton-Raphson:

W =l = Al A = [K ()] 6 (a,);

eroarea metodei: [ERR], = (AL, 4

il +1H Dacé [ERR}!_; < TOL

R LGl i+1 i+1 i+1
Un+2 ¢ uiz+1; [Ep]n+1 = [5p]gz+15 [k]n+1 = W;H? [U]n+1 [o HLH

Revenire

Altfel j < j + 1 salt 1la 2.2.
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Exemplul 2.1. Vom alege o placa trapezoidald, pentru care marginea stanga este firatd, iar
marginea de jos $i cea din dreapta sunt libere de tensiuni, adicd f = 0. Tractiunea f = 50sint este
aplicatd pe marginea orizontala de sus, fortele interne fiind nule b = 0.

In placa trapezoidald cu gaurd, vom face o gaurd cu raza de 20 mm. Factorul de scald utilizat in
reprezentarile graficelor este 5 pentru ambele placi.

Pentru a realiza discretizarea retelei, atat placa fard gaurd cat si cea cu gaurd au fost impdrtite in
2500 elemente, fiecare element avand patru noduri, numarul total de noduri din retea fiind de 2601.

Distributia tensiunii Mises, notatd oyrises = \/01 + 039 + 202, este reprezentatd la aceleagi mo-
mente de timp t ca in figurile anterioare.

Materialul ales pentru realizarea simuldarii este otel DP 600 [2]:

{ E=182000[M Pa]; 0y = 349,4[M Pa) v =0,3; H = 1194[M Pad] } (36)

600 600
o11 [MPa] t=1.5 500 o1y [MPa] t=47 00

200
400 400

F 4300

150 4 200

E 2455 N 2556
3 100
[mm]

X[ ] Zy[mm]

100 100
15 50.sin(t) 4 50-sin(t)
50 /7\\ — 50
of— 0
-50 -50 &
-100 -100
0 5 10 15 20 0 5 10 15 20

Figura 1: Distributia tensiunii o1; pentru placa fara gaura la t = 1.5 gi t = 4.7, care corespunde
maximului i minimului fortei aplicate f - ecruisare izotropa

a0 a0
---------------------------- 74 4 R O O 748 B o
0 | f=50sin(t)
0 2001 Elem 2455 Nod 2556
=40 sin (t)
Elem 5 Nod 6
oll oll
S —

v
[MPa] (MPa] /

=200 =200 /

-y
-0 40

=y

-0004 -0003 -0002 -0001 0 0001 0002 0003 0004 -0005 -0004 -0.003 -0002 -0001 O 0001 0002 0003
el -] el (-]

Figura 2: Graficele tensiunilor o1; in raport cu deformatiile 17 reprezentate in nodurile 6 gi 2556
pentru placa fard gaura - ecruisare izotropa
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000 , : 00015 : : -

000113
2540
335407

a3
o33 0
[-1-37540°"

75107

Elem 2455
Nod 2556

- — 0001131
oo Elem § Nod 6

o | | | 00015 | | |
D'mu 5 10 15 0 0 5 10 15 il

tirap [ sec) tirap [sec)

Figura 3: Graficele deformatiilor 33 i ale deformatiilor plastice €5, in raport cu timpul, reprezentate
in nodurile 6 gi 2556 pentru placa fara gaura - ecruisare izotropa

600 600
o1y [MPa] t=15 500 o1l [MPa] t=47 00
200
400 400
4300 - 300
4 200 1350 4 200
E 2455 N 2556 - 100 100
0
3 100 ] = ) ¥ 100 0
[mm] [mm]
< -200
508
)
0 50 100 150 200
X[ ] Xy [mm]
100 100
1%5 50-sin(t) 4 50-sin(t)
50 50 —
0 0
=50 -50 ¢
-100 -
0 5 10 15 20 wUU 5 10 15 20
t t

Figura 4: Distributia tensiunii oq; pentru placa cu gaura la t = 1.5 si t = 4.7, care corespunde
maximului gi minimului fortei aplicate f - ecruisare izotropa

0 an
=50sin (t) | r=50sin(t) /

20 Elern § Nod & 20/ Elern 2455 Nod 2558
oll oll
— 0 —_ 0
(MPa] [MPa]

- 00

A | [l
7
=400 -400 5_'5/

<0004 -0003 -0002 <0001 0 0001 0002 0003 0004 -0.006 -0.004 -0.002 0 0.002 0.004
al[-] el (-]

Figura 5: Graficele tensiunilor o1 in raport cu deformatiile €11 reprezentate in nodurile 6 si 2556
pentru placa cu gaura- ecruisare izotropa
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0002 ; : - 0002 ; ;

oS N 8
A AI I\

Pee] 5107
P33

(-]

540t

/ |

L |/ |/ eemuass |

000 '
: \/ "u/ Nod2556 | /

\/
V4

-000ts Elem&Nod6 |

| | |
5 10 15 2 0 5 10 15 20
tirp [ sec] tirap [sec]

-0.0015

Figura 6: Graficele deformatiilor €33 si ale deformatiilor plastice ek, in raport cu timpul, reprezentate
in nodurile 6 si 2556 pentru placa cu gaura - ecruisare izotropa

2.4. Concluzii

e Este descrisa problema cvasistatica elasto-plastica cu date initiale si la limita asociata
modelului elasto-plastic cu ecruisare izotropa;

e Se realizeaza simularea numericd a comportamentului unei placi trapezoidale fara gaura si cu
gaura, supusa la o Incarcare periodica aplicata pe latura orizontala si incastrata pe latura verti-
cald. In particulele materiale fixate se reprezinta curbele ciclice tensiune-deformatie ce descriu
raspunsul materialului deformat elasto-plastic;

e In cazul procesului de tractiune al incarcarii ciclice, la placa trapezoidala fara gaura, tensiu-

nile maxime o{}* pozitive apar in coltul din stanga jos a placii In imediata vecinatate a zonei

de incastrare, iar tensiunile o}** negative apar in coltul opus (Fig. 1);

e In cazul procesului de tractiune la placa cu gaura, tensiunile o{}** pozitive si negative sunt

distribuite atat in vecinatatea zonei de incastrare cat si in vecinatatea gaurii (Fig. 4);

e In cazul procesului de compresiune, efectele sunt inversate fata de cele obtinute la tractiune
atat la placa fara gaura cat si la placa cu gaura. De asemenea, la placa cu gaura se observa o
concavitate In deformarea placii;

e In urma analizei la oboseald, atat a plicii fard gaurd, cat si a plicii cu gaurd (Fig. 2 si 5),
pentru un numar de 3 cicluri cu o frecventa de 1/2 7, se observa ca tensiunea maxima atinsa la
fiecare ciclu, creste fata de ciclul anterior. In acelasi timp, deformatiile scad odata cu cresgterea
numarului de cicluri, desi solicitarea la care este supusa placa are amplitudine constanta. Acesta
Inseamna ca si energia disipata scade;

e In Fig. 3 si 6, se observa ca amplitudinea componentei deformatiei €33 si cea a deformatiei
plastice 5§3 scade in timp.
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Capitolul 3. Algoritmi de tip Simo-Hughes
modificati in elasto-plasticitatea de tip Prager
cu stare plana de tensiune

Rezultatele prezentate in acest capitol au fost trimise spre publicare in [10] ”Cleja- Tigoiu, S.,
Stoicuta N., Revisited Simo algorithm for the plane stress state”. Principalul rezultat original
obtinut este algoritmul modificat de rezolvare a problemei elasto-plastice cu ecruisare mixta, construit
pentru stare de tensiune plani asociatd cu stare de deformatie pland generalizatd. In Paragraful 3.1.
este considerata problema elasto-plastica cu ecruisare mixta de tip Prager cu stare plana de tensiune in
cadrul constitutiv clasic specific micilor deformatii. In algoritmul propus, se considera atat componenta
normald a deformatiei €33 cat si componenta deformatiei plastice ef;, care sunt omise in modelul
propus de Simo gi Hughes [17]. Se determina expresia algoritmica modificata a factorului plastic
A" si tensorul coeficientilor elasto-plastici tangenti £P prin aplicarea algoritmului metodei radiale
de revenire modificate. O particularizare a acestei probleme, in cazul ecruisarii izotrope este realizata
in [8] ”Stoicuta N., Cleja-Tigoiu, S., Numerical algorithm for solving the elasto-plastic problem
with isotropic hardening and the plane stress state”, in rezumatul tezei de doctorat regasindu-se in
Paragraful 3.2. al acestui capitol. Este descris algoritmul de rezolvare a problemei elasto-plastice cu
ecruisare izotropa si stare plana de tensiune. Acesta se obtine prin particularizarea modelului descris
in Paragraful 3.1., daca consideram variabila cinematica de ecruisare a nula. Exemplele numerice sunt
introduse la finalul fiecarui algoritm.

3.1. Problema elasto-plastica cu ecruisare mixta de tip Prager, cazul starii plane de
tensiune

Vom considera corpul B ca fiind o placa € x [0, hy] cu Q C R? si hg grosimea placii, care este
considerati a fi foarte micd. Notam cu 02 = I' frontiera domeniului Q cu Q = QU 09Q. Acesta este
descompusa in doua parti I'y, i I'y, cu T, UT, =T si T, N Ty, = 0.

Tensorul de tensiune plana si variabila cinematica de ecruisare a sunt de forma:

2 3
o= Z oije; ®ej, 0€ Sim(g); o = Z o€ K €ej, € Sim (37)

ij=1 ij=1

cuoi3 =093 =033=0,0 = o(2) §1 a13 = agg = 0 si de urma nula tra = 0.

Starea de deformatie generalizata este caracterizatd de tensorul micilor deformatii € si are com-
ponenta €33 nenuld pe directia perpendiculara la suprafata de plasticitate, aceasta adaugandu-se
deformatiei plane €y):

2
€ =€) + e33e3 ® e3, E@2) = Z gije; & ey, E(2) € Sim(g). (38)
ij=1

Modelului elasto-plastic cu ecruisare mixta de tip Prager a fost descris in Capitolul 1 la Punctul
A. In acest capitol adaptam acest model la conditiile formulate in spatiul tensiunilor plane. Vom
utiliza urmatoarele notatii:
{ s = 2); 033 = —trs; trs = s11 + S22 (39)
o

&= (2); 33 = —t’l“éé; tra = @11 + @22
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Trecerea de la 0 = o(3) C Simyy) la s = 022) = Po(y) € Sim se poate face cu ajutorul inversei
matricei P, matricea P avand urmatoarea formas:

2/3 —1/3 0 0
-1/3 2/3 0 0

P= 0 0 1 0 y SZPO'(Q) (40)
0 0 01

Problema P. Fie date functiile b, f,g : Q x I — R?. Sa se gaseasca functiile u,o,,eP, a si k
definite pe © x [0,7), care satisfac urméatorul sistem diferential:

>\ T
O VTP
D \(r) (7T
S VTR
a=\"C
VI P
(P1){ cs3 = —AC i\ (41)
ol NG
k= A1)
A0 = Play )
) h
Fr.k) = V7 P+ - \/2[Hk + ov]

impreuna cu ecuatia constitutiva a tensorului de tensiune de forma:
_ P
o= 5(2) (6(2) (u) — 6(2)), (42)
si problema cvasistatica cu date initiale si la limita:

divo+b=0 pe QxI
U(O,l') = UQ(QZ’), O-(va) = JO(:U)7 5(071:) = 50($
(P2)q €P(0,2) =ef(z), a(0,2) = ap(x), k(0,z) = ko(x) (43)
on=f pe I'sxI
u=0 pel'yxIT

~—

Pentru a rezolva Problema P la fiecare moment de timp ¢ € [0,7], pentru orice z € 2, vom
utiliza solutia iterativa a problemei cu date initiale gi la limita pentru ecuatia de echilibru discretizata.
Problema variationala discreta este generata de forma slaba a ecuatiei de echilibru si este aplicata me-
toda elementului finit pentru integrarea numerica. Este determinata expresia algoritmica a factorului
plastic A" gi tensorul coeficientilor elasto-plastici tangenti £°. Vom utiliza metoda radiala de revenire
propusa de Simo si Hughes [17] prin aplicarea metodei Euler implicita. Cuplarea metodei radiale de
revenire cu metoda elementului finit se realizeaza prin intermediul formularii variationale discretizate
a problemei cu date initiale gi la limita (43). In final, sistemul de ecuatii neliniare, in necunoscuta
Un+1, este rezolvat cu ajutorul metodei Newton-Raphson.

3.1.1. Formularea variationala discreta si aplicarea metodei elementului finit

Pentru rezolvarea Problemei (FP2), in primul rand vom discretiza intervalul de timp [0,7] in 0 =
to< t1 <...<ty=Tcutyy =t,+Atsi vom formula la momentul ¢, problema pseudo-elastica:

Problema Py, . Sa se gaseasca campul deplasarii u,1, ca solutie a formularii variationale dis-
cretizate:

[ e = Efy ) - ewan)de = Liwn) (44)
Q
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iar functionala liniard L(wy,41) : V2, — R este de forma:

L(wn+1) = /fn+1 . wn+1dfg + /bn+1 . wn+1daz, an+1 S Vgg (45)
T Q

Spatiul finit dimensional al vitezelor admisibile este definit prin:

ow"
Vo = {wh € L*(Q); 55 € L*Q) ;w"|p, =0 (46)
x
La fiecare iteratie n + 1 este rezolvatd problema pseudo-elastica Py, ;, unde wy41 este functia
admisibila asociata iteratiei n + 1. In urma implementarii metodei elementului finit, rezulta un sistem
neliniar in necunoscuta t,+1-
Teorema 3.1. Campul discretizat al deplasarii i,1 se gaseste ca solutie a sistemului neliniar:

G (tn41) = F™ (ln41) — Fh =0 (47)

unde F™ ({i,,41) este matricea asamblatd a fortelor interne obtinutd in urma aplicarii elementului
finit, iar % este vectorul asamblat al fortelor externe.

3.1.2. Metoda radiala de revenire cuplata cu metoda Newton-Raphson

Pentru rezolvarea Problemei (P;) vom aplica algoritmul metodei radiale de revenire la fiecare mo-
ment de timp t,41. Legatura dintre tensiune si deformatie este exprimata printr-o ecuatie implicita,
aplicata la momentul de timp ¢,+1 si care depinde de istoria comportamentului ireversibil al materia-
lului.

Ecuatia constitutiva (42), la momentul de timp ¢,1, scrisd pe fiecare element e din retea, este de
forma:

[oln1 =€) (el — € @))n41) (48)
unde tensorul oy : Sim) —> Simy) caracterizeaza proprietatile elastice ale materialului si are
urmatoarea reprezentare matriceala in spatiul tensiunilor plane:

FE v FE
leyz 1@1/2 0 0
1]/_ 2 1— 12 0 0
Eo) = v “E (49)
0 0 g 0
v

)
0 0 0

1+v

unde E este modulul lui Yang si v coeficientul lui Poisson.
Vom aplica metoda Euler implicita ecuatiilor din sistemul (41):

( e € [T]e !
el = [Pl + I " |
S N P )2

e e %1€ tr([T]Zﬂ)
€Pssl%,y = [Pl — VIE ,
s T e 12 ()2
@)%, = [a)5 + [V, © 7l 1 (50)

I 12 + el ))2

tr([rl1)

VI e 1P (e 0)?

[z 1 = [ass]y, — M5, C

(K1 = (K], + (N0
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e
n+1

e

unde factorul plastic [\*]; | = [)\(’”)] At = [)\(’")]n 1 (tns1 — tn), iar functia de plasticitate scrisa

la momentul ¢, este:

F (s 1) = el + Conlr i) = S (R + DT50) + o) (51)

In relatiile de mai sus, s-a notat cu (7)1 = [slo1 — a5,y
Elastic predictor. Definim starea elastica de incercare care este caracterizatd de starea de
inghetare a deformatiei plastice la momentul anterior de timp t,, adica:

{Isl01}" = (le@lon — ) si {lolo " =P {8l )" (52)

Tensorul deformatiei plastice si variabile interne de stare sunt inghetate ca valori anterioare:

[51(72)]Z+1 - [5€2)]76w [y =10l [kl = Kl [55)3]714-1 (5] lassliyg = lossly, (53)
cu [ehylt = —trlely )% si [aals, = —tr [4lS.

Plastic corector. Algoritmul de revenire pe suprafata de plasticitate. Scopul acestei
etape este acela de a restaura consistenta, deci starea elastica de incercare sa fie pe suprafati. Au loc
urmatoarele relatii:

e e tr * [ ]n+1
sl = {515} = Wea PE)
oo " ¢unﬂu ([ 0))2
(@61 = [al5 + V)5, © o ; (54
w|nﬂn tr([r)541))?
[T]Z—H [ ]fz-i—l [ }n—‘,-l

Expresia algoritmica a factorul plastic [A*], 41 se determina din conditia de consistenta discreta si
conditiile Kuhn-Tucker discrete:

F(rhn W) <00 Vg 200 VI F ([l [k 4) =0 (55)

Prop021§1a 3.1. Au loc urmatoarele conditii de incdarcare/descarcare:
1. Daca ]-'t_H <0 atunci [N\*], ., =0 si

] = )l =6l R = K (Rl = Bl lasal = loaalys

2. Daca ‘FAKH > 0 atunci [\*], ., # 0 si deci factorul plastic [\*]
plasticitate F (Tnt1, knt1) = 0 prin:

ny1 este calculat pe suprafata de

r 2 e
VI P ) ) - SR + o)
A ng1 = (56)
2H ¢ L e
3 3(1—-v)
rtr 7t )2 g e .
unde Fl7 \/HT n(741)) 3 [H [k]; + oy]| este functia test.

Algoritmul metodel radlale de revenire este complet determinat daca este determinat tensorul
coeficientilor elasto-plastici tangenti £P. Expresia acestuia intervine in algoritmul de aplicare a me-
todei Newton-Raphson.

Sistemul de ecuatii neliniare (47) in necunoscuta 1 este rezolvat cu metoda Newton-Raphson:

Wt =i -0 (K ()] 6 (ad,) 67)
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unde §; € (0,1] , iar K este Jacobianul functiei G si este de forma data in (31).
Propozitia 3.2. In cazul starii de tensiune pland asociata cu starea deformatiei plane, tensorul
coeficientilor elasto-plastici tangenti poate fi exprimat prin urmdtoarea formda modificata:

[gep) E@2) ,‘7':“: <0 (58)
ot 5(2) [91]%“ - [GZ]ZH{[n]ZH}tT ® (5(2)P {W%H}” + {[nL]i+1}tT5(2)P 1(2))7 Fir >0

A5
VI P + (o {71403 7)2
1 [)\*]n+1

\[H+3(1 v) +C \/H{ n+1}tTH + (tr {[T]:’Hl}tr)Q

Tinand cont de cele de mai sus, putem prezenta in continuare, algoritmul metodei radiale de

[O1]541 = 14— P& (59)

[©2]541 =

(60)

revenire:
{lol3" ol )t kIt b = RadialReturn il ol (7] K] } (61)
1. calculam tensiunea elastica de incercare :
{2} = e ({2t} = ), (ot} = ({B12)7) @
unde P si &) sunt date de relatiile (40) si (49) .

2. verificam semnul functiei de plasticitate

J+1 g+l g+l tr 2
{Fa)! \/ [ttt} |+ oot} o= 2t i+ o
ET1. Daci {f;’ﬂl} <0, atunci
e pas elastic:
. . tr . ,J+1
J+L J+1 . J+1 . J+1 4
i _{[U]Zil } Pl = Al n+1} Pl =l [(Q)LH B {52]
e,j+1 J+1 1
lasaly Tt = lassly, 5 (Bl = [ehaly 5 KInT = [Kg 5 [5€p ot = &e)
Altfel
e pas plastic: se trece la pasul 3.
Sfarsit
3. metoda radiala de revenire
. tr
ej+1\"" e+ " pa J+1 {[T}”ﬂl}
(st} = {edt ) = 1ade s {imgdi'
i+l i+l tr
\/ e =

tr({m%ﬂl} )
\/H Z-ﬁl H2 +(tr({[r]f;ﬂ1}tr))2
et DY e o} e - s +ov

n+1 -
2 E
‘H+-———+C
\/; R
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. . tr . tr
ot = {loledt' ) - It Peey {idt'}

. . . tr . . . tr
(a1t = lals + It O { It s sl = laall, — VI {0t )

e,j+1 w1ej+1 e j+1 tr i+l w1ej+1 ej+1 tr
[et] = [ A I {5 el = el - vt { st
Rl = (RIS + V105 [slntt = Plolgt!
et

[O1]5, n+l1 = o 2n+1 ) PE(Q)
JH{ o (o g2

eJ+1
[A bt

[92 n+1 —
\f Het 55—+ C \/ H ,J+1
3(1—v) i

tr . tr
€1 = EO1)1 — [O2f 1 {[n]i’ﬁl} ® (EP {[nli’ﬂl} {1 e P )

Revenire

et (e

3.1.3. Algoritmul general de rezolvare al Problemei P

1. initializam vectorii n = 0; [a], = 0; [eP], = 0; [a], = 0; [k], = 0;

2. se executa o bucla iterativa cu referire la variabila de indexare n, n = 0, N cu N fixat, in vederea
incrementarii timpului cu pasul At, tg =0 ;

2.1. se executa o bucla iterativa cu referire la variabila de indexare j, j = 0,1,.., in vederea
implementarii metodei Newton-Raphson;

2.2. se executa o bucla iterativa cu referire la numarul de elemente din retea

e vectorii locali @), _H,[ eP]e [ lals sl [k]S sunt extrasi din vectorii globali un 410 €70, [oml,

n’
[K]n:
e este aplicata procedura Algoritm radial de revenire;

e cste calculata matricea locala Jacobi, precum si vectorii locali ai fortelor interne si

externe, dupa care se trece la asamblarea acestora pe fiecare element;

~J+1

.y sunt determinate cu metoda Newton-Raphson

e deplasarile o

W =il - g aa s (il = K ()] e (@)

e croarea metodei: [ERR]nJrl = [A“]nﬂ

n+1H
Daca [ERR] 41 < TOL
j+1 J+1 J+1 g+l

u”+2 A un+17 [Ep]n—i-l = [Ep]n—‘rl; [k]n—‘rl = [k]n-i-l; [U]n+l [ ]n—i—l’ [a]n—‘rl = [a]n-i-l;
Revenire

Altfel j < j + 1 salt 1la 2.2.
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Exemplul 3.1. Pentru acest exemplu, consideram aceeasi placa fara gaurd si cu gaurd descrisd
in capitolul anterior. Forta aplicata este f = 50sin(t). Materialul ales pentru realizarea simularii este
otel DP 600 , parametrii materialului in acest caz au valorile [2]:

{ E =182.000 [MPa];oy =349,4[MPa];v =0,3;C = 17.400[M Pa) ; H = 1194[M Pa] }

In continuare sunt reprezentate atat distributiile componentelor tensiunilor plane si Mises pen-
tru placa cu gaurd, cdt si graficele tensiunii o11 in raport cu deformatia €11 $i graficele componentei
deformatiei totale £33 si ale componentei deformatiei plastice by in nodurile alese in zona de incastrare.

Pentru a ardata eficienta algoritmului descris mai sus, de rezolvare a problemei cvasistatice cu date
mattale st la limita asociata modelului elasto-plastic cu ecruisare mixta de tip Prager si stare de ten-
siune planda, in cazul placii cu gaura, vom considera alte doud puncte materiale alese in jurul gauri,
reprezentate prin nodurile 207 si 1225, la fel ca in Cleja-Tigoiu si Stoicuta [9].

In articol este pusa in evidenta eficienta algoritmului Simo-Hughes modificat fata de algoritmul
propus de Simo gi Hughes [17]. Sunt realizate teste ciclice obfinute prin solicitdri la intindere gi
compresiune pentru placa fard gaurd si cu gaurd. Graficele ce descriu curbele tensiune - deformatie
realizate pentru patru puncte materiale, doua alese in colfuri opuse aproape de zona de incastrare §i
doud situate in partea de sus si jos a gaurii placii trapezoidale, sunt reprezentate pentru ambele metode
supuse analizet.

In [9], in nodurile din jurul gaurii, in urma compararii reprezentarilor grafice s-a observat ca va-
lorile tensiunilor si ale deformatiilor sunt mai mari in cazul solufiei cu stare de tensiune pland decat
cele obtinute prin solutia Simo-Hughes. O altd concluzie desprinsa este aceea ca efectele componentei
deformatiei €33 sunt mult mai bine puse in evidentd in nodurile din jurul gaurii decdt in cele din zona
de incastrare. Tot in aceste noduri (din jurul gaurii), se vad foarte bine diferentele solutiile celor doi
algoritmi.

In rezumatul tezei, in cele doud noduri alese de o parte si de cealalta a gaurii, vom reprezenta
graficele tensiunii o11 tn raport cu deformatia €11, respectiv a tensiunii ooo in raport cu deformatia

€292.

Pentru a se observa mult mai bine ciclurile obtinute in reprezentarile curbelor de tensiune-deformatie,
vom considera ca intervalul de timp ales este t € [0,40].

Vom face astfel comparatii intre solutiile numerice obtinute cu algoritmul propus de Simo-Hughes
de rezolvare a problemei elasto-plastice cu ecruisare mixta de tip Prager (rosu), respectiv cu algoritmul
propus in primul paragraf al acestui capitol, numit algoritm de tip Simo-Hughes modificat (albastru)

(Fig. 13 si 14).

Pentru placa fara gaura, tn nodurile alese in jurul gaurii, solutie gasita este una elastica . In placa
cu gaurd, valorile mai mari pentru tensiuni, respectiv deformatii sunt in general date de solutia nu-
merica Simo-Hughes modificata fata de solutia Simo-Hughes pentru punctele materiale alese aproape
de gaura, a se vedea Fig. 13 gi 14.

(a(5)11 —o11)

oy
componentele deformatiei €11, adica (e(S)11 —€11), in functie de timp sunt reprezentate pentru nodurile

din jurul gaurii, in Fig 15.

Diferentele relative ale componentei tensiunii o1y, $¢ anume , 1 diferentele dintre
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Figura 7: Distributia tensiunii o1; pentru placa fara gaura la t = 1.5 gi t = 4.7, care corespunde
maximului si minimului fortei aplicate f - ecruisare mixta de tip Prager si stare de tensiune plana
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Figura 11: Graficele tensiunilor 11 in raport cu deformatiile €17 reprezentate in nodurile 6 si 2556
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3.1.4. Concluzii

o In acest capitol este descrisa problema cvasistatica elasto-plastica cu date initiale si la
limita asociata modelului elasto-plastic cu ecruisare mixta de tip Prager si stare plana
de tensiune ;

e Sunt determinate expresiile modificate ale factorului plastic A(") si a tensorului coeficientilor
elasto-plastici tangenti EP;

e Acest algoritm poate fi aplicat in cazul materialelor cu grosime foarte mica. In aceste conditii,
acest algoritm este unul mult mai simplu si mult mai rapid de aplicat, decat cel realizat in cazul
tridimensional;

e Sunt realizate teste ciclice obtinute prin solicitari la tractiune gi compresiune pentru placa tra-
pezoidala fara gaura si cu gaura;

e In cazul procesului de tractiune la placa trapezoidala fara gaura, distributiile tensiunilor
oli% se observa ca apar in vecinatatea zonei de incastrare (Fig. 7). Efectele sunt inversate in

cazul procesului de compresiune;

e In cazul procesului de tractiune la placa cu gaura, distributiile tensiunii o7}** se regasesc

atat in zona de incastrare cat si in zona din jurul gaurii (Fig. 10).

e Fata de Fig. 2 si Fig. 5 din modelul elasto-plastic cu ecruisare izotropa descris in Capitolul
2, in Fig. 8 gi 11 se observa foarte bine fenomenul de ecruisare. Datorita prezentei modulului
cinematic de ecruisare C', panta curbei tensiune-deformatie creste in zona deformatiilor plastice.
De asemenea, se observa ca, in timp ce latimea buclei de histerezis scade, tensiunile 011 cresc
odata cu cregterea numarului de cicluri. Aceasta Inseamna ca energia disipata scade, in conditiile
in care forta aplicata are o amplitudine constanta;

o In Fig. 13, se observa ca pentru solutia numerica Simo-Hughes modificata, valorile tensiunii
011 §i ale deformatiei €17 sunt mai mari decat cele obtinute prin solutia Simo-Hughes pentru
punctele materiale alese aproape de gaura. De asemenea, in nodurile din jurul giurii, influenta
componentei deformatiei €33 si a componentei deformatiei plastice 55 se observd mult mai bine
fatd de nodurile din zona de Incastrare;

e In Fig. 15, diferentele relative ale componentei tensiunii o7, au un comportament periodic cu
oscilatii ce se mentin constante in jurul originii, amplitudinea absoluta a acestora fiind de 0,12
atat in nodul de jos cat si in nodul de sus.

e In ceea ce priveste diferenta relativa a componentei deformatiei €11, in nodul de jos din zona
gaurii, aceasta are un comportament asemanator cu diferentele relative ale componentei tensiunii
o011, amplitudinea absolut# fiind de aproximativ 5,4 - 1074,

e In nodul de sus, diferenta relativa a deformatiei €17 are un comportament periodic cu oscilatii
in jurul originii, ce se amortizezaza in timp. Gradul de amortizare (diferenta intre amplitudinile
a doua oscilatii succesive raportata la valoarea amplitudinii maxime) este de 0,2. Acest lucru ne
arata ca viteza de amortizare a oscilatiilor este una lenta, ceea ce indica ca diferentele deformatiei
in nodul de sus, Incep sa fie nesemnificative dupa un anumit ¢ > 40.

e Fata de algoritmul propus de Simo-Hughes, algoritmul Simo-Hughes modificat surprinde anumite
fenomene cantitative care in anumite situatii practice pot avea o insemnatate foarte mare.
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3.2. Problema elasto-plastica cu ecruisare izotropa, cazul starii plane de tensiune

In acest paragraf est descrisa problema cvasistatica elasto-plastica cu date la limita asociata mode-
lului elasto-plastic cu ecruisare izotropa, cazul starii plane de tensiune. De fapt, aceasta problema este
obtinuta prin particularizarea problemei cu ecruisare mixta descrisa mai sus, daca variabila cinematica
de ecruisare « este considerata nula.

Problema P. Fie date functiile b, f, g : © — R2. Si se gaseasca functiile u, o, €, e? si k definite pe
Q x [0,T) si care satisfac sistemul de ecuatii diferentiale:

( S
gb = A
® s T2 +(tes)?
5.53 _ (T) trs
s[> +(trs)?
=AM
Py (63)
- 2
F(s k) =/|| s |2 + (tr s)* — \/Q[Hk—i-ay}
s = Po,
impreuna cu ecuatia constitutiva a tensorului tensiunii:
o =Ew)(e@2) — €y (64)

si problema cvasistatica cu date initiale si la limita:

divo+b=0 pe QxI
u<07$) - UQ(-%'), O'(O,Q?) - 0’0(1‘)7
(P2) q €P(0,2) = ef(x), k(0,x) = ko(x) (65)
on=f pe I';zxI
u=g9 pelyxI

Pentru rezolvarea Problemei P se parcurg aceleasi etape cu cele din paragraful anterior. Formularea
variationala discreta este definitd In urméatoarea problema.
Problem Py . Sa se gaseasca campul deplasarii uy, 41, ca solutie a formularii variationale discrete:

/5(2)([8(2)]n+1 — [e(g)In+1) - e(Wni1)da = L(wnia) (66)
Q
far functionala liniard L(wy+1) : VO, — R este de forma:
L(wn41) = /fn—H “Wpy1dl'y + /bn—H “Wpg1dx,  Vwpqr € Vgc}lL (67)
r, Q

Teorema 3.2. Campul discretizat al deplasdarii U,y1, se gaseste ca solutie a sistemului neliniar:

G (ting1) = F™ (thpgr) — FE7) = (68)

Sistemul de ecuatii neliniare (68) in necunoscuta w,11 este rezolvat cu metoda Newton-Raphson.
Algoritmul acestei medode este cel dat in relatia (57).

La fel ca in cazul ecruisarii mixte si in acest caz este aplicatda metoda radiala de revenire pentru
rezolvarea Problemei P». Se determina expresia algortimica a factorului plastic si tensorul coeficientilor
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elasto-plastici tangenti. Acesta intervine in aplicarea algoritmului metodei Newton-Raphson. In final
se realizeaza cuplarea dintre metoda elementului finit si metoda radiala de revenire.

Fara a intra in amanunte cu privire la etapele parcurse in cadrul metodei radiale de revenire, acestea
fiind aceleasi cu cele descrise in paragraful anterior, vom prezenta in continuare doar algoritmul acestei
metode:

{lolndi" 71 Rl521" | = RadialReturn { a5, (7], (k] } (69)

1. calculdm tensiunea elastica de incercare pentru [5(2)] & + = [B]® a7, -

{M:’flﬂ} = &) ([E@)]Z’f{l - [61(02)};) ; {[a]iﬂl} =pP! ({[s]i’ﬂl}tr)

2. verificam semnul functiei de plasticitate

,J+1 tr ,J+1
n+1 n—l—l

ET1. Daca {]}Zﬂrl} < 0, atunci

+ (tr {[S]Z’ﬁl}”)z — /2[H[K]S + o] :

e pas elastic

ej ) e,j+1 e 41 e .
ettt = (ot} s [ = [ bl = s T = (a1
Altfel

e pas plastic: se trece la pasul 3

Sfarsit ET1.

3. metoda radiala de revenire:

{ eg+1 {[8]”?{1}”

n—l—l
,J+1
n+1

{Intet) " {[S]nﬂl}tr

n+1
)\* e j+1 _

i1 = E

H 3(1-v)
St = (It} - Vet Pee {d ) el = P s
] = [ ]| st { st}

,J+1 e %1€, e,J tr e,J e *1€,7
Bl it = Bl — I {0 ) et = m + vl

[/\*] e,j+1
n+1

[©1]641 = Tu— e P&y

G )2
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1 [)\*]e’j+1

o n+1
7+]-
\/ {2

tr 2 . tr
P e (st}
. tr . tr .
[E%]41 = E)[O1)5s = [O2liy { T} © (EP {IfE ) + {0t
Revenire

(O] 11 = &) . %
* 3(1—v)

tr
b e P 1)
Algoritmul general de rezolvare al Problemei P este acelasi cu cel descris in paragraful anterior cu
specificatia ca variabila cinematica de ecruisare este nula in acest caz.

Exemplul 3.2. In continuare vom introduce reprezentarile grafice obtinute pentru cele doud pldci
trapezoidale cu si fara gaurd. Parametrii de material in acest caz sunt aceeasi cu cei dati tn Capitolul

2.
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Figura 16: Distributia tensiunii o1; pentru placa fara gaura la t = 1.5 i ¢ = 4.7, care corespunde
maximului si minimului fortei aplicate f- ecruisare izotropa cu stare de tensiune plana
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Figura 18: Graficele deformatiilor €33 si ale deformatiilor plastice 6§3 in raport cu timpul, reprezentate

in nodurile 6 si 2556 pentru placa fara gaura- ecruisare izotropa cu stare de tensiune plana
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maximului si minimului fortei aplicate f - ecruisare izotropa cu stare de tensiune plana

400 400 =
""""""""""""""""""""""" 4 Ty / I i s
200_1': 50sin(t) - f=50sin(t) /
Elern 5 Nod 6 Elem 2455 Nod 2556
all all
— 0 — 0
[MPa] [MPa]
200 =200
____________________________________________ Y / B -
-400 -400 _E’H
<0004 -0003 -0002 -0001 O 0001 0002 0003 0004 -0004 -0003 -0002 -0001 O 0001 0002 0003 0004

el (-]

el -]

Figura 20: Graficele tensiunilor o1; In raport cu deformatiile 11 reprezentate in nodurile 6 i 2556
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Figura 21: Graficele deformatiilor £33 si ale deformatiilor plastice €5, in raport cu timpul, reprezentate
in nodurile 6 si 2556 pentru placa cu gaura- ecruisare izotropa cu stare de tensiune plana

3.2.2. Concluzii

Este descrisa problema cvasistatica elasto-plastica cu date initiale gi la limita asociata
modelului elasto-plastic cu ecruisare izotropa cu stare plana de tensiune;

Algoritmul de rezolvare a acestei probleme este unul general si poate fi redus la algoritmul de
rezolvare a problemei elasto-plastice cu ecruisare izotropa (descris in Capitolul 2), daca compo-
nenta deformatiei pe directia perpendiculara la plan £33 este neglijata in model;

Se realizeaza simularea numerica a comportamentului unei placi trapezoidale fara gaura si cu
gaura, supusa la o incarcare periodica aplicata pe latura orizontala gi incastrata pe latura verti-
cald. In particulele materiale fixate se reprezinta curbele ciclice tensiune-deformatie ce descriu
raspunsul materialului deformat elasto-plastic;

Din graficele distributiilor tensiunilor tensiunilor o1 In placa fara gaura si cu gaura, este in-
teresant de remarcat ca desi placa este supusa unei solicitari ciclice cu amplitudine constanta,
zonele in care tensiunile au intensitate maxima devin din ce in ce mai mari odata cu cresgterea
numarului de cicluri (Fig. 16, respectiv 19);

Aria buclei de histeresis in spatiul tensiune-deformatie corespunzator unui punct material al
placii scade in timp, ceea ce duce la scaderea amplitudinii deformatiei, desi placa este solicitata
ciclic cu forta de amplitudine constanta (Fig. 17 si Fig. 20);

Comparand Fig. 17 si Fig. 20 pentru modelul Simo-Hughes cu ecruisare izotropa si stare plana
de tensiune cu cele obtinute in Capitolul 2 ( Fig. 2 si Fig. 5), se observa diferente destul de
mici intre valorile acestora, atat la placa fara gaura cat si la placa cu gaura in nodurile alese in
zona de ncastrare. La fel ca iIn modelul elasto-plastic cu ecruisare mixta de tip Prager, descris
in primul paragraf, si in acest caz, diferentele majore intre algoritmi, apar in zona gaurii;

Comparand Figurile 3 i Fig. 6 din Capitolul 2, cu Figurile 18 si Fig. 21 din acest capitol, se
observé cd, in nodurile din zona de incastrare, deformatiile €33 si deformatiile plastice ek, sunt
mai mici, In cazul modelului elasto-plastic cu ecruisare izotropa si stare plana de tensiune fata
de modelul elasto-plastic cu ecruisare izotropa.
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Capitolul 4. Inegalitati variationale in
elasto-plasticitatea cu ecruisare mixta de tip
Armstrong-Frederick

Rezultatele originale obtinute in Capitolul 4 sunt descrise in [9] ” Variational inequality and nu-
merical algorithm for Armstrong-Frederick elasto-plastic model”. In articol este propusa si dezvoltata
o alta modalitate de abordare a problemelor cu date la limita in elasto-plasticitatea cu mici deformatii.
In acest capitol este considerat modelul constitutiv pentru elasto-plasticitatea cu ecruisare mixta de
tip Armstrong-Frederick in cadrul constitutiv specific micilor deformatii, descris printr-o reprezentare
incrementala. Modelul constitutiv s-a prezentat in primul capitol la Punctul D. Problema cvasis-
tatica cu date initiale si la limita asocitd modelului elasto-plastic, este scrisa in viteze si se rezolva
prin inegalitati variationale. Se formuleaza inegalitatea variationala asociata problemei cvasistatice cu
date initiale gi la limita la un moment fixat de timp In necunoscutele u, adica viteza de deplasare si 8
factorul plastic complementar. Coeficientii care intervin in inegalitatea variationala sunt dependenti
de valorile curente ale tensorului tensiune, ale deformatiei elastice i plastice, precum si a variabilelor
interne de stare. Se utilizeaza procedura initiata de Cleja-Tigoiu si Matei in [11] de constructie a in-
egalitatii variationale pentru determinarea vitezei si a factorului plastic la momentul . Vom formula
un algoritm de actualizare care sa permita determinarea starii actuale a procesului de la momentul
t* > t prin integrarea ecuatiilor constitutive de tip diferential care caracterizeazda modelul. Pentru
determinarea solutiilor inegalitatii variationale se asociaza o functionala ale carei puncte de minim
sunt solutii ale inegalititii variationale. In Paragraful 4.7. s-a analizat modul in care se formuleazi
inegalitatea variationala in cazul starii de tensiune plana, prin reformularea problemei de inegalitate
variationala cuplata cu algoritmul specific de actualizare.

4.1. Formularea matematica a problemei si inegalitatea variationala

Fie Q C R? corpul care se deformeazi la momentul ¢ € I cu I = [0,T). Presupunem ci frontiera
corpului © notata 9Q = I' se descompune in dous parti I'y si [y, cu [, UT, =T'si T, N T, = 0.
Notam cu n normala exterioara frontierei corpului 9€2. Deoarece modelul elasto-plastic cu ecruisare
mixtd de tip Armstrong-Frederick a fost descris in primul capitol la Punctul B, vom trece direct la
formularea urmatoarei probleme:

Problema P. Fie date functiile b, f, g : Q — R3. Si se determine functiile o, ?, o si k care satisfac
urmatorul sistem de ecuatii diferentiale:

(op — § 1 I
© )\2 Q(l — e %) + oy (0 —a)
N 1 ;o
(P) : =X (C2 Q(1 — e %) + oy (0 =) 7O[) unde (70)
. 1 ,
<'7 gg(u)_)\QQ(l—e*bk)+oyg(U — )
k=X
301 bk
F=y5lo' —all-[Qa—e") +oy
A= <6>’H(]—')
e (71)
B = 8, F - (i)
he = 0 F - E0F + C =70, F - a + Qbe™ ™"
3 0 —a
% =3l ]
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in ipoteza ca parametrul de ecruisare h. > 0 cu @, b, C,~, oy constante de material.
Problema cvasistatica cu date initiale si la limita scrisd in viteze este definita in:

dive+b=0 in QxI
u(0) = ug, o(0) = 00, €(0) =¢p
(P2) : 1 €P(0) =¢ef), a(0) = ap, k(0) = ko (72)
on=f in [ygxI
W=¢ in TyuxI

Definim spatiul vitezelor admisibile, la fiecare moment de timp t:

ow

Vaa(t) = {w € LX) 5,

€ X9, uly, =3 € (@)’ (73)

si spatiul tuturor factorilor plastici admisibili, pentru ¢ € I:
Maa(t) = {6 :Q = Rso|6(x) = 0, dacdz € Q/QP, 6(x) > 0, dacdx € P} C L*(Q) (74)

Solutiile problemei formulate mai sus se determina in spatiile C1([0, T], X), cu X = H'() spatiul
Hilbert, cu C*([0,T], X) = {w € C([0,T], X) ; w) € C([0,T],X)}, unde prin w) s-a notat derivata
de ordinul unu a lui w.

Teorema 4.1. La fiecare moment de timp t € I, viteza campului de deplasare U si factorul plastic
complementar 3, satisfac urmatoarele relatii:

/&(u)  e(w — @)dx — /Efc&,]:- e(w — @)dz = /b- (w — i)da + /f' C(w—wdl,  (75)
Q Qp Q T

—/ 1(5—ﬁ)80]-"5~5(u)dx+/ LsG-Byde>0 (76)
Qp hc Qp hc
pentru Yw € VO, (t) $i V6 € Maa(t).

Definim setul convex K ca fiind spatiul functional K = {(w, 0) ‘w € ng, 0 € Mgyq }

Putem formula inegalitatea variationala pentru problema cvasistatica elasto-plastica. Vom intro-
duce urmatoarele forme biliniare:

A, w) = /Q Ee(i) - e(w)dz;  B(B,w) = — ngiﬂﬁg}'-s(w)dx

1 1
BT (u,8) = —/ — 005 F - Ec(u)dz; C(B,6) = —Bédx
Qp h Qp h
pentru Vi, w € Vyq §i V0,6 : Q — Ry
Utilizand cele patru forme date mai sus, putem defini urméatoarea forma biliniara si simetrica
a ('a )
a(U,W) = A(t,w) + B(B,w) + BT(iL, 9) +C(B,9) (78)
pentru YU = (u, §) si YW = (w, 9).

Definim, de asemenea, functionala liniara L(-):

L(W) = /f~wdFa+/dn-ngu+/pgi)-wdx (79)
Iy Ty Q
pentru VW = (w, ), cu Yw € Vyq i V6 € Myq.
Teorema 4.2. La fiecare moment de timp, perechea U = (u,5) € K satisface inegalitatea
variationald
a(UW-U)>L(W-U) YWeK (80)
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Daca forma bilineara a(-, -) este simetrica si pozitiv definita, atunci definim functionala J : X — R:

1
J(W) = §a(I/V, W)—-L(W), YWekK (81)
Lema 1.1. Fie L(-) : X — R o functionala liniard si continua. U € K este solulia inegalitatii
variationale (80) daca si numai daca:

JW) > JU), YW ek (82)

4.2. Formularea variationala discreta si aproximarea interna prin elemente finite

Pentru a aplica metoda elementului finit, in primul rdnd vom formula inegalitatea variationala in
discret. Pentru aceasta, vom diviza intervalul continuu de timp [0,7] in secvente discrete de timp
to,t1,...,tn. Are loc urmatoarea teorema:

Problema P1. Sa se gaseasca Uy, = (U, Bn) € ICZd ca solutie a inegalitatii variationale discrete:

a(Un, Wy, — Uy) > L(W,, —U,) YW, € K, (83)

In urma aproximarii interne a inegalitatii variationale discrete data in (83) prin elemente finite,
vom avea:

nzel{w’ef [, Frw e ma ﬁ%}—nZd{wZT [ e o | i)

e=1 e e=1 cn
nel nel
A 1 . N 1 n
R U agfneTsTBefogdx} ag}+§j{5:? U H}'ﬁdaz} :;}
ezl{ (@) (@) #(F0) 2 o, Ty L] P

nel . .
> {wZT [ o N ()N (2)bf, (x)de + | NT(2)N(2) Aﬁ(w)dff;] }

rs
(84)
unde N€(x) este matricea functiilor de interpolare pe fiecare element din retea, iar B¢(z) este matricea
derivatelor functiilor de interpolare pe fiecare element din retea.
Teorema 4.3. Forma bilineard data de (78), scrisa in dimensiune finitd devine:

a(Un, Wy) = WK, U, , YW, eK" (85)
tar functionala lineard scrisd in forma finita este data de:

L(W,)=WTR, unde (86)

n

W= 1w, on]: j(n:{A Bn}; Un:[lfn]; ﬁn:[ORn:|’ p=dim(%). (87)
px1

Problema P2. Si se giiseasci U, € K" astfel incat:
Wy — U)K U, > (W, = U)TR, , YW, ekh (88)

unde K" este spatiul finit dimensional al setului convex K.
Tinand cont de Teorema 0.7 si de Lema 0.1, vom introduce functionala J(W,,) prin:

1.7 - A poa A
J(Wn) = S Wy KnlUn = Wiy By, YW, € K (89)
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Problema redusa in dimensiune finitd Problema P& este echivalenta cu urméatoarea problema de
minimizare in dimensiune finita:
Problema P3. Sa se gaseasci U, € K" astfel incat:

~

J(Un) = min JW,) , YW, e K" (90)
Observatia 4.1. Cum matricea de rigiditate K, este simetric si pozitiv definita, problema

redusa in dimensiune finita este echivalenta cu problema de minimizare in dimensiune finita si are
solutie unica.

4.3. Algoritmul de rezolvare a problemei de minimizare in dimensiune finita

Cu ajutorul functionalei date de relatia (90), putem determina prin punctele de minim, solutiile

A

inegalitatii variationale. Cum functionala J(W,,) este convexa si de clasa C', in cele ce urmeaza

calculam derivata functionalei J(W,):

0TWn) _ o gau KW, — R, =0 (91)
oW,

Matriceal, egalitatea de mai sus se scrie sub forma:

A

Solutiile tiy, adicd viteza de deplasare si Bn factorul plastic complemetar se obtin in urma rezolvarii
sistemului (92). Acestea sunt de forma:

lin = [A — B, geninv(Cp)BT] 'R, (93)
By = —geninv(Cy) BL[A — B, geninv(Cy,)BL] 'R,

unde geninv(C,,) = (CLC,)"1CT este inversa matricei C,, generalizati.

4.4. Algoritmul de actualizare

Pentru algoritmul de actualizare, vom discretiza diviza intervalul de timp [0, 7] in secvente discrete
to,t1, ..., tn cu tpy1 = t, — At. Pentru rezolvarea sistemului de ecuatii in necunoscutele €, o, o, k dat
de relatia (70), impreuna cu (71), se aplicd metoda Euler

[
0]y 41 = [al, + VT, (COo, F = v [al}) 5 (94)
(o151 = [0], + € ([E]7 — [€7T5)
Klngr = [k + VT
unde [N*]7 = [A]2 At = [A]S (tp41 — tn) cu
e _ 187
A H(Fn 95
S (99
Parametrul de ecruisare [h.]¢, se determina din relatia:
[hels = 0o, Fn€0o, Fn + C — vy, Oy, Fn + F' (k) (96)

iar factorul plastic complementar [5]S a fost determinat in paragraful anterior.
Functia de plasticitate [F]; este de forma:

Fl = \/g ol = laloll = F(kn) (97)
3
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4.5. Algoritmul general de rezolvare al Problemei P

1. se initializd pentru pasul incremental n = 0, vectorii globali [o], = 0; [7], = 0; [a], = 0;
[k], = 0, precum si timpul initial ¢y = 0 si timpul final ¢ty = a, a > t9,Va € R.

2. se executa bucla iterativa pentrun = 0, N , N fixat (este numarul de parti egale in care se imparte
intervalul de timp [tg,ts] C R, cu proprietatea ca tg < ty si ty = tn). Punctele de diviziune ale
intervalului de timp, se calculeaza cu ajutorul urmatoarei solutii iterative: t, = ty + nh unde

h="1 ];to pasul metodei;

{{l, 1810} = Sol.ineg.var {[o],.; [, [a],: [k, tn}
Algoritmul Sol.ineg.var determini solutiile inegalititii variationale [i], si [8]n pentru un t,
fixat, utilizand urmatoarele formule:

[i],, = [A — Bngeninv(Cp)BL] ' Ry,;
[B]n = —geninv(én)ég[ﬁ — Bngeninv(én)Bg]_an;

3. se executa o bucla iterativa pentru e = 1 la nel, unde nel reprezinta numarul de elemente obtinute
in urma discretizarii in vederea aplicarii metodei elementului finit. In acestd bucld, vectorii locali
[4S, 1815, (€715 , [ale, [k]S sunt extrasi din vectorii globali [@]n, [Bn, [€7],,; [@n, [K]n, iar apoi este
aplicat algoritmul de actualizare

n’?’

{0l [oJi s [y K1 } = Algoritm actualizare { (o5, a5, [ [K]5 , (@15, 18] }

. . v .o . e e e €

Algoritmul de actualizare detemina vectorii locali [o];, |, [a], ., [€P], 41 [k, la mo-
mentul #,41 pe baza urmatorului algoritm iterativ expus mai jos. Deoarece fiecare element al
retelei are patru noduri, intregul algoritm este introdus intr-o bucla iterativa cu incrementul
i =1 to 4. Din vectorii locali o], , [a];, , [€P]}. , [k]; se extrag vectorii corespunzatori fiecirui nod
al elementului. Pentru a usura scrierea, nu vom mai utiliza indicele ¢ pentru fiecare vector.

71 = /2 Mol — )~ Q01— e~ 4 ]
3 [o]s —

il = 5 e (i = [+ VT

n+1 n n’

[hely, = [nl5, - Elnls, + C = A[nls, - ol + Qbe " (A7 =

[ely, = Belals, ; (o)1 = Katr([ely) + 2u [e]y, — 235 [n]5;
[E]n1 =[] + Vo [0l 5 [alngy = [aly + VT (Clnlh = vlalh) s
Dupé executarea celor patru pasi ai buclei for corespunzatori fiecarui nod al unui element

al retelei, se asambleaza vectorii locali [o]; . [aly 1, (€], 1, [k], ;. Dupa aceasta etapa, se
inchide bucla for corespunzatoare pasului 3. din cadrul algoritmului general.

4. Se asambleaza, din vectorii locali (o]}, ,[al5, 1, [€P]5 41, [E]5, 1, vectorii globali [o],, ., ,[a],,,
[€P] .41 5 [K] .41 » iar apoi se revine la pasul 2. din cadrul algoritmului general pana cand se ajunge
la valoarea N din bucla iterativa.

Observatia 4.2. Daca in modelul elasto-plastic cu ecruisare mixta de tip Armstrong-Frederick
consideram constanta de material v = 0 din variabila cinematica de ecruisare «, atunci acesta poate
fi redus la modelul elasto-plastic cu ecruisare mixta de tip Prager.
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Exemplul 4.1 Pentru acest exemplu vom utiliza aceeasi placa trapezoidald fard gaurd si cu gaurd.
Forta aplicata pe suprafata placii este f = 50sin(t). Parametrii materialul ales pentru realizarea

simularii [2] sunt

E = 182.000 [M Pa] ; oy = 349,4[MPa] ;v = 0,3; C = 17.400[M Pa; (©8)

Q =50,1[MPa];b=27,5[-];v=1259]—]

In continuare vom reprezenta grafic distributiile tensiunii Mises pentru placa cu gaurd si fara gaurd

500

obtinute pentru cazul ecruisarii mizte de tip Armstrong - Frederick (AF).
600

600
o1y [MPa] t=1.5 Im o11 [MPa] t=47
400

X[ ] Xy [mm]
1075 S0.sin(t) 1o ES 50-s(1)
50 — 2 e
0 0
=50 -50 4
10 15 0 100 s 10 15 0

Figura 22: Distributia tensiunii o1; pentru placa trapezoidala la ¢ = 1.5 gi t = 4.7, care corespunde
maximului gi minimului fortei aplicate f - ecruisare mixta de tip Armstrong-Frederick

4an
0 e EL S A B B ﬁ/ 7
................................... /ﬂ - foay =50sin(t) A
. ] Elem 2455 Nog 2556 | o
f=50sin(t) % 0 o
20 —Elern 5 Nod 6 =3 i HH A /
/’/ I/ P /
/ Flf
all /’ / all
Lt / / =y 4
[MPa] [MPa]
-200 J = 0 /
=]
___________ L IS /
M T T T T |- f ______ O S N N e agy
400 —=H==
0004 0006 o000z 001 001 0008 -DOO§ 0004 -DOO2 O D002 0004 0006
all [-]

-0006 -0004 -0002 O 0002
&l [~]

Figura 23: Graficele tensiunilor o1 In raport cu deformatiile 11 reprezentate in nodurile 6 i 2556

pentru placa fara gaurd - ecruisare mixta de tip Armstrong-Frederick
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11 [MPa]

t=1.5

X[ ]

o11 [MPs] t=47

%y [mm]

-600

50-sin(t)

50-sin(t)

20

Figura 24: Distributia tensiunii o;; pentru placa cu gaura la t = 1.5 si ¢ = 4.7, care corespunde
maximului si minimului fortei aplicate f - ecruisare mixta de tip Armstrong-Frederick

a
NN - o e o e
____________________________________ =l =50 sin (1)
=50 8in (1) /7/,,»// o Bom 5N 258 |
pl_Eems ot e / m
oll // oll /
— U - U ,’
[MPa] / / 1MPa] /
200 e
|~ 20
........... s T O W W //
=400 - ___5(/'_’_/ __________________________________
A
400 1
0006 -00M 0002 0 0002 0004 0006 0008 000 0012 -001 0008 -0006-0004-0002 0 0002 0004 0006 0008 001 0012

all -]

el [~]

Figura 25: Graficele tensiunilor o1; in raport cu deformatiile €11 reprezentate in
pentru placa cu gaura - ecruisare mixta de tip Armstrong-Frederick

0 0
w AN ) -
------ - oy - - oy
= ‘
1/ / ] /
10 - 1w
/ / /
/ /
U u
!
/ /
-0 -1 ; %f
-0 = A =
-4 -6
0006 004 002 0 002 0004 0006 008 00l 008 0006 0004 002 0 0002 0004 0006

Figura 26: Graficele tensiunilor o1 in raport cu deformatiile €11 reprezentate in
pentru placa cxu gaura - ecruisare mixta de tip Prager (inegalitati variationale)
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4.6. Inegalitati variationale in elasto-plasticitatea cu ecruisare mixta de tip Armstrong-
Frederick si stare de tensiune plana

In acest paragraf vom introduce succint modelul constitutiv pentru elasto-plasticitatea cu ecruisare
mixta de tip Armstrong-Frederick cu stare plana de tensiune. Problema cvasistatica cu date initiale si
la limita asocita modelului elasto-plastic, este scrisa in viteze si se rezolva la fel ca in Paragraful 4.1.
prin inegalitati variationale. In acest caz, se tine cont atat de componenta normala a deformatiei €33
cat si de componenta deformatiei plastice f,, care sunt omise in modelul propus de Simo si Hughes
[17].

In acest paragraf vom descrie modelul elasto-plastic cu ecruisare mixta de tip Armstrong-Frederick
cu stare de tensiune plana. Solutiile inegalitatii variationale raméan neschimbate fiind date de relatia
(93).

Propozitia 4.1. In spatiul tensiunilor plane, au loc urmadtoarele rezultate:

1. viteza tensorului de tensiune pland este calculatd cu ajutorul urmdtoarei ecuatii constitutive:

o =&y (é@) — A 0, F (s, a, k:)) (99)

unde &) este tensorul complingilor elastici, iar factorul plastic original A este inlocuil cu A
2. expresia componentei normale a deformatiei €33 este de forma urmatoare

24q

€33 = — (€11 + €22) —

_ e
Aa + 2Uq

3. factorul plastic \') : Q x I — R este calculat pe suprafata de plasticitate .73(3, &, k) =0 prin
urmdtoarea expresie

A" = Ly (F) (101)

unde factorul plastic complementar are expresia

5 A 5
B =2uq <8311f(8,56, k) + ﬁatr SF(3704 k’)) €11+
) v + 2la ] (102)
+2q | Osgy F (8,6, k) + ———0 s F (5,0, k) | €22 + 4ua8512]:(s &, k)éra
Aa + 2q
st parametrul de ecruisare este dat de relatia
he = (2410 + C) | 0.7 (s, 1) <2 O 4 2 )a K|
c= at s S, da ’ + a T + —F ’ r s d —
a a Aa + 2 ! (103)

_y (asﬁ(s, &, k) - &+ B o F(s, &, k) (tr d)) + O F (k)

in ipoteza ca h > 0, in care OpF (k) poate fi scrisa in general.

Observatia 4.3. Daca v = 0, atunci atunci modelul elasto-plastic devine unul cu ecruisare mixta
de tip Prager.

Algoritmul general de rezolvare a problemei cvasistatice cu date la limita scrisa in viteze asociata
cu modelul elasto-plastic cu ecruisare mixta de tip Armstrong-Frederick cu stare de tensiune plana
este asemanator cu cel descris in Paragraful 4.5.

Curbele de tensiune-deformatie obtinute in urma rularii programului Mathcad prin teste ciclice
pentru tensiunea o1 In raport cu deformatia €11 pentru placa fara gaura si cu gaurd sunt date in
continuare.
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Figura 27: Graficele tensiunilor o1; 1n raport cu deformatiile €17 reprezentate in nodurile 6 si 2556
pentru placa trapezoidala - ecruisare mixta de tip Armstrong-Frederick (rosu); ecruisare mixta de tip
Armstrong-Frederick cu stare plana de tensiune (albastru)

0.003 T T T 0.003
0.002
0.002
o33 0.001
333 0.001
[ 0o -
-0.002 o3
-0.003 T
[-] =0.001
-0.0041 Elem5Nod6 Elem 2455
| | | Nod 2556
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0 5 10 15 20 | 5 10 15 20
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Figura 28: Graficele deformatiilor £33 si ale deformatiilor plastice €5, in raport cu timpul, reprezentate
in nodurile 6 si 2556 pentru placa trapezoidala - ecruisare mixta de tip Armstrong-Frederick cu stare
plana de tensiune

a0 =
an . [ P T e R
_______ = I{ - f=503in (1) /
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Figura 29: Graficele tensiunilor o1 In raport cu deformatiile €11 reprezentate in nodurile 6 si 2556

pentru placa cu gaura - ecruisare mixta de tip Armstrong-Frederick (rogu) ecruisare mixta de tip
Armstrong-Frederick cu stare plana de tensiune (albastru)
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Figura 30: Graficele deformatiilor €33 si ale deformatiilor plastice 6§3 in raport cu timpul, reprezentate
in nodurile 6 si 2556 pentru placa cu gaurd - ecruisare mixta de tip Armstrong-Frederick cu stare
plana de tensiune

4.6. Concluzii

In acest capitol este prezentata o alta modalitate de abordare a problemelor cu date la limita in
elasto-plasticitatea cu mici deformatii, utilizand inegalitatile variationale;

A fost considerata atit problema tridimensionala cat si problema starii de tensiune plane, pro-
bleme specifice deformarii placilor plane;

In cazul ecruisarii mixte de tip Armstrong-Frederick, se observa ca la placa fara gaura, tensiunile
o71% sunt distribuite in colturile din stanga sus si jos a zonei de incastrare a placii, iar la placa

cu gaura acestea sunt distribuite in aceleasi zone, dar si In jurul gaurii;

Comparand graficele obtinute pentru modelul elasto-plastic cu ecruisare mixta de tip Armstrong-
Frederick (Fig. 25) cu cele obtinute pentru modelul elasto-plastic cu ecruisare mixta de tip
Prager pentru placa cu gaura (Fig. 26), se observa ca panta curbei tensiune-deformatie in zona
deformatiei plastice este mai mare in cazul modelului Armstrong-Frederick;

In Fig. 27 pentru placa fari gaurd si Fig. 30 la placa cu gaurd se observd ci tensiunile sunt
putin mai mari in cazul modelului elasto-plastic cu ecruisare mixta de tip Armstrong-Frederick
decat cele pentru cazul modelului elasto-plastic de tip Armstrong-Frederick cu stare de tensiune
plani. In schimb deformatiile sunt mai mici. Prin compararea rezultatelor numerice realizate
prin cele doua metode, avand in vedere buna lor concordanta, putem trage concluzia ca metoda
numerica propusa prin inegalitati variationale poate fi validata;

Comparand Fig. 28 cu Fig. 30, se observa ca atat deformatiile €33, cat si deformatiile plastice
553 sunt putin mai mari in elementul 2455, nodul 2456 la placa cu gaura fata de placa fara gaura;

Metoda algoritmica bazata pe inegalitatea variationala cuplata cu algoritmul de actualizare
a starii sistemului diferential si cu derivate partiale, poate fi extinsa In vederea aplicarii in
probleme de elasto-plasticitate cu deteriorare (de tip ”damage”), precum si in probleme de
elasto-plasticitate cu deformatii finite;

Abordarea functionala gi numericd, prin inegalitate variationald asociatd cu un algoritm de
actualizare a problemelor cu date initiale si la limita in elasto-plasticitatea cu mici deformatii,
permite luarea in consideratie a unor modele complexe cu ecruisare mixta de tip Armstrong-
Frederick, sau considerarea unor legi de variatie a ecruisarii cinematice cuplata cu ecruisare
izotropa, neliniara de tip Voce, Chaboche etc.
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