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Introducere

Aplicaţiile industriale se pot realiza numai ı̂n prezenţa unui cadru teoretic care să permită des-
crierea matematică a comportării materialelor, ţinându-se cont de condiţiile specifice de solicitare ale
acestora. Pentru a putea studia comportarea materialelor cu proprietăţi ireversibile este necesară atât
cunoaşterea reprezentărilor constitutive ale acestora, cât şi formularea problemelor cu date iniţiale şi la
limită. Caracterul ireversibil al deformaţiilor plastice necesită adoptarea unei descrieri incrementale a
legilor de curgere plastică. Pe de altă parte, dezvoltarea tehnicii de calcul permite abordarea numerică
a problemelor complexe formulate ı̂n teoria plasticităţii.

Teza de doctorat are drept scop formularea de algoritmi numerici pentru problemele cu date iniţiale
şi la limită ı̂n cadrul constitutiv al elasto-plasticităţii clasice. Sunt reconsiderate acele probleme ı̂n care
există omisiuni, au fost parţial formalizate sau nu au fost corect formulate. Lucrarea este structurată
pe patru capitole, la care se adaugă bibliografia.

În Paragraful 1.1 al primului capitol sunt descrise succint modelele elasto-plastice cu ecruisare mixtă
de tip Prager şi de tip Armstrong-Frederick, precum şi modelul elasto-plastic cu ecruisare izotropă. În
Paragraful 1.2 este descrisă problema cu date iniţiale şi pe frontieră scrisă ı̂n viteze, asocită modelului
elasto-plastic cu ecruisare mixtă de tip Prager [16].

Capitolul 2 descrie un Algoritm de tip Simo-Hughes ı̂n elasto-plasticitatea cu ecruisare izotropă.
În [17], metoda aplicată de Simo şi Hughes presupune parcurgerea a trei etape: elastic predictor
pentru starea elastică de ı̂ncercare deci o soluţie de tip elastic; plastic corector ı̂n care consistenţa
este restabilită prin algoritmul de revenire pe suprafaţa de plasticitate şi ı̂n final construcţia tenso-
rului coeficienţilor elasto-plastici tangenţi. În Paragraful 2.1. este formulată problema matematică
a modelului elasto-plastic cu ecruisare izotropă. Problema variaţională discretă şi aplicarea metodei
elementului finit sunt descrise ı̂n Paragraful 2.2. Algoritmul metodei radiale de revenire este prezentat
ı̂n Paragraful 2.3.

Capitolul 3 are ca obiect prezentarea de Algoritmi de tip Simo-Hughes modificaţi ı̂n elasto-
plasticitatea de tip Prager cu stare plană de tensiune. În Paragraful 3.1. este descrisă problema elasto-
plastică cu ecruisare mixtă de tip Prager şi stare plană de tensiune, ı̂n cadrul constitutiv clasic specific
micilor deformaţii. În problema propusă, componenta normală a deformaţiei ε33 şi a deformaţiei
plastice εp33 nu sunt omise ı̂n cadrul modelului. Se modifică expresia factorului plastic λ(r), precum şi
expresia tensorului coeficienţilor elasto-plastici tangenţi Eep prin aplicarea algoritmului metodei radiale
de revenire. Algoritmul general de rezolvare a problemei realizează cuplarea dintre metoda radială de
revenire şi metoda elementului finit. Prin particularizare, cazul variabilei cinematice de ecruisare α
zero, se studiază ı̂n Paragraful 3.2 modele cu ecruisare izotropă ı̂n spaţiul tensiunilor plane.

Capitolului 4 introduce inegalităţile variaţionale ı̂n elasto-plasticitatea cu ecruisare de tip Arm-
strong-Frederick [1] cazul micilor deformaţii. Se introduce inegalitatea care se formulează la un moment
generic de timp, pornind de la ecuaţia de echilibru derivată şi cuplată cu reformularea condiţiilor de
tip Kuhn-Tucker şi consistenţa printr-o inegalitate scalară. Formularea problemei cu date iniţiale şi
la limită scrisă ı̂n viteze asociată modelului elasto-plastic cu ecruisare de tip Armstrong-Frederick
este realizată ı̂n Paragraful 4.1. Inegalitatea variaţională discretă şi aproximarea internă a acesteia
prin elemente finite este descrisă ı̂n paragraful următor. În final se asociază funcţionala care permite
determinarea prin punctele de minim a soluţiilor inegalităţii variaţionale. În ultimul paragraf s-a
analizat modul ı̂n care se formulează inegalitatea variaţională ı̂n cazul stării de tensiune plană, prin
reformularea problemei de inegalitate variaţională cuplată cu algoritmul specific de actualizare.
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Capitolul 1. Problema elasto-plastică cu
ecruisare mixtă

Vom introduce modelele elasto-plastice pornind de la formele de reprezentare ale variabilelor interne
de stare ı̂n cazul ecruisării izotrope şi mixte. Distingem modelele elasto-plastice cu ecruisare mixtă de
tip Prager [16] şi de tip Armstrong-Frederick [1]. În Paragraful 1.2. este descrisă problema cu date
iniţiale şi pe frontieră scrisă ı̂n viteze, asocită modelului elasto-plastic cu ecruisare mixtă de tip Prager
[16].

1.1. Modele constitutive ı̂n elasto-plasticitatea cu mici deformaţii

Ipotezele specifice modelelor elasto-plastice cu mici deformaţii se pot găsi ı̂n Cleja-Ţigoiu şi Cris-
tescu [7]. Pentru istoricul şi evoluţia conceptelor ce intervin ı̂n ecuaţiile constitutive se pot urmări
Simo şi Hughes [17]. Modelele elasto-plastice descrise ı̂n acest paragraf sunt cele propuse de Prager
[16] sau Armstrong şi Frederick [1]. Prin particularizarea modelului Armstrong-Frederick se obţine
modelul Prager. Diferite reprezentări pentru funcţia de plasticitate (sau condiţia de ecruisare) pot fi
găsite ı̂n Simo şi Hughes [17] sau Chaboche [3].

Fie Ω ⊂ R3 domeniul ocupat de corpul elasto-plastic. Fie punctele materiale x ∈ Ω şi momentul
de timp t ∈ I, unde intervalul de timp I = [0, T ] ⊂ R+. Vom nota cu Ω ı̂nchiderea domeniului
Ω, Sim spaţiul tensorilor simetrici şi cu Sim0 spaţiul tensorilor simetrici de urmă nulă. Introducem
următoarele notaţii:

u : Ω× I → R3 vectorul deplasării;
σ : Ω× I → Sim tensorul tensiunii;
α : Ω× I → Sim0 variabila cinematică de ecruisare;
k : Ω× I → R variabilă izotropă de ecruisare,
Vom prezenta câteva tipuri de modele elasto-plastice, modele ce vor fi utilizate ı̂n formularea pro-

blemelor cu date iniţiale şi la limită.

A. Modelul elasto-plastic cu ecruisare mixtă de tip Prager [16]

Propoziţia 1.1. Modelul tridimensional elasto-plastic cu ecruisare mixtă de tip Prager este descris
de următorul sistem diferenţial:

σ̇ = E ε̇− ⟨β⟩
h
H(F) 1

Hk + σY
E(σ′ − α)

ε̇p =
⟨β⟩
h
H(F) 1

Hk + σY
(σ′ − α)

α̇ =
⟨β⟩
h
H(F) C

Hk + σY
(σ′ − α)

k̇ =
⟨β⟩
h
H(F)

unde (1)


F(σ, α, k) =

∥∥∥σ′ − α
∥∥∥−√

2

3
[Hk + σY ]

β =
1

Hk + σY
E(σ′ − α) · ε̇

h =
1

(Hk + σY )2
(σ

′ − α) · E(σ′ − α) + C +

√
2

3
H

(2)

ı̂n ipoteza că h > 0 cu H, C şi σY constante de material.
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B. Modelul elasto-plastic cu ecruisare izotropă [17]

Observaţia 1.1. Dacă ı̂n cadrul modelului de mai sus, considerăm variabila cinematică de ecrui-
sare α nulă, atunci modelul elasto-plastic este cu ecruisare izotropă.

Propoziţia 1.2. Modelul tridimensional elasto-plastic cu ecruisare izotropă este descris de următorul
sistem diferenţial: 

σ̇ = E ε̇− ⟨β⟩
h
H(F) 1

Hk + σY
Eσ′

ε̇p =
⟨β⟩
h
H(F) 1

Hk + σY
σ′

k̇ =
⟨β⟩
h
H(F)

unde (3)


F(σ, k) =

∥∥∥σ′
∥∥∥−√

2

3
[Hk + σY ]

β =
1

Hk + σY
Eσ′ · ε̇

h =
1

(Hk + σY )2
σ

′ · Eσ′
+

√
2

3
H

(4)

ı̂n ipoteza că parametrul de ecruisare h > 0, iar H şi σY sunt constante de material.
C. Modelul elasto-plastic cu ecruisare mixtă de tip Armstrong- Frederick [1], [3]
Propoziţia 1.3. Modelul tridimensional elasto-plastic neliniar cu ecruisare mixtă de tip Armstrong-

Frederick este descris de următorul sistem diferenţial:

σ̇ = E ε̇− ⟨β⟩
h
H(F)3

2

1

Q(1− e−bk) + σY
E(σ′ − α)

ε̇p =
⟨β⟩
h
H(F)3

2

1

Q(1− e−bk) + σY
(σ′ − α)

α̇ =
⟨β⟩
h
H(F)

(
C
3

2

1

Q(1− e−bk) + σY
(σ′ − α)− γα

)
k̇ =
⟨β⟩
h
H(F)

unde (5)


F(σ, α, k) = 3

2

∥∥∥σ′ − α
∥∥∥− [Q(1− e−bk) + σY ]

β =
3

2

1

Q(1− e−bk) + σY
E(σ′ − α) · ε̇

h =
3

2

1

(Q(1− e−bk) + σY )2
(σ

′ − α) · E(σ′ − α) + C − γ
3

2

1

Q(1− e−bk) + σY
(σ

′ − α) · α+Qbe−bk

(6)
ı̂n ipoteza că parametrul de ecruisare h > 0, cu Q, b, C, γ, σY constante de material.

Observaţia 1.2. Dacă ı̂n expresia ecuaţiei constitutive a variabilei cinematice de ecruisare se
consideră γ = 0, atunci modelul de mai sus coincide cu modelul lui Prager.

1.2. Problema elasto-plastică cu date iniţiale şi la limită

În acest paragraf vom prezenta teorema ı̂n care se descrie forma slabă a ecuaţiei de echilibru pentru
problema cvasistatică cu date iniţiale şi pe frontieră scrisă ı̂n viteze asociată modelului elasto-plastic
cu ecruisare mixtă de tip Prager descris la Punctul A. Fie Ω ⊂ R3 cu frontiera Lipschitz continuă
∂Ω = Γ. Frontiera corpului este descompusă ı̂n două părţi Γu şi Γσ, cu Γ̄u ∪ Γ̄σ = Γ şi Γu ∩ Γσ = ∅.
Fie n normala exterioară frontierei ∂Ω, iar b : Ω× I → R3 reprezintă forţele masice.
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Problema P1. Fie date funcţiile b, f, g : Ω × I → R3. Să se determine funcţiile σ, εp, α şi k
definite pe Ω× I care satisfac sistemul de ecuaţii de tip diferenţial:

σ̇ = Eε(u̇)− E ⟨β⟩
h

∂σF H(F)

ε̇p =
⟨β⟩
h

∂σF H(F)

α̇ =
⟨β⟩
h

C∂σF H(F)

k̇ =
⟨β⟩
h
H(F)

(7)

ı̂n ipoteza că h > 0, unde 

F(σ, α, k) =
∥∥∥σ′ − α

∥∥∥− F (k)

∂σF =
σ′ − α

∥σ′ − α∥
β = ∂σF · Eε(u̇)
h = ∂σF · E ∂σF + C +

√
2
3H

(8)

şi problema cvasistatică cu date iniţiale şi la limită scrisă ı̂n viteze:
divσ̇ + ḃ = 0 pe Ω× I
u(0) = u0, σ(0) = σ0, ε(0) = ε0
εp(0) = εp0, α(0) = α0, k(0) = k0
σ̇n = ḟ pe Γσ × I
u̇ = ġ pe Γu × I

(9)

Definim spaţiul vitezelor admisibile, la fiecare moment de timp t:

Vad(t) =
{
w ∈ L2(Ω);

∂w

∂x
∈ L2(Ω), w|Γu

= ġ

}
⊂

(
H1(Ω)

)3
(10)

unde L2(Ω) este spaţiul funcţiilor pătratice integrabile pe Ω, iar H1(Ω) este spaţiul Sobolev.
Teorema 1.1. La fiecare moment de timp t, deplasarea u : Ω× I → R3 satisface egalitatea:∫

Ω

Eepε(u̇) · ε(w)dx = L (w) , ∀w ∈ Vad (11)

unde funcţionala liniară L(·) : Vad → R este dată de:

L (w) =

∫
Γσ

f · wdΓ +

∫
Γu

σn · gdΓ +

∫
Ω

b · wdx. (12)

Tensorul coeficienţilor elasto-plastici tangenţi Eep este dat de relaţia:

Eep =

{
E , dacă H(F) = 0

E − 1

h
(E∂σF ⊗ E∂σF) dacă H(F) = 1

(13)

dar doar ı̂n ipoteza pentru care nu se produce nici o descărcare de-a lungul procesului,

∂σF · Eε(u̇) > 0 (14)

adică factorul plastic complementar β este pozitiv.
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Capitolul 2. Algoritmi de tip Simo-Hughes ı̂n
elasto-plasticitatea cu ecruisare izotropă

Rezultatele obţinute ı̂n acest capitol sunt descrise ı̂n [6] ”Cleja- Ţigoiu, S., Stoicuţa N., Raisa
Paşcan, Numerical Approach To Some Problems in Elasto-Plasticity”. Este introdus cadrul constitu-
tiv specific materialelor cu deformaţii finite plastice şi vâsco-plastice. Este formulată problema vâsco-
plastică cazul deformaţiilor finite asociată problemei cu date la limită pentru materiale cu structură
cristalină. În cazul micilor deformaţii este prezentat algoritmul de rezolvare a problemei cvasistatice
ı̂n elasto-plasticitatea cu ecruisare izotropă. Egalitatea variaţională discretă asociată problemei este
rezolvată prin metoda elementului finit. Cu metoda radială de revenire este determinată expresia al-
goritmică a factorului plastic λ şi tensorul coeficienţilor elasto-plastici tangenţi Eep. Soluţiile numerice
reprezentând curbele tensiune-deformaţie au fost obţinute prin simularea numerică ı̂ntr-o problemă de
deformare plană a unei plăci.

În acest capitol este prezentat un algoritm numeric de tip Simo-Hughes pentru rezolvarea problemei
elasto-plastice cu ecruisare izotropă. Modelul este descris ca ı̂n Cleja-Tigoiu şi Cristescu [7]. Modelul
elasto-plastic cu ecruisare izotropă a fost descris ı̂n primul capitol la Punctul B.

Este formulată matematic problema cvasistatică cu date iniţiale şi la limită asociată modelului
elasto-plastic cu ecruisare izotropă. Problema variaţională discretă este prezentată ı̂ntr-o manieră
asemănătoare cu cea din elasticitatea clasică, propusă de Han şi Reddy [14]. Metoda elementului finit
(MEF) este aplicată ca ı̂n Fish şi Belytschko [12]. Asamblarea matricei forţelor interne şi a vectorilor
forţelor externe se va realiza la fel ca ı̂n Hughes [15]. Este aplicat algoritmul metodei radiale de
revenire. Cu acest algoritm se determină modulii algoritmici elasto-plastici tangenţi Eep. Algoritmul
general de rezolvare a problemei propuse este descris la finalul capitolului. Exemplele numerice propuse
ca studiu se realizează prin simulare pentru două placi trapezoidale cu şi fără gaură.

Algoritmul numeric aplicat de Simo şi Hughes ı̂n [17], pentru rezolvarea problemei elasto-plastice
cu ecruisare mixtă este de tip predictor-corector şi presupune parcurgerea a două etape:

- etapa numită Predictor Elastic (Elastic Predictor) pentru starea elastică de ı̂ncercare (Trial Elastic
State). Este specificat incrementul deplasării ı̂n intervalul [tn, tn+1], cu ipoteza că starea ireversibilă
este ı̂ngheţată la valoarea anterioară. Dacă starea elastică de ı̂ncercare este ı̂n interiorul suprafeţei
curente de plasticitate atunci comportamentul este elastic.

- etapa de Corector Plastic. Algoritmul de revenire pe suprafaţa de plasticitate (Plastic Correc-
tor, Return Mapping). Dacă starea elastică de ı̂ncercare este ı̂n exteriorul suprafeţei de plasticitate,
atunci aceasta este luată drept condiţie iniţială la momentul tn pentru care factorul plastic este ne-
nul. Algoritmul de revenire pe suprafaţa de plasticitate realizează consistenţa procesului de deformare
plastică;

- se construiesc modulii algoritmici elasto-plastic tangenti (Algorithmic Elasto-plastic Tangent
Moduli) ca o consecinţă a consistenţei procesului de deformare.

2.1. Formularea matematică a problemei

Vom utiliza convenţiile standard adoptate de Simo şi Hughes [17], prin care vom scrie următorii
tensori sub formă vectorială pentru cazul bidimensional:

σ = [σ11 σ22 2σ12]
T ; ε = [ε11 ε22 2ε12]

T ; εp = [εp11 εp22 2εp12]
T

(15)

Fie Ω ⊂ R2 cu frontiera Lipschitz continuă ∂Ω = Γ. Frontiera corpului este descompusă ı̂n două
părţi Γu şi Γσ, cu Γu ∪ Γσ = Γ̄ şi Γu ∩ Γσ = ∅. Fie n normala exterioară frontierei şi s = σ′ partea
deviatorică a tensorului de tensiune.
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Problema P. Fie date funcţiile b, f, g : Ω → R2. Să se găsească funcţiile u, σ, ε, εp, k definite pe
Ω× [0, T ) care satisfac următorul sistem:

P1 :



F̃(s, k) = ∥s∥ −
√

2
3 [Hk + σY ]

ε̇p = λn

k̇ = λ

λ =
⟨β⟩
h
H(F)

β = n · Eε(u̇)
h = n · En+

√
2
3H

(16)

ı̂mpreună cu ecuaţia constitutivă a tensorului tensiunii

σ = E(ε(u)− εp) (17)

şi problema cvasistatică cu date iniţiale şi la limită:

P2 :


div (σ) + b = 0 pe Ω× I
σn = f pe Γσ × I
u = 0 pe Γu × I
σ(0) = 0, ε(0) = 0, εp(0) = 0, k(0) = 0, u(0) = 0

(18)

Pentru a rezolva numeric Problema P este prezentată formularea variaţională discretizată a pro-
blemei cvasistatice cu date iniţiale şi la limită, care devine una de tip pseudo-elastic. Se aplică metoda
elementului finit la fiecare moment de timp t fixat. În pasul următor se aplică metoda radială de reve-
nire pentru a rezolva Problema P1. La fiecare moment de timp t rezultă o relaţie finită implicită ı̂ntre
valorile curente ale tensiunii, deformaţiei şi a variabilei interne de stare. În aceste condiţii, tensorul
coeficienţilor elasto-plastici tangenţi Eep, poate fi asociat cu modelul. În final vom realiza cuplarea
dintre metoda radială de revenire şi metoda elementului finit.

2.2. Formularea variaţională discretă a problemei şi aplicarea (MEF)

Se consideră o diviziune a intervalului de timp [0, T ] cu t0, t1, ..., tN ı̂n care tn+1 = tn+∆t. Problema
P2 formulată la momentul de timp tn+1 este echivalentă cu următoarea problemă pseudo-elastică:

Problema pseudo-elastică P e
n+1. Să se găsească deplasarea un+1, soluţie a egalităţii variaţionale

discretizate: ∫
Ω

σ(un+1) · ε(wn+1)dx = L(wn+1) , ∀wn+1 ∈ V0had (19)

ı̂n care σ(un+1) este câmpul tensorial dependent de deplasarea un+1, iar V0had este spaţiul finit dimen-
sional al deplasărilor admisibile.

Funcţionala L(wn+1) este dată de:

L (wn+1) =

∫
Γσ

fn+1 · wn+1 dΓ +

∫
Ω

bn+1 · wn+1 dx (20)

În urma aplicării elementului finit egalităţii variaţionale discretizate date de (19), se ajunge la un
sistem neliniar de forma (21) care va fi rezolvat ı̂n necunoscuta ûn+1.

Teorema 2.1. Câmpul discretizat al deplasării ûn+1 se găseşte ca soluţie a sistemului neliniar:

Ĝ (ûn+1) ≡ F int (ûn+1)− F ext
n+1 = 0. (21)

unde F int (ûn+1) este matricea asamblată a forţelor interne obţinută ı̂n urma aplicării elementului
finit, iar F ext

n+1 este vectorul asamblat al forţelor externe.
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2.3. Metoda radială de revenire

Cu ajutorul acestei metode se determină algoritmul de consistenţă şi tensorul coeficienţilor elasto-
plastici tangenţi Eep asociaţi Problemei P1. Pentru fiecare element din reţea e la momentul de timp
tn+1 relaţia (17) devine:

[σ]en+1 = E([εu]
e
n+1 − [εp]en+1) (22)

unde tensorul elastic E corespunde cazului izotrop liniar elastic E = λatrε + 2µaε, cu λa, µa sunt
constantele lui Lamé.

Este aplicată metoda Euler implicită:

[εp]en+1 = [εp]en + [λ∗]en+1

[s]en+1∥∥[s]en+1

∥∥ ;
[k]en+1 = [k]en + [λ∗]en+1

(23)

unde [λ∗]en+1 = [λ]en+1∆t = [λ]en+1 (tn+1 − tn) iar funcţia de plasticitate scrisă la momentul tn+1 este:

F̃
(
[s]en+1, [k]

e
n+1

)
=

∥∥[s]en+1

∥∥− [H [k]en+1 + σY ] (24)

Predictor elastic. Definim starea elastică de ı̂ncercare (Trial state) prin ı̂ngheţarea deformaţiei
plastice la momentul anterior:{

[σ]en+1

}tr
= katr

(
[εu]

e
n+1

)
1+ 2µa

(
[ε′u]

e
n+1 − [εp]en

)
;
{
[s]en+1

}tr
= 2µa

(
[ε′u]

e
n+1 − [εp]en

)
(25)

unde ka este modulul de forfecare, iar 1 este tensorul unitate.
În acestă etapă, tensorul deformaţiei plastice [εp]en+1 şi variabila izotropă de ecruisare [k]en+1 sunt

ı̂ngheţate ca valori anterioare:

[εp]en+1 = [εp]en ; [k]en+1 = [k]en (26)

Corector plastic. Algoritmul de revenire pe suprafaţa de plasticitate. Scopul acestei
etape este acela de a restaura consistenţa. Dacă starea elastică de ı̂ncercare este ı̂n afara suprafeţei
de plasticitate, atunci acesta este luată drept condiţie iniţială pentru soluţia problemei de corector
plastic. Au loc următoarele relaţii:

[σ]en+1 =
{
[σ]en+1

}tr − 2µa [λ
∗]en+1

[s]en+1∥∥[s]en+1

∥∥ ; [s]en+1 =
{
[s]en+1

}tr − 2µa [λ
∗]en+1

[s]en+1∥∥[s]en+1

∥∥ (27)

Factorul plastic [λ∗]en+1 se determină din condiţia discretă de consistenţă şi condiţiile Kuhn -Tucker
discrete:

F̃
(
[s]en+1 , [k]

e
n+1

)
6 0, [λ∗]en+1 > 0, [λ∗]en+1 F̃

(
[s]en+1 , [k]

e
n+1

)
= 0 (28)

Propoziţia 2.1. Au loc următoarele condiţii de ı̂ncărcare/descărcare:

Dacă F tr
({

[s]en+1

}tr
, [k]en

)
≤ 0 atunci

[λ∗]en+1 = 0, [s]en+1 =
{
[s]en+1

}tr
, [εp]en+1 = [εp]en , [k]en+1 = [k]en

Dacă F tr
({

[s]en+1

}tr
, [k]en

)
> 0, atunci factorul plastic algoritmic [λ∗]en+1 este diferit de zero şi se

calculează cu expresia:

[λ∗]en+1 =

∥∥∥{[s]en+1

}tr
∥∥∥− (H [k]en + σY )

H + 2µ
(29)

unde F tr
({

[s]en+1

}tr
, [k]en

)
=

∥∥∥{[s]en+1

}tr
∥∥∥− [H [k]en + σY ] este funcţia de plasticitate test.

Expresia algoritmică a factorului plastic [λ∗]en+1 intervine ı̂n rezolvarea sistemului diferenţial descris
ı̂n Problema (P1).
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Pentru ca algoritmul metodei radiale de revenire să fie complet determinat este necesar să deter-
minăm expresia algoritmică a tensorului coeficinţilor elasto-plastici tangenţi Eep. Acesta intervine ı̂n
algoritmul de aplicare a metodei Newton-Raphson.

Sistemul neliniar (21) va fi rezolvat ı̂n necunoscuta ûn+1 cu metoda Newton-Raphson:

ûj+1
n+1 = ûjn+1 − βj

[
K

(
ûj

n+1

)]−1
Ĝ
(
ûj

n+1

)
(30)

unde βj ∈ (0, 1] , iar Jacobianul funcţiei este dat de următoarea expresie:

[K (ûn+1)] =
nel
A
e=1

[∫ 1

−1

∫ 1

−1

[
(Be(ξ, η))T [Eep]en+1B

e(ξ, η) |Je(ξ, η)|
]
dξdη

]
(31)

unde Be este matricea ale cărei componente sunt derivatele funţiilor de interpolare pe fiecare ele-
ment e din reţea, iar Je este jacobianul prin care se face trecerea de la coordonatele fizice (x1, x2) la
coordonatele naturale (ξ, η).

Tensorul coeficienţilor elasto-plastici tangenţi Eep se calculează din relaţia:

[Eep]en+1 =
∂ [σ]en+1

∂ [ε]en+1

(32)

Propoziţia 2.2. Expresia algoritmică a tensorului coeficienţilor elasto-plastici tangenţi Eep este
exprimată prin:

[Eep]en+1 =

{
E , F tr ≤ 0
ka1⊗ 1+ 2µa [θ1]

e
n+1 Idev − 2µa [θ2]

e
n+1 [n]

e
n+1 ⊗ [n]en+1 , F tr > 0

(33)

[θ1]
e
n+1 = 1− [λ∗]en+1

2µa∥∥∥{[s]en+1

}tr
∥∥∥ ; [θ2]

e
n+1 =

2µa

H + 2µa
−

2µa[λ
∗]en+1∥∥∥{[s]en+1

}tr
∥∥∥ (34)

unde Idev := I − 1/31⊗ 1 este tensorul deviator.
În continuare vom prezenta algoritmul metodei radiale de revenire:{

[σ]e,j+1
n+1 , [εp]e,j+1

n+1 , [k]e,j+1
n+1

}
= RadialReturn

{
ue,jn+1, [ε

p]en , [k]
e
n

}
(35)

1. calculăm tensiunea elastică de ı̂ncercare pentru deformaţia [εu]
e,j+1
n+1 = [B]e ue,jn+1 prescrisă{

[s]e,j+1
n+1

}tr
= 2µa

(
[ε′u]

e,j+1
n+1 − [εp]en

)
;
{
[σ]e,j+1

n+1

}tr
= katr

(
[εu]

e,j+1
n+1

)
1 +

{
[s]e,j+1

n+1

}tr

2. se verifică condiţia de plasticitate pentru F tr,j+1
n+1 = F tr

({
[s]e,j+1

n+1

}tr
, [k]en

)
:

ET1. Dacă F tr,j+1
n+1 ≤ 0 atunci

• pas elastic

[σ]e,j+1
n+1 =

{
[σ]e,j+1

n+1

}tr
; [εp]e,j+1

n+1 = [εp]en; [k]
e,j+1
n+1 = [k]en; [Eep]

e,j+1
n+1 = E

Altfel

• pas plastic: se trece la pasul 3

Sfârşit ET1.
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3. metoda radială de revenire{
[n]e,j+1

n+1

}tr
=

{
[s]e,j+1

n+1

}tr∥∥∥∥{[s]e,j+1
n+1

}tr
∥∥∥∥ ; [k]e,j+1

n+1 = [k]en + [λ∗]e,j+1
n+1

[λ∗]e,j+1
n+1 =

∥∥∥∥{[s]e,j+1
n+1

}tr
∥∥∥∥− (H[k]en + σY )

H + 2µa

[s]e,j+1
n+1 =

{
[s]e,j+1

n+1

}tr
− 2µa [λ

∗]e,j+1
n+1

{
[n]e,j+1

n+1

}tr

[σ]e,j+1
n+1 =

{
[σ]e,j+1

n+1

}tr
− 2µa [λ

∗]e,j+1
n+1

{
[n]e,j+1

n+1

}tr
;

[εp]e,j+1
n+1 = [εp]en + [λ∗]e,j+1

n+1

{
[n]e,j+1

n+1

}tr

[θ1]
e
n+1 = 1− [λ∗]e,j+1

n+1

2µa∥∥∥∥{[s]e,j+1
n+1

}tr
∥∥∥∥ ;

[θ2]
e
n+1 =

2µa

H + 2µa
−

2µa[λ
∗]e,j+1
n+1∥∥∥∥{[s]e,j+1

n+1

}tr
∥∥∥∥

[Eep]e,j+1
n+1 = ka1⊗ 1+ 2µa [θ1]

e
n+1 Idev − 2µa [θ2]

e
n+1 [n]

e,j+1
n+1 ⊗ [n]e,j+1

n+1

Revenire

Algoritmul general de rezolvare al Problemei P :

1. iniţializăm vectorii n = 0; [û]01 = 0; [εp]0 = 0; [k]0 = 0;

2. se execută o buclă iterativă cu referire la variabila de indexare n, n = 0, N cu N fixat, ı̂n vederea
incrementării timpului cu pasul ∆t, t0 = 0 ;

2.1. se execută o buclă iterativă cu referire la variabila de indexare j, j = 0, 1, .., ı̂n vederea
implementării metodei Newton-Raphson;

2.2. se execută o buclă iterativă cu referire la numărul de elemente din reţea

• vectorii locali [û]e,jn+1 , [ε
p]en şi [k]en sunt extraşi din vectorii globali [û]jn+1 , [ε

p]n , [k]n ;

• este aplicată prodedura Algoritm radial de revenire;

• este calculată matricea locală Jacobi, precum şi vectorii locali ai forţelor interne şi
externe, după care se trece la asamblarea acestora pe fiecare element;

• deplasările ûj+1
n+1 sunt determinate cu metoda Newton-Raphson:

ûj+1
n+1 = ûjn+1 − βj [∆û]jn+1 ; [∆û]jn+1 =

[
K

(
ûjn+1

)]−1
G
(
ûj

n+1

)
;

• eroarea metodei: [ERR]jn+1 =
[∆û]jn+1

/∥∥∥ûjn+1

∥∥∥ Dacă [ERR]jn+1 < TOL

ûn+2 ← ûj+1
n+1; [εp]n+1 = [εp]j+1

n+1 ; [k]n+1 = [k]j+1
n+1 ; [σ]n+1 = [σ]j+1

n+1 ;
Revenire
Altfel j ← j + 1 salt la 2.2.
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Exemplul 2.1. Vom alege o placă trapezoidală, pentru care marginea stângă este fixată, iar
marginea de jos şi cea din dreapta sunt libere de tensiuni, adică f = 0. Tracţiunea f = 50 sin t este
aplicată pe marginea orizontală de sus, forţele interne fiind nule b = 0.

În placa trapezoidală cu gaură, vom face o gaură cu raza de 20 mm. Factorul de scală utilizat ı̂n
reprezentările graficelor este 5 pentru ambele plăci.

Pentru a realiza discretizarea reţelei, atât placa fără gaură cât şi cea cu gaură au fost ı̂mpărţite ı̂n
2500 elemente, fiecare element având patru noduri, numărul total de noduri din reţea fiind de 2601.

Distribuţia tensiunii Mises, notată σMises =
√

σ2
11 + σ2

22 + 2σ2
12, este reprezentată la aceleaşi mo-

mente de timp t ca ı̂n figurile anterioare.
Materialul ales pentru realizarea simulării este oţel DP 600 [2]:{

E = 182000 [MPa] ;σY = 349, 4 [MPa] ν = 0, 3; H = 1194[MPa]
}

(36)

Figura 1: Distribuţia tensiunii σ11 pentru placa fără gaură la t = 1.5 şi t = 4.7, care corespunde
maximului şi minimului forţei aplicate f - ecruisare izotropă

Figura 2: Graficele tensiunilor σ11 ı̂n raport cu deformaţiile ε11 reprezentate ı̂n nodurile 6 şi 2556
pentru placa fără gaură - ecruisare izotropă
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Figura 3: Graficele deformaţiilor ε33 şi ale deformaţiilor plastice εp33 ı̂n raport cu timpul, reprezentate
ı̂n nodurile 6 şi 2556 pentru placa fără gaură - ecruisare izotropă

Figura 4: Distribuţia tensiunii σ11 pentru placa cu gaură la t = 1.5 şi t = 4.7, care corespunde
maximului şi minimului forţei aplicate f - ecruisare izotropă

Figura 5: Graficele tensiunilor σ11 ı̂n raport cu deformaţiile ε11 reprezentate ı̂n nodurile 6 şi 2556
pentru placa cu gaură- ecruisare izotropă
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Figura 6: Graficele deformaţiilor ε33 şi ale deformaţiilor plastice εp33 ı̂n raport cu timpul, reprezentate
ı̂n nodurile 6 şi 2556 pentru placa cu gaură - ecruisare izotropă

2.4. Concluzii

• Este descrisă problema cvasistatică elasto-plastică cu date iniţiale şi la limită asociată
modelului elasto-plastic cu ecruisare izotropă;

• Se realizează simularea numerică a comportamentului unei placi trapezoidale fără gaură şi cu
gaură, supusă la o ı̂ncărcare periodică aplicată pe latura orizontală şi ı̂ncastrată pe latura verti-
cală. În particulele materiale fixate se reprezintă curbele ciclice tensiune-deformaţie ce descriu
răspunsul materialului deformat elasto-plastic;

• În cazul procesului de tracţiune al ı̂ncărcării ciclice, la placa trapezoidală fără gaură, tensiu-
nile maxime σmax

11 pozitive apar ı̂n colţul din stânga jos a plăcii ı̂n imediata vecinătate a zonei
de ı̂ncastrare, iar tensiunile σmax

11 negative apar ı̂n colţul opus (Fig. 1);

• În cazul procesului de tracţiune la placa cu gaură, tensiunile σmax
11 pozitive şi negative sunt

distribuite atât ı̂n vecinătatea zonei de ı̂ncastrare cât şi ı̂n vecinătatea găurii (Fig. 4);

• În cazul procesului de compresiune, efectele sunt inversate faţă de cele obţinute la tracţiune
atât la placa fără gaură cât şi la placa cu gaură. De asemenea, la placa cu gaură se observă o
concavitate ı̂n deformarea plăcii;

• În urma analizei la oboseală, atât a plăcii fără gaură, cât şi a plăcii cu gaură (Fig. 2 şi 5),
pentru un număr de 3 cicluri cu o frecvenţă de 1/2 π, se observă că tensiunea maximă atinsă la
fiecare ciclu, creşte faţă de ciclul anterior. În acelaşi timp, deformaţiile scad odată cu creşterea
numărului de cicluri, deşi solicitarea la care este supusă placa are amplitudine constantă. Acesta
ı̂nseamnă că şi energia disipată scade;

• În Fig. 3 şi 6, se observă că amplitudinea componentei deformaţiei ε33 şi cea a deformaţiei
plastice εp33 scade ı̂n timp.

13



Capitolul 3. Algoritmi de tip Simo-Hughes
modificaţi ı̂n elasto-plasticitatea de tip Prager

cu stare plană de tensiune

Rezultatele prezentate ı̂n acest capitol au fost trimise spre publicare ı̂n [10] ”Cleja- Ţigoiu, S.,
Stoicuţa N., Revisited Simo algorithm for the plane stress state”. Principalul rezultat original
obţinut este algoritmul modificat de rezolvare a problemei elasto-plastice cu ecruisare mixtă, construit
pentru stare de tensiune plană asociată cu stare de deformaţie plană generalizată. În Paragraful 3.1.
este considerată problema elasto-plastică cu ecruisare mixtă de tip Prager cu stare plană de tensiune ı̂n
cadrul constitutiv clasic specific micilor deformaţii. În algoritmul propus, se consideră atât componenta
normală a deformaţiei ε33 cât şi componenta deformaţiei plastice εp33, care sunt omise ı̂n modelul
propus de Simo şi Hughes [17]. Se determină expresia algoritmică modificată a factorului plastic
λ(r), şi tensorul coeficienţilor elasto-plastici tangenţi Eep prin aplicarea algoritmului metodei radiale
de revenire modificate. O particularizare a acestei probleme, ı̂n cazul ecruisării izotrope este realizată
ı̂n [8] ”Stoicuţa N., Cleja-Ţigoiu, S., Numerical algorithm for solving the elasto-plastic problem
with isotropic hardening and the plane stress state”, ı̂n rezumatul tezei de doctorat regăsindu-se ı̂n
Paragraful 3.2. al acestui capitol. Este descris algoritmul de rezolvare a problemei elasto-plastice cu
ecruisare izotropă şi stare plană de tensiune. Acesta se obţine prin particularizarea modelului descris
ı̂n Paragraful 3.1., dacă considerăm variabila cinematică de ecruisare α nulă. Exemplele numerice sunt
introduse la finalul fiecărui algoritm.

3.1. Problema elasto-plastică cu ecruisare mixtă de tip Prager, cazul stării plane de
tensiune

Vom considera corpul B ca fiind o placă Ω × [0, hg] cu Ω ⊂ R2 şi hg grosimea plăcii, care este
considerată a fi foarte mică. Notăm cu ∂Ω = Γ frontiera domeniului Ω cu Ω = Ω ∪ ∂Ω. Acesta este
descompusă ı̂n două părţi Γu şi Γσ, cu Γ̄u ∪ Γ̄σ = Γ şi Γu ∩ Γσ = ∅.

Tensorul de tensiune plană şi variabila cinematică de ecruisare α sunt de forma:

σ =

2∑
i,j=1

σijei ⊗ ej , σ ∈ Sim(2); α =

3∑
i,j=1

αijei ⊗ ej , α ∈ Sim (37)

cu σ13 = σ23 = σ33 = 0, σ′ ≡ σ(2) şi α13 = α23 = 0 şi de urmă nulă trα = 0.
Starea de deformaţie generalizată este caracterizată de tensorul micilor deformaţii ε şi are com-

ponenta ε33 nenulă pe direcţia perpendiculară la suprafaţa de plasticitate, aceasta adaugându-se
deformaţiei plane ε(2):

ε = ε(2) + ε33e3 ⊗ e3, ε(2) =

2∑
i,j=1

εijei ⊗ ej , ε(2) ∈ Sim(2). (38)

Modelului elasto-plastic cu ecruisare mixtă de tip Prager a fost descris ı̂n Capitolul 1 la Punctul
A. În acest capitol adaptăm acest model la condiţiile formulate ı̂n spaţiul tensiunilor plane. Vom
utiliza următoarele notaţii:{

s = σ
′

(2); σ
′
33 = −trs; trs = s11 + s22

α̂ = α(2); α33 = −trα̂; trα̂ = α̂11 + α̂22
(39)
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Trecerea de la σ ≡ σ(2) ⊂ Sim(2) la s = σ
′

(2) = Pσ(2) ∈ Sim se poate face cu ajutorul inversei
matricei P , matricea P având următoarea formă:

P =


2/3 −1/3 0 0
−1/3 2/3 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

 , s = Pσ(2) (40)

Problema P. Fie date funcţiile b, f, g : Ω × I → R2. Să se găsească funcţiile u, σ, ε, εp, α şi k
definite pe Ω× [0, T ), care satisfac următorul sistem diferenţial:

(P1)



ε̇p(2) = λ(r) τ√
∥ τ ∥2 +(tr(τ))2

ε̇p33 = −λ(r) tr(τ)√
∥ τ ∥2 +(tr(τ))2

˙̂α = λ(r)C
τ√

∥ τ ∥2 +(tr(τ))2

α̇33 = −λ(r)C
tr(τ)√

∥ τ ∥2 +(tr(τ))2

k̇ = λ(r)

λ(r) =
⟨β⟩
h
H(F̂)

F̂(τ, k) =
√
∥ τ ∥2 +(tr(τ))2 −

√
2
3 [Hk + σY ]

τ = s− α̂

(41)

ı̂mpreună cu ecuaţia constitutivă a tensorului de tensiune de forma:

σ = E(2)(ε(2)(u)− εp(2)), (42)

şi problema cvasistatică cu date iniţiale şi la limită:

(P2)


divσ + b = 0 pe Ω× I
u(0, x) = u0(x), σ(0, x) = σ0(x), ε(0, x) = ε0(x)
εp(0, x) = εp0(x), α(0, x) = α0(x), k(0, x) = k0(x)
σn = f pe Γσ × I
u = 0 peΓu × I

(43)

Pentru a rezolva Problema P la fiecare moment de timp t ∈ [0, T ], pentru orice x ∈ Ω, vom
utiliza soluţia iterativă a problemei cu date iniţiale şi la limită pentru ecuaţia de echilibru discretizată.
Problema variaţională discretă este generată de forma slabă a ecuaţiei de echilibru şi este aplicată me-
toda elementului finit pentru integrarea numerică. Este determinată expresia algoritmică a factorului
plastic λr şi tensorul coeficienţilor elasto-plastici tangenţi Eep. Vom utiliza metoda radială de revenire
propusă de Simo şi Hughes [17] prin aplicarea metodei Euler implicită. Cuplarea metodei radiale de
revenire cu metoda elementului finit se realizează prin intermediul formulării variaţionale discretizate
a problemei cu date iniţiale şi la limită (43). În final, sistemul de ecuaţii neliniare, ı̂n necunoscuta
ûn+1, este rezolvat cu ajutorul metodei Newton-Raphson.

3.1.1. Formularea variaţională discretă şi aplicarea metodei elementului finit

Pentru rezolvarea Problemei (P2), ı̂n primul rând vom discretiza intervalul de timp [0, T ] ı̂n 0 =
t0 < t1 < . . . < tN = T cu tn+1 = tn+∆t şi vom formula la momentul tn+1 problema pseudo-elastică:

Problema P e
n+1. Să se găsească câmpul deplasării un+1, ca soluţie a formulării variaţionale dis-

cretizate: ∫
Ω

E(2)([ε(2)]n+1 − [εp(2)]n+1) · ε(wn+1)dx = L(wn+1) (44)
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iar funcţionala liniară L(wn+1) : V0ad → R este de forma:

L(wn+1) =

∫
Γσ

fn+1 · wn+1dΓσ +

∫
Ω

bn+1 · wn+1dx, ∀wn+1 ∈ V0had (45)

Spaţiul finit dimensional al vitezelor admisibile este definit prin:

V0had =

{
wh ∈ L2(Ω);

∂wh

∂x
∈ L2(Ω) ;wh |Γu = 0

}
(46)

La fiecare iteraţie n + 1 este rezolvată problema pseudo-elastică P e
n+1, unde wn+1 este funcţia

admisibilă asociată iteraţiei n+1. În urma implementării metodei elementului finit, rezultă un sistem
neliniar ı̂n necunoscuta ûn+1.

Teorema 3.1. Câmpul discretizat al deplasării ûn+1 se găseşte ca soluţie a sistemului neliniar:

G (ûn+1) = F int (ûn+1)− F ext
n+1 = 0 (47)

unde F int (ûn+1) este matricea asamblată a forţelor interne obţinută ı̂n urma aplicării elementului
finit, iar F ext

n+1 este vectorul asamblat al forţelor externe.

3.1.2. Metoda radială de revenire cuplată cu metoda Newton-Raphson

Pentru rezolvarea Problemei (P1) vom aplica algoritmul metodei radiale de revenire la fiecare mo-
ment de timp tn+1. Legătura dintre tensiune şi deformaţie este exprimată printr-o ecuaţie implicită,
aplicată la momentul de timp tn+1 şi care depinde de istoria comportamentului ireversibil al materia-
lului.

Ecuaţia constitutivă (42), la momentul de timp tn+1, scrisă pe fiecare element e din reţea, este de
forma:

[σ]en+1 = E(2)([ε(2)]en+1 − [εp(2)]
e
n+1) (48)

unde tensorul E(2) : Sim(2) −→ Sim(2) caracterizează proprietăţile elastice ale materialului şi are
următoarea reprezentare matriceală ı̂n spaţiul tensiunilor plane:

E(2) =



E

1− ν2
ν E

1− ν2
0 0

ν E

1− ν2
E

1− ν2
0 0

0 0
E

1 + ν
0

0 0 0
E

1 + ν


(49)

unde E este modulul lui Yang şi ν coeficientul lui Poisson.
Vom aplica metoda Euler implicită ecuaţiilor din sistemul (41):

[
εp(2)

]e
n+1

=
[
εp(2)

]e
n
+ [λ∗]en+1

[τ ]en+1√
∥ [τ ]en+1 ∥2 +(tr([τ ]en+1))

2
;

[εp33]
e
n+1 = [εp33]

e
n − [λ∗]en+1

tr([τ ]en+1)√
∥ [τ ]en+1 ∥2 +(tr([τ ]en+1))

2
;

[α̂]en+1 = [α̂]en + [λ∗]en+1C
[τ ]en+1√

∥ [τ ]en+1 ∥2 +(tr([τ ]en+1))
2
;

[α33]
e
n+1 = [α33]

e
n − [λ∗]en+1C

tr([τ ]en+1)√
∥ [τ ]en+1 ∥2 +(tr([τ ]en+1))

2

[k]en+1 = [k]en + [λ∗]en+1 ,

(50)
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unde factorul plastic [λ∗]en+1 =
[
λ(r)

]e
n+1

∆t =
[
λ(r)

]e
n+1

(tn+1 − tn), iar funcţia de plasticitate scrisă
la momentul tn+1 este:

F̂
(
[τ ]en+1, [k]

e
n+1

)
=

√∥∥[τ ]en+1

∥∥2 + (tr[τ ]en+1))
2 −

√
2

3
[H

(
[k]en + [λ∗]en+1

)
+ σY ] (51)

În relaţiile de mai sus, s-a notat cu [τ ]en+1 = [s]en+1 − [α̂]en+1.
Elastic predictor. Definim starea elastică de ı̂ncercare care este caracterizată de starea de

ı̂ngheţare a deformaţiei plastice la momentul anterior de timp tn, adică:{
[s]en+1

}tr
= E(2)([ε(2)]en+1 − [εp(2)]

e
n); şi

{
[σ]en+1

}tr
= P−1

{
[s]en+1

}tr
; (52)

Tensorul deformaţiei plastice şi variabile interne de stare sunt ı̂ngheţate ca valori anterioare:

[εp(2)]
e
n+1 = [εp(2)]

e
n, [α̂]en+1 = [α̂]en , [k]en+1 = [k]en ; [ε

p
33]

e
n+1 = [εp33]

e
n , [α33]

e
n+1 = [α33]

e
n (53)

cu [εp33]
e
n = −tr[εp(2)]

e
n şi [α33]

e
n = −tr [α̂]en.

Plastic corector. Algoritmul de revenire pe suprafaţa de plasticitate. Scopul acestei
etape este acela de a restaura consistenţa, deci starea elastică de ı̂ncercare să fie pe suprafaţă. Au loc
următoarele relaţii:

[s]en+1 = {[s]
e
n+1}tr − [λ∗]en+1PE(2)

[τ ]en+1√
∥ [τ ]en+1 ∥2 +(tr([τ ]en+1))

2

[α̂]en+1 = [α̂]en + [λ∗]en+1C
[τ ]en+1√

∥ [τ ]en+1 ∥2 +(tr([τ ]en+1))
2
;

[τ ]en+1 = [s]en+1 − [α̂]en+1

(54)

Expresia algoritmică a factorul plastic [λ∗]en+1 se determină din condiţia de consistenţă discretă şi
condiţiile Kuhn-Tucker discrete:

F̂
(
[τ ]en+1 , [k]

e
n+1

)
6 0, [λ∗]en+1 > 0, [λ∗]en+1 F̂

(
[τ ]en+1 , [k]

e
n+1

)
= 0 (55)

Propoziţia 3.1. Au loc următoarele condiţii de ı̂ncărcare/descărcare:
1. Dacă F̂ tr

n+1 ≤ 0 atunci [λ∗]n+1 = 0 şi[
εp(2)

]e
n+1

=
[
εp(2)

]e
n
, [α̂]en+1 = [α̂]en , [k]en+1 = [k]en ; [εp33]

e
n+1 = [εp33]

e
n , [α33]

e
n+1 = [α33]

e
n;

2. Dacă F̂ tr
n+1 > 0 atunci [λ∗]n+1 ̸= 0 şi deci factorul plastic [λ∗]n+1 este calculat pe suprafaţa de

plasticitate F̂ (τn+1, kn+1) = 0 prin:

[λ∗]en+1 =

√
∥
{
[τ ]en+1

}tr ∥2 +(tr(
{
[τ ]en+1

}tr
))2 −

√
2

3
[H[k]en + σY ]√

2

3
H +

E

3(1− ν)
+ C

(56)

unde F̂ tr
n+1 =

√∥∥τ trn+1

∥∥2 + (tr(τ trn+1))
2 −

√
2

3
[H [k]en + σY ] este funcţia test.

Algoritmul metodei radiale de revenire este complet determinat dacă este determinat tensorul
coeficienţilor elasto-plastici tangenţi Eep. Expresia acestuia intervine ı̂n algoritmul de aplicare a me-
todei Newton-Raphson.

Sistemul de ecuaţii neliniare (47) ı̂n necunoscuta ûn+1 este rezolvat cu metoda Newton-Raphson:

ûj+1
n+1 = ûjn+1 − βj

[
K

(
ûj

n+1

)]−1
G
(
ûj

n+1

)
(57)
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unde βj ∈ (0, 1] , iar K este Jacobianul funcţiei G şi este de forma dată ı̂n (31).
Propoziţia 3.2. În cazul stării de tensiune plană asociată cu starea deformaţiei plane, tensorul

coeficienţilor elasto-plastici tangenţi poate fi exprimat prin următoarea formă modificată:

[Eep]en+1 =

{
E(2) , F̂ tr ≤ 0

E(2)[Θ1]
e
n+1 − [Θ2]

e
n+1{[n]en+1}tr ⊗

(
E(2)P {[n]en+1}tr + {[n⊥]en+1}trE(2)P I(2)

)
, F̂ tr > 0

(58)

[Θ1]
e
n+1 = I4 −

[λ∗]en+1√∥∥{[τ ]en+1}tr
∥∥2 + (tr

{
[τ ]en+1

}tr
)2

PE(2) (59)

[Θ2]
e
n+1 = E(2)

 1√
2
3H + E

3(1−ν) + C
−

[λ∗]en+1√∥∥{[τ ]en+1}tr
∥∥2 + (tr

{
[τ ]en+1

}tr
)2

 . (60)

Ţinând cont de cele de mai sus, putem prezenta ı̂n continuare, algoritmul metodei radiale de
revenire: {

[σ]e,j+1
n+1 , [α]e,j+1

n+1 , [εp]e,j+1
n+1 , [k]e,j+1

n+1

}
= RadialReturn

{
ûe,jn+1, [α]

e
n , [ε

p]en , [k]
e
n

}
(61)

1. calculăm tensiunea elastică de ı̂ncercare :{
[s]e,j+1

n+1

}tr
= E(2)

({[
ε(2)

]e,j+1

n+1

}tr
−

[
εp(2)

]e
n

)
;
{
[σ]e,j+1

n+1

}tr
= P−1

({
[s]e,j+1

n+1

}tr
)

(62)

unde P şi E(2) sunt date de relaţiile (40) şi (49) .

2. verificăm semnul funcţiei de plasticitate{
F̂e,j+1
n+1

}tr
=

√∥∥∥∥{[τ ]e,j+1
n+1

}tr
∥∥∥∥2 + (tr(

{
[τ ]e,j+1

n+1

}tr
))2 −

√
2

3
[H [k]en + σY ]:

ET1. Dacă
{
F̂e,j+1
n+1

}tr
6 0, atunci

• pas elastic:

[σ]e,j+1
n+1 =

{
[σ]e,j+1

n+1

}tr
; [τ ]e,j+1

n+1 =
{
[τ ]en+1

}tr
; [α̂]e,j+1

n+1 = [α̂]en ;
[
εp(2)

]e,j+1

n+1
=

[
εp(2)

]e
n

[α33]
e,j+1
n+1 = [α33]

e
n ; [εp33]

e,j+1
n+1 = [εp33]

e
n ; [k]e,j+1

n+1 = [k]en ; [Eep]e,j+1
n+1 = E(2)

Altfel

• pas plastic: se trece la pasul 3.

Sfârşit

3. metoda radială de revenire{
[τ ]e,j+1

n+1

}tr
=

{
[σ]e,j+1

n+1

}tr
− [α̂]en ;

{
[n]e,j+1

n+1

}tr
=

{
[τ ]e,j+1

n+1

}tr

√∥∥∥∥{[τ ]e,j+1
n+1

}tr
∥∥∥∥2 + (tr (

{
[τ ]e,j+1

n+1

}tr
))2

{
[n⊥]e,j+1

n+1

}tr
=

tr(
{
[τ ]e,j+1

n+1

}tr
)√

∥
{
[τ ]e,j+1

n+1

}tr
∥2 +(tr(

{
[τ ]e,j+1

n+1

}tr
))2

[λ∗]e,j+1
n+1 =

√
∥
{
[τ ]e,j+1

n+1

}tr
∥2 +(tr(

{
[τ ]e,j+1

n+1

}tr
))2 −

√
2

3
[H[k]en + σY ]√

2

3
H +

E

3(1− ν)
+ C
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[σ]e,j+1
n+1 =

{
[σ]e,j+1

n+1

}tr
− [λ∗]e,j+1

n+1 PE(2)
{
[n]e,j+1

n+1

}tr

[α̂]e,j+1
n+1 = [α̂]en + [λ∗]e,j+1

n+1 C
{
[n]e,j+1

n+1

}tr
; [α33]

e,j+1
n+1 = [α33]

e
n − [λ∗]e,j+1

n+1 C
{
[n⊥]e,j+1

n+1

}tr
;[

εp(2)

]e,j+1

n+1
=

[
εp(2)

]e
n
+ [λ∗]e,j+1

n+1

{
[n]e,j+1

n+1

}tr
; [εp33]

e,j+1
n+1 = [εp33]

e
n − [λ∗]e,j+1

n+1

{
[n⊥]e,j+1

n+1

}tr

[k]e,j+1
n+1 = [k]en + [λ∗]e,j+1

n+1 ; [s]e,j+1
n+1 = P [σ]e,j+1

n+1

[Θ1]
e
n+1 = I4 −

[λ∗]e,j+1
n+1√∥∥∥{[τ ]e,j+1

n+1 }tr
∥∥∥2 + (tr [τ ]e,j+1

n+1 }tr)2
PE(2)

[Θ2]
e
n+1 = E(2)

 1√
2

3
H +

E

3(1− ν)
+ C

−
[λ∗]e,j+1

n+1√∥∥∥∥{[τ ]e,j+1
n+1

}tr
∥∥∥∥2 + (tr (

{
[τ ]e,j+1

n+1

}tr
))2


[Eep]en+1 = E(2)[Θ1]

e
n+1 − [Θ2]

e
n+1

{
[n]e,j+1

n+1

}tr
⊗

(
E(2)P

{
[n]e,j+1

n+1

}tr
+

{
[n⊥]e,j+1

n+1

}tr
E(2)P I(2)

)
Revenire

3.1.3. Algoritmul general de rezolvare al Problemei P

1. iniţializăm vectorii n = 0; [û]0 = 0; [εp]0 = 0; [α]0 = 0; [k]0 = 0;

2. se execută o buclă iterativă cu referire la variabila de indexare n, n = 0, N cu N fixat, ı̂n vederea
incrementării timpului cu pasul ∆t, t0 = 0 ;

2.1. se execută o buclă iterativă cu referire la variabila de indexare j, j = 0, 1, .., ı̂n vederea
implementării metodei Newton-Raphson;

2.2. se execută o buclă iterativă cu referire la numărul de elemente din reţea

• vectorii locali ûjn+1, [ε
p]en , [α]

e
n şi [k]en sunt extraşi din vectorii globali ûjn+1, [ε

p]n , [αn],
[k]n;

• este aplicată procedura Algoritm radial de revenire;

• este calculată matricea locală Jacobi, precum şi vectorii locali ai forţelor interne şi
externe, după care se trece la asamblarea acestora pe fiecare element;

• deplasările ûj+1
n+1 sunt determinate cu metoda Newton-Raphson

ûj+1
n+1 = ûjn+1 − βj [∆û]jn+1 ; [∆û]jn+1 =

[
K

(
ûjn+1

)]−1
G
(
ûj

n+1

)
;

• eroarea metodei: [ERR]jn+1 =
[∆û]jn+1

/∥∥∥ûjn+1

∥∥∥
Dacă [ERR]jn+1 < TOL

ûn+2 ← ûj+1
n+1; [ε

p]n+1 = [εp]j+1
n+1 ; [k]n+1 = [k]j+1

n+1 ; [σ]n+1 = [σ]j+1
n+1 ; [α]n+1 = [α]j+1

n+1 ;
Revenire
Altfel j ← j + 1 salt la 2.2.
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Exemplul 3.1. Pentru acest exemplu, considerăm aceeaşi placă fără gaură şi cu gaură descrisă
ı̂n capitolul anterior. Forţa aplicată este f = 50sin(t). Materialul ales pentru realizarea simulării este
oţel DP 600 , parametrii materialului ı̂n acest caz au valorile [2]:{

E = 182.000 [MPa] ;σY = 349, 4 [MPa] ; ν = 0, 3;C = 17.400[MPa] ; H = 1194[MPa]
}

În continuare sunt reprezentate atât distribuţiile componentelor tensiunilor plane şi Mises pen-
tru placa cu gaură, cât şi graficele tensiunii σ11 ı̂n raport cu deformaţia ε11 şi graficele componentei
deformaţiei totale ε33 şi ale componentei deformaţiei plastice εp33 ı̂n nodurile alese ı̂n zona de ı̂ncastrare.

Pentru a arăta eficienţa algoritmului descris mai sus, de rezolvare a problemei cvasistatice cu date
iniţiale şi la limită asociată modelului elasto-plastic cu ecruisare mixtă de tip Prager şi stare de ten-
siune plană, ı̂n cazul plăcii cu gaură, vom considera alte două puncte materiale alese ı̂n jurul găurii,
reprezentate prin nodurile 207 şi 1225, la fel ca ı̂n Cleja-Ţigoiu şi Stoicuţa [9].

În articol este pusă ı̂n evidenţă eficienţa algoritmului Simo-Hughes modificat faţă de algoritmul
propus de Simo şi Hughes [17]. Sunt realizate teste ciclice obţinute prin solicitări la ı̂ntindere şi
compresiune pentru placa fără gaură şi cu gaură. Graficele ce descriu curbele tensiune - deformaţie
realizate pentru patru puncte materiale, doua alese ı̂n colţuri opuse aproape de zona de ı̂ncastrare şi
două situate ı̂n partea de sus şi jos a găurii plăcii trapezoidale, sunt reprezentate pentru ambele metode
supuse analizei.

În [9], ı̂n nodurile din jurul găurii, ı̂n urma comparării reprezentărilor grafice s-a observat că va-
lorile tensiunilor şi ale deformaţiilor sunt mai mari ı̂n cazul soluţiei cu stare de tensiune plană decât
cele obţinute prin soluţia Simo-Hughes. O altă concluzie desprinsă este aceea că efectele componentei
deformaţiei ε33 sunt mult mai bine puse ı̂n evidenţă ı̂n nodurile din jurul găurii decât ı̂n cele din zona
de ı̂ncastrare. Tot ı̂n aceste noduri (din jurul găurii), se vad foarte bine diferenţele soluţiile celor doi
algoritmi.

În rezumatul tezei, ı̂n cele două noduri alese de o parte şi de cealaltă a găurii, vom reprezenta
graficele tensiunii σ11 ı̂n raport cu deformaţia ε11, respectiv a tensiunii σ22 ı̂n raport cu deformaţia
ϵ22.

Pentru a se observa mult mai bine ciclurile obţinute ı̂n reprezentările curbelor de tensiune-deformaţie,
vom considera că intervalul de timp ales este t ∈ [0, 40].

Vom face astfel comparaţii ı̂ntre soluţiile numerice obţinute cu algoritmul propus de Simo-Hughes
de rezolvare a problemei elasto-plastice cu ecruisare mixtă de tip Prager (roşu), respectiv cu algoritmul
propus ı̂n primul paragraf al acestui capitol, numit algoritm de tip Simo-Hughes modificat (albastru)
(Fig. 13 şi 14).

Pentru placa fără gaură, ı̂n nodurile alese ı̂n jurul găurii, soluţie găsită este una elastică . În placa
cu gaură, valorile mai mari pentru tensiuni, respectiv deformaţii sunt ı̂n general date de soluţia nu-
merică Simo-Hughes modificată faţă de soluţia Simo-Hughes pentru punctele materiale alese aproape
de gaură, a se vedea Fig. 13 şi 14.

Diferenţele relative ale componentei tensiunii σ11, şi anume
(σ(S)11 − σ11)

σY
, şi diferenţele dintre

componentele deformaţiei ϵ11, adică (ϵ(S)11−ϵ11), ı̂n funcţie de timp sunt reprezentate pentru nodurile
din jurul găurii, ı̂n Fig 15.
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Figura 7: Distribuţia tensiunii σ11 pentru placa fără gaură la t = 1.5 şi t = 4.7, care corespunde
maximului şi minimului forţei aplicate f - ecruisare mixtă de tip Prager şi stare de tensiune plană

Figura 8: Graficele tensiunilor σ11 ı̂n raport cu deformaţiile ε11 reprezentate ı̂n nodurile 6 şi 2556
pentru placa fără gaură - ecruisare mixtă de tip Prager şi stare de tensiune plană

Figura 9: Graficele deformaţiilor ε33 şi ale deformaţiilor plastice εp33 ı̂n raport cu timpul, reprezentate
ı̂n nodurile 6 şi 2556 pentru placa fără gaură - ecruisare mixtă de tip Prager şi stare de tensiune plană
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Figura 10: Distribuţia tensiunii σ11 pentru placa cu gaură la t = 1.5 şi t = 4.7, care corespunde
maximului şi minimului forţei aplicate f - ecruisare mixtă de tip Prager şi stare de tensiune plană

Figura 11: Graficele tensiunilor σ11 ı̂n raport cu deformaţiile ε11 reprezentate ı̂n nodurile 6 şi 2556
pentru placa cu gaură - ecruisare mixtă de tip Prager şi stare de tensiune plană

Figura 12: Graficele deformaţiilor ε33 şi ale deformaţiilor plastice εp33 ı̂n raport cu timpul, reprezentate
ı̂n nodurile 6 şi 2556 pentru placa cu gaură - ecruisare mixtă de tip Prager şi stare de tensiune plană
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Figura 13: Componenta tensiunii σ11 ı̂n raport cu componenta deformaţiei ϵ11, ı̂n nodurile 207 şi 1225
pentru placa cu gaură, reprezentate pentru soluţia Simo-Hughes şi soluţia Simo-Hughes modificată

Figura 14: Componenta tensiunii σ22 ı̂n raport cu componenta deformaţiei ϵ22 ı̂n nodurile 207 şi 1225
pentru placa cu gaură, reprezentate pentru soluţia Simo-Hughes şi soluţia Simo-Hughes modificată

Figura 15: Diferenţele relative ale componentei tensiunii σ11 şi diferenţele componentei deformaţiei
ϵ11 ı̂n nodurile 207 şi 1225 pentru placa cu gaură, reprezentate pentru soluţia Simo-Hughes şi soluţia
Simo-Hughes modificată
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3.1.4. Concluzii

• În acest capitol este descrisă problema cvasistatică elasto-plastică cu date iniţiale şi la
limită asociatămodelului elasto-plastic cu ecruisare mixtă de tip Prager şi stare plană
de tensiune ;

• Sunt determinate expresiile modificate ale factorului plastic λ(r) şi a tensorului coeficienţilor
elasto-plastici tangenţi Eep;

• Acest algoritm poate fi aplicat ı̂n cazul materialelor cu grosime foarte mică. În aceste condiţii,
acest algoritm este unul mult mai simplu şi mult mai rapid de aplicat, decât cel realizat ı̂n cazul
tridimensional;

• Sunt realizate teste ciclice obţinute prin solicitări la tracţiune şi compresiune pentru placa tra-
pezoidală fără gaură şi cu gaură;

• În cazul procesului de tracţiune la placa trapezoidală fără gaură, distribuţiile tensiunilor
σmax
11 , se observă că apar ı̂n vecinătatea zonei de ı̂ncastrare (Fig. 7). Efectele sunt inversate ı̂n

cazul procesului de compresiune;

• În cazul procesului de tracţiune la placa cu gaură, distribuţiile tensiunii σmax
11 se regăsesc

atât ı̂n zona de ı̂ncastrare cât şi ı̂n zona din jurul găurii (Fig. 10).

• Faţă de Fig. 2 şi Fig. 5 din modelul elasto-plastic cu ecruisare izotropă descris ı̂n Capitolul
2, ı̂n Fig. 8 şi 11 se observă foarte bine fenomenul de ecruisare. Datorită prezenţei modulului
cinematic de ecruisare C, panta curbei tensiune-deformaţie creşte ı̂n zona deformaţiilor plastice.
De asemenea, se observă că, ı̂n timp ce lăţimea buclei de histerezis scade, tensiunile σ11 cresc
odată cu creşterea numărului de cicluri. Aceasta ı̂nseamnă că energia disipată scade, ı̂n condiţiile
ı̂n care forţa aplicată are o amplitudine constantă;

• În Fig. 13, se observă că pentru soluţia numerică Simo-Hughes modificată, valorile tensiunii
σ11 şi ale deformaţiei ε11 sunt mai mari decât cele obţinute prin soluţia Simo-Hughes pentru
punctele materiale alese aproape de gaură. De asemenea, ı̂n nodurile din jurul găurii, influenţa
componentei deformaţiei ε33 şi a componentei deformaţiei plastice εp33 se observă mult mai bine
faţă de nodurile din zona de ı̂ncastrare;

• În Fig. 15, diferenţele relative ale componentei tensiunii σ11 au un comportament periodic cu
oscilaţii ce se menţin constante ı̂n jurul originii, amplitudinea absolută a acestora fiind de 0,12
atât ı̂n nodul de jos cât şi ı̂n nodul de sus.

• În ceea ce priveşte diferenţa relativă a componentei deformaţiei ε11, ı̂n nodul de jos din zona
găurii, aceasta are un comportament asemănător cu diferenţele relative ale componentei tensiunii
σ11, amplitudinea absolută fiind de aproximativ 5, 4 · 10−4.

• În nodul de sus, diferenţa relativă a deformaţiei ε11 are un comportament periodic cu oscilaţii
ı̂n jurul originii, ce se amortizezază ı̂n timp. Gradul de amortizare (diferenţa ı̂ntre amplitudinile
a două oscilaţii succesive raportată la valoarea amplitudinii maxime) este de 0,2. Acest lucru ne
arată că viteza de amortizare a oscilaţiilor este una lentă, ceea ce indică că diferenţele deformaţiei
ı̂n nodul de sus, ı̂ncep să fie nesemnificative după un anumit t > 40.

• Faţă de algoritmul propus de Simo-Hughes, algoritmul Simo-Hughes modificat surprinde anumite
fenomene cantitative care ı̂n anumite situaţii practice pot avea o ı̂nsemnătate foarte mare.
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3.2. Problema elasto-plastică cu ecruisare izotropă, cazul stării plane de tensiune

În acest paragraf est descrisă problema cvasistatică elasto-plastică cu date la limită asociată mode-
lului elasto-plastic cu ecruisare izotropă, cazul stării plane de tensiune. De fapt, această problemă este
obţinută prin particularizarea problemei cu ecruisare mixtă descrisă mai sus, dacă variabila cinematică
de ecruisare α este considerată nulă.

Problema P. Fie date funcţiile b, f, g : Ω→ R2. Să se găsească funcţiile u, σ, ε, εp şi k definite pe
Ω× [0, T ) şi care satisfac sistemul de ecuaţii diferenţiale:

(P1) :



ε̇p(2) = λ(r) s√
∥ s ∥2 +(trs)2

ε̇p33 = −λ
(r) trs√

∥ s ∥2 +(trs)2

k̇ = λ(r)

λ(r) =
⟨β⟩
h
H(F̃)

F̃(s, k) =
√
∥ s ∥2 +(tr s)2 −

√
2

3
[Hk + σY ]

s = Pσ,

(63)

ı̂mpreună cu ecuaţia constitutivă a tensorului tensiunii:

σ = E(2)(ε(2) − εp(2)), (64)

şi problema cvasistatică cu date iniţiale şi la limită:

(P2)


divσ + b = 0 pe Ω× I
u(0, x) = u0(x), σ(0, x) = σ0(x),
εp(0, x) = εp0(x), k(0, x) = k0(x)
σn = f pe Γσ × I
u = g pe Γu × I

(65)

Pentru rezolvarea Problemei P se parcurg aceleaşi etape cu cele din paragraful anterior. Formularea
variaţională discretă este definită ı̂n următoarea problemă.

Problem P e
n+1. Să se găsească câmpul deplasării un+1, ca soluţie a formulării variaţionale discrete:∫

Ω

E(2)([ε(2)]n+1 − [εp(2)]n+1) · ε(wn+1)dx = L(wn+1) (66)

iar funcţionala liniară L(wn+1) : V0ad → R este de forma:

L(wn+1) =

∫
Γσ

fn+1 · wn+1dΓσ +

∫
Ω

bn+1 · wn+1dx, ∀wn+1 ∈ V0had (67)

Teorema 3.2. Câmpul discretizat al deplasării ûn+1, se găseşte ca soluţie a sistemului neliniar:

Ĝ (ûn+1) = F int (ûn+1)− F ext
n+1 = 0 (68)

Sistemul de ecuaţii neliniare (68) ı̂n necunoscuta ûn+1 este rezolvat cu metoda Newton-Raphson.
Algoritmul acestei medode este cel dat ı̂n relaţia (57).

La fel ca ı̂n cazul ecruisării mixte şi ı̂n acest caz este aplicată metoda radială de revenire pentru
rezolvarea Problemei P2. Se determină expresia algortimică a factorului plastic şi tensorul coeficienţilor
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elasto-plastici tangenţi. Acesta intervine ı̂n aplicarea algoritmului metodei Newton-Raphson. În final
se realizează cuplarea dintre metoda elementului finit şi metoda radială de revenire.

Fără a intra in amănunte cu privire la etapele parcurse ı̂n cadrul metodei radiale de revenire, acestea
fiind aceleaşi cu cele descrise ı̂n paragraful anterior, vom prezenta ı̂n continuare doar algoritmul acestei
metode: {

[σ]e,j+1
n+1 , [εp]e,j+1

n+1 , [k]e,j+1
n+1

}
= RadialReturn

{
ûe,jn+1, [ε

p]en , [k]
e
n

}
(69)

1. calculăm tensiunea elastică de ı̂ncercare pentru
[
ε(2)

]e,j+1

n+1
= [B]e ûe,jn+1 :{

[s]e,j+1
n+1

}tr
= E(2)

([
ε(2)

]e,j+1

n+1
−

[
εp(2)

]e
n

)
;
{
[σ]e,j+1

n+1

}tr
= P−1

({
[s]e,j+1

n+1

}tr
)

2. verificăm semnul funcţiei de plasticitate{
F̃e,j+1
n+1

}tr
=

√∥∥∥∥{[s]e,j+1
n+1

}tr
∥∥∥∥2 + (tr

{
[s]e,j+1

n+1

}tr
)2 −

√
2
3 [H[k]en + σY ] :

ET1. Dacă
{
F̃e,j+1
n+1

}tr
6 0, atunci

• pas elastic

[σ]e,j+1
n+1 =

{
[σ]e,j+1

n+1

}tr
;
[
εp(2)

]e,j+1

n+1
=

[
εp(2)

]e
n
; [εp33]

e,j+1
n+1 = [εp33]

e
n ; [k]

e,j+1
n+1 = [k]en

Altfel

• pas plastic: se trece la pasul 3

Sfârşit ET1.

3. metoda radială de revenire:{
[n]e,j+1

n+1

}tr
=

{
[s]e,j+1

n+1

}tr

√∥∥∥∥{[s]e,j+1
n+1

}tr
∥∥∥∥2 + (tr

{
[s]e,j+1

n+1

}tr
)2

{
[n⊥]e,j+1

n+1

}tr
=

tr
{
[s]e,j+1

n+1

}tr

√∥∥∥∥{[s]e,j+1
n+1

}tr
∥∥∥∥2 + (tr

{
[s]e,j+1

n+1

}tr
)2

[λ∗]e,j+1
n+1 =

√∥∥∥∥{[s]e,j+1
n+1

}tr
∥∥∥∥2 + (tr

{
[s]e,j+1

n+1

}tr
)2 − (H [k]en + σY )

H +
E

3(1− ν)

[s]e,j+1
n+1 =

{
[s]e,j+1

n+1

}tr
− [λ∗]e,j+1

n+1 PE(2)
{
[n]e,j+1

n+1

}tr
, [σ]e,j+1

n+1 = P−1
{
[s]e,j+1

n+1

}tr

[
εp(2)

]e,j+1

n+1
=

[
εp(2)

]e
n
+ [λ∗]e,j+1

n+1

{
[n]e,j+1

n+1

}tr

[εp33]
e,j+1
n+1 = [εp33]

e
n − [λ∗]e,j+1

n+1

{
[n⊥]e,j+1

n+1

}tr
; [k]e,j+1

n+1 = [k]en + [λ∗]e,j+1
n+1

[Θ1]
e
n+1 = I4 −

[λ∗]e,j+1
n+1√∥∥∥∥{[s]e,j+1

n+1

}tr
∥∥∥∥2 + (tr

{
[s]e,j+1

n+1

}tr
)2

PE(2)
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[Θ2]
e
n+1 = E(2)

 1

H +
E

3(1− ν)

−
[λ∗]e,j+1

n+1√∥∥∥∥{[s]e,j+1
n+1

}tr
∥∥∥∥2 + (tr

{
[s]e,j+1

n+1

}tr
)2


[Eep]n+1 = E(2)[Θ1]

e
n+1 − [Θ2]

e
n+1

{
[n]e,j+1

n+1

}tr
⊗

(
E(2)P

{
[n]e,j+1

n+1

}tr
+

{
[n⊥]e,j+1

n+1

}tr
E(2)P I(2)

)
Revenire

Algoritmul general de rezolvare al Problemei P este acelaşi cu cel descris ı̂n paragraful anterior cu
specificaţia că variabila cinematică de ecruisare este nulă ı̂n acest caz.

Exemplul 3.2. În continuare vom introduce reprezentările grafice obţinute pentru cele două plăci
trapezoidale cu şi fără gaură. Parametrii de material ı̂n acest caz sunt aceeaşi cu cei daţi ı̂n Capitolul
2.

Figura 16: Distribuţia tensiunii σ11 pentru placa fără gaură la t = 1.5 şi t = 4.7, care corespunde
maximului şi minimului forţei aplicate f - ecruisare izotropă cu stare de tensiune plană

Figura 17: Graficele tensiunilor σ11 ı̂n raport cu deformaţiile ε11 reprezentate ı̂n nodurile 6 şi 2556
pentru placa fără gaură- ecruisare izotropă cu stare de tensiune plană
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Figura 18: Graficele deformaţiilor ε33 şi ale deformaţiilor plastice εp33 ı̂n raport cu timpul, reprezentate
ı̂n nodurile 6 şi 2556 pentru placa fără gaură- ecruisare izotropă cu stare de tensiune plană

Figura 19: Distribuţia tensiunii σ11 pentru placa cu gaură la t = 1.5 şi t = 4.7, care corespunde
maximului şi minimului forţei aplicate f - ecruisare izotropă cu stare de tensiune plană

Figura 20: Graficele tensiunilor σ11 ı̂n raport cu deformaţiile ε11 reprezentate ı̂n nodurile 6 şi 2556
pentru placa cu gaură- ecruisare izotropă cu stare de tensiune plană
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Figura 21: Graficele deformaţiilor ε33 şi ale deformaţiilor plastice εp33 ı̂n raport cu timpul, reprezentate
ı̂n nodurile 6 şi 2556 pentru placa cu gaură- ecruisare izotropă cu stare de tensiune plană

3.2.2. Concluzii

• Este descrisă problema cvasistatică elasto-plastică cu date iniţiale şi la limită asociată
modelului elasto-plastic cu ecruisare izotropă cu stăre plană de tensiune;

• Algoritmul de rezolvare a acestei probleme este unul general şi poate fi redus la algoritmul de
rezolvare a problemei elasto-plastice cu ecruisare izotropă (descris ı̂n Capitolul 2), dacă compo-
nenta deformaţiei pe direcţia perpendiculară la plan ε33 este neglijată ı̂n model;

• Se realizează simularea numerică a comportamentului unei placi trapezoidale fără gaură şi cu
gaură, supusă la o ı̂ncărcare periodică aplicată pe latura orizontală şi ı̂ncastrată pe latura verti-
cală. În particulele materiale fixate se reprezintă curbele ciclice tensiune-deformaţie ce descriu
răspunsul materialului deformat elasto-plastic;

• Din graficele distribuţiilor tensiunilor tensiunilor σ11 ı̂n placa fără gaură şi cu gaură, este in-
teresant de remarcat că deşi placa este supusă unei solicitări ciclice cu amplitudine constantă,
zonele ı̂n care tensiunile au intensitate maximă devin din ce ı̂n ce mai mari odată cu creşterea
numărului de cicluri (Fig. 16, respectiv 19);

• Aria buclei de histeresis ı̂n spaţiul tensiune-deformaţie corespunzător unui punct material al
plăcii scade ı̂n timp, ceea ce duce la scăderea amplitudinii deformaţiei, deşi placa este solicitată
ciclic cu forţă de amplitudine constantă (Fig. 17 şi Fig. 20);

• Comparând Fig. 17 şi Fig. 20 pentru modelul Simo-Hughes cu ecruisare izotropă şi stare plană
de tensiune cu cele obţinute ı̂n Capitolul 2 ( Fig. 2 şi Fig. 5), se observă diferenţe destul de
mici ı̂ntre valorile acestora, atât la placa fără gaură cât şi la placa cu gaură ı̂n nodurile alese ı̂n
zona de ı̂ncastrare. La fel ca ı̂n modelul elasto-plastic cu ecruisare mixtă de tip Prager, descris
ı̂n primul paragraf, şi ı̂n acest caz, diferenţele majore ı̂ntre algoritmi, apar ı̂n zona găurii;

• Comparând Figurile 3 şi Fig. 6 din Capitolul 2, cu Figurile 18 şi Fig. 21 din acest capitol, se
observă că, ı̂n nodurile din zona de ı̂ncastrare, deformaţiile ε33 şi deformaţiile plastice εp33 sunt
mai mici, ı̂n cazul modelului elasto-plastic cu ecruisare izotropă şi stare plană de tensiune faţă
de modelul elasto-plastic cu ecruisare izotropă.
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Capitolul 4. Inegalităţi variaţionale ı̂n
elasto-plasticitatea cu ecruisare mixtă de tip

Armstrong-Frederick

Rezultatele originale obţinute ı̂n Capitolul 4 sunt descrise ı̂n [9] ”Variational inequality and nu-
merical algorithm for Armstrong-Frederick elasto-plastic model”. În articol este propusă şi dezvoltată
o altă modalitate de abordare a problemelor cu date la limită ı̂n elasto-plasticitatea cu mici deformaţii.
În acest capitol este considerat modelul constitutiv pentru elasto-plasticitatea cu ecruisare mixtă de
tip Armstrong-Frederick ı̂n cadrul constitutiv specific micilor deformaţii, descris printr-o reprezentare
incrementală. Modelul constitutiv s-a prezentat ı̂n primul capitol la Punctul D. Problema cvasis-
tatică cu date iniţiale şi la limită asocită modelului elasto-plastic, este scrisă ı̂n viteze şi se rezolvă
prin inegalităţi variaţionale. Se formulează inegalitatea variaţională asociată problemei cvasistatice cu
date iniţiale şi la limită la un moment fixat de timp ı̂n necunoscutele u̇, adică viteza de deplasare şi β
factorul plastic complementar. Coeficienţii care intervin ı̂n inegalitatea variaţională sunt dependenţi
de valorile curente ale tensorului tensiune, ale deformaţiei elastice şi plastice, precum şi a variabilelor
interne de stare. Se utilizează procedura iniţiată de Cleja-Ţigoiu şi Matei in [11] de construcţie a in-
egalităţii variaţionale pentru determinarea vitezei şi a factorului plastic la momentul t. Vom formula
un algoritm de actualizare care să permită determinarea stării actuale a procesului de la momentul
t∗ > t prin integrarea ecuaţiilor constitutive de tip diferenţial care caracterizează modelul. Pentru
determinarea soluţiilor inegalităţii variaţionale se asociază o funcţională ale cărei puncte de minim
sunt soluţii ale inegalităţii variaţionale. În Paragraful 4.7. s-a analizat modul ı̂n care se formulează
inegalitatea variaţională ı̂n cazul stării de tensiune plană, prin reformularea problemei de inegalitate
variaţională cuplată cu algoritmul specific de actualizare.

4.1. Formularea matematică a problemei şi inegalitatea variaţională

Fie Ω ⊂ R3 corpul care se deformează la momentul t ∈ I cu I = [0, T ). Presupunem că frontiera
corpului Ω notată ∂Ω = Γ se descompune ı̂n două părţi Γu şi Γσ, cu Γ̄u ∪ Γ̄σ = Γ şi Γu ∩ Γσ = ∅.
Notăm cu n normala exterioară frontierei corpului ∂Ω. Deoarece modelul elasto-plastic cu ecruisare
mixtă de tip Armstrong-Frederick a fost descris ı̂n primul capitol la Punctul B, vom trece direct la
formularea următoarei probleme:

Problema P. Fie date funcţiile b, f, g : Ω→ R3. Să se determine funcţiile σ, εp, α şi k care satisfac
următorul sistem de ecuaţii diferenţiale:

(P1) :



ε̇p = λ
3

2

1

Q(1− e−bk) + σY
(σ′ − α)

α̇ = λ

(
C
3

2

1

Q(1− e−bk) + σY
(σ′ − α)− γα

)
σ̇ = Eε(u̇)− λ

3

2

1

Q(1− e−bk) + σY
E(σ′ − α)

k̇ = λ

unde (70)



F =

√
3

2

∥∥σ′ − α
∥∥− [

Q(1− e−bk) + σY

]
λ =

⟨β⟩
hc
H(F)

β = ∂σF · Eε(u̇)
hc = ∂σF · E∂σF + C − γ∂σF · α+Qbe−bk

∂σF =
3

2

σ′ − α

∥σ′ − α∥

(71)

30



ı̂n ipoteza că parametrul de ecruisare hc > 0 cu Q, b, C, γ, σY constante de material.
Problema cvasistatică cu date iniţiale şi la limită scrisă ı̂n viteze este definită ı̂n:

(P2) :


divσ̇ + ḃ = 0 in Ω× I
u(0) = u0, σ(0) = σ0, ε(0) = ε0
εp(0) = εp0, α(0) = α0, k(0) = k0
σ̇n = ḟ in Γσ × I
u̇ = ġ in Γu × I

(72)

Definim spaţiul vitezelor admisibile, la fiecare moment de timp t:

Vad(t) =
{
w ∈ L2(Ω);

∂w

∂x
∈ L2(Ω), w|Γu

= ġ

}
⊂

(
H1(Ω)

)3
(73)

şi spaţiul tuturor factorilor plastici admisibili, pentru t ∈ I:

Mad(t) = {δ : Ω→ R>0| δ(x) = 0, dacă x ∈ Ω/Ωp, δ(x) > 0, dacă x ∈ Ωp} ⊂ L2(Ω) (74)

Soluţiile problemei formulate mai sus se determină ı̂n spaţiile C1([0, T ], X), cu X ≡ H1(Ω) spaţiul
Hilbert, cu C1([0, T ], X) =

{
w ∈ C([0, T ], X) ; w(1) ∈ C([0, T ], X)

}
, unde prin w(1) s-a notat derivata

de ordinul unu a lui w.
Teorema 4.1. La fiecare moment de timp t ∈ I, viteza câmpului de deplasare u̇ şi factorul plastic

complementar β, satisfac următoarele relaţii:∫
Ω

Eϵ(u̇) · ϵ(w − u̇)dx−
∫
Ωp

E β

hc
∂σF · ϵ(w − u̇)dx =

∫
Ω

ḃ · (w − u̇)dx+

∫
Γσ

ḟ · (w − u̇)dΓσ (75)

−
∫
Ωp

1

hc
(δ − β) ∂σFE · ε(u̇)dx+

∫
Ωp

1

hc
β (δ − β) dx ≥ 0 (76)

pentru ∀w ∈ V0ad(t) şi ∀δ ∈Mad(t).
Definim setul convex K ca fiind spaţiul funcţional K =

{
(w, δ)

∣∣w ∈ V0ad, δ ∈Mad

}
.

Putem formula inegalitatea variaţională pentru problema cvasistatică elasto-plastică. Vom intro-
duce următoarele forme biliniare:

A(u̇, w) =
∫
Ω
Eε(u̇) · ε(w)dx; B(β,w) = −

∫
Ωp

E 1
h
β∂σF · ε(w)dx

BT (u̇, δ) = −
∫
Ωp

1

h
δ∂σF · Eε(u̇)dx; C(β, δ) =

∫
Ωp

1

h
βδdx

(77)

pentru ∀u̇, w ∈ Vad şi ∀δ, β : Ω→ R+.
Utilizând cele patru forme date mai sus, putem defini următoarea formă biliniară şi simetrică

a (·, ·):
a(U,W ) = A(u̇, w) + B(β,w) + BT (u̇, δ) + C(β, δ) (78)

pentru ∀U = (u̇, β) şi ∀W = (w, δ).
Definim, de asemenea, funcţionala liniară L(·):

L(W ) =

∫
Γσ

ḟ · wdΓσ +

∫
Γu

σ̇n · ġdΓu +

∫
Ω

ρ0ḃ · wdx (79)

pentru ∀W = (w, δ), cu ∀w ∈ Vad şi ∀δ ∈Mad.
Teorema 4.2. La fiecare moment de timp, perechea U = (u̇, β) ∈ K satisface inegalitatea

variaţională
a(U,W − U) ≥ L(W − U) ∀W ∈ K (80)
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Dacă forma bilineară a(·, ·) este simetrică şi pozitiv definită, atunci definim funcţionala J : X → R:

J(W ) =
1

2
a(W,W )− L(W ), ∀W ∈ K (81)

Lema 1.1. Fie L(·) : X → R o funcţională liniară şi continuă. U ∈ K este soluţia inegalităţii
variaţionale (80) dacă şi numai dacă:

J(W ) ≥ J(U), ∀W ∈ K (82)

4.2. Formularea variaţională discretă şi aproximarea internă prin elemente finite

Pentru a aplica metoda elementului finit, ı̂n primul rând vom formula inegalitatea variaţională ı̂n
discret. Pentru aceasta, vom diviza intervalul continuu de timp [0, T ] ı̂n secvenţe discrete de timp
t0, t1, ..., tN . Are loc următoarea teoremă:

Problema P1. Să se găsească Un = (u̇n, βn) ∈ Kh
ad ca soluţie a inegalităţii variaţionale discrete:

a(Un,Wn − Un) ≥ L(Wn − Un) ∀Wn ∈ Kh
ad (83)

În urma aproximarii interne a inegalităţii variaţionale discrete dată ı̂n (83) prin elemente finite,
vom avea:

nel∑
e=1

{
ŵeT
n

[∫
Ωe

BeT (x) E Be(x)dx

]
˙̂uen

}
−

nel∑
e=1

{
ŵeT
n

[∫
Ωe

BeT (x) E 1

hec n(x)
∂σFe

n H(Fe
n)dx

]
β̂e
n

}
−

−
nel∑
e=1

{
δ̂eTn

[∫
Ωe

1

hec n(x)
∂σFn

eT ET Be(x) H(Fe
n)dx

]
˙̂uen

}
+

nel∑
e=1

{
δ̂eTn

[∫
Ωe

1

hec n(x)
H(Fe

n)dx

]
β̂e
n

}
≥

nel∑
e=1

{
ŵeT
n

[∫
Ωe

N eT (x)N e(x)
˙̂
ben(x)dx+

∫
Γe
σ

N eT (x)N e(x)
˙̂
fe
n(x)dΓ

e
σ

]}
(84)

unde N e(x) este matricea funcţiilor de interpolare pe fiecare element din reţea, iar Be(x) este matricea
derivatelor funcţiilor de interpolare pe fiecare element din reţea.

Teorema 4.3. Forma bilineară dată de (78), scrisă ı̂n dimensiune finită devine:

a(Ûn, Ŵn) = Ŵ T
n K̂nÛn , ∀Ŵn ∈ Kh, (85)

iar funcţionala lineară scrisă ı̂n formă finită este dată de:

L(Ŵn) = Ŵ T
n R̂n unde (86)

Ŵ T
n =

[
ŵn δ̂n

]
; K̂n =

[
Â B̂n

B̂T
n Ĉn

]
; Ûn =

[
˙̂un
β̂n

]
; R̂n =

[
R̂n

0p×1

]
, p = dim(δ̂Tn ). (87)

Problema P2. Să se găsească Ûn ∈ Kh astfel ı̂ncât:

(Ŵn − Ûn)
T K̂nÛn ≥ (Ŵn − Ûn)

T R̂n , ∀Ŵn ∈ Kh (88)

unde Kh este spaţiul finit dimensional al setului convex K.
Ţinând cont de Teorema 0.7 şi de Lema 0.1, vom introduce funcţionala J(Ŵn) prin:

J(Ŵn) =
1

2
Ŵ T

n K̂nÛn − Ŵ T
n R̂n , ∀Ŵn ∈ Kh (89)
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Problema redusă ı̂n dimensiune finită Problema P3 este echivalentă cu următoarea problemă de
minimizare ı̂n dimensiune finită:

Problema P3. Să se găsească Ûn ∈ Kh astfel ı̂ncât:

J(Ûn) = min J(Ŵn) , ∀Ŵn ∈ Kh (90)

Observaţia 4.1. Cum matricea de rigiditate K̂n este simetrică şi pozitiv definită, problema
redusă ı̂n dimensiune finită este echivalentă cu problema de minimizare ı̂n dimensiune finită şi are
soluţie unică.

4.3. Algoritmul de rezolvare a problemei de minimizare ı̂n dimensiune finită

Cu ajutorul funcţionalei date de relaţia (90), putem determina prin punctele de minim, soluţiile
inegalităţii variaţionale. Cum funcţionala J(Ŵn) este convexă şi de clasă C1, ı̂n cele ce urmează
calculăm derivata funcţionalei J(Ŵn):

∂J(Ŵn)

∂Ŵn

= 0 sau K̂nŴn − R̂n = 0 (91)

Matriceal, egalitatea de mai sus se scrie sub forma:[
Â B̂n

B̂T
n Ĉn

] [
˙̂un
β̂n

]
=

[
R̂n

0p×1

]
sau

{
Â ˙̂un + B̂nβ̂n = R̂n

B̂T
n
˙̂un + Ĉnβ̂n = 0

(92)

Soluţiile ˙̂un adică viteza de deplasare şi β̂n factorul plastic complemetar se obţin ı̂n urma rezolvării
sistemului (92). Acestea sunt de forma:

˙̂un = [Â− B̂n geninv(Ĉn)B̂
T
n ]

−1R̂n

β̂n = −geninv(Ĉn)B̂
T
n [Â− B̂n geninv(Ĉn)B̂

T
n ]

−1R̂n
(93)

unde geninv(Ĉn) = (ĈT
n Ĉn)

−1ĈT
n este inversa matricei Ĉn generalizată.

4.4. Algoritmul de actualizare

Pentru algoritmul de actualizare, vom discretiza diviza intervalul de timp [0, T ] ı̂n secvenţe discrete
t0, t1, ..., tN cu tn+1 = tn −∆t. Pentru rezolvarea sistemului de ecuaţii ı̂n necunoscutele εp, σ, α, k dat
de relaţia (70), ı̂mpreună cu (71), se aplică metoda Euler

[εp]en+1 = [εp]en + [λ∗]en ∂σnFn;
[α]en+1 = [α]en + [λ∗]en (C∂σnFn − γ [α]en) ;
[σ]en+1 = [σ]en + E ([ε]en − [εp]en)
[k]en+1 = [k]en + [λ∗]en

(94)

unde [λ∗]en = [λ]en∆t = [λ]en (tn+1 − tn) cu

[λ]en =
[β]en
[hc]en

H(Fn) (95)

Parametrul de ecruisare [hc]
e
n se determină din relaţia:

[hc]
e
n = ∂σnFnE∂σnFn + C − γ [α]en ∂σnFn + F ′(kn) (96)

iar factorul plastic complementar [β]en a fost determinat ı̂n paragraful anterior.
Funcţia de plasticitate [F ]en este de forma:

[F ]en =

√
3

2
∥[σ]en − [α]en∥ − F (kn) (97)
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4.5. Algoritmul general de rezolvare al Problemei P

1. se iniţializă pentru pasul incremental n = 0, vectorii globali [σ]0 = 0; [εp]0 = 0; [α]0 = 0;
[k]0 = 0, precum şi timpul iniţial t0 = 0 şi timpul final tf = a, a > t0,∀a ∈ R.

2. se execută bucla iterativă pentru n = 0, N , N fixat (este numărul de părţi egale ı̂n care se ı̂mparte
intervalul de timp [t0, tf ] ⊂ R, cu proprietatea că t0 < tf şi tf = tN ). Punctele de diviziune ale
intervalului de timp, se calculează cu ajutorul următoarei soluţii iterative: tn = t0 + nh unde
h =

tf−t0
N pasul metodei;{

[ ˙̂u]n, [β̂]n

}
= Sol.ineg.var {[σ]n ; [ε

p]n ; [α]n ; [k]n , tn}

Algoritmul Sol.ineg.var determină soluţiile inegalităţii variaţionale [ ˙̂u]n şi [β̂]n pentru un tn
fixat, utilizând următoarele formule:

[ ˙̂u]n = [Â− B̂ngeninv(Ĉn)B̂
T
n ]

−1R̂n;

[β̂]n = −geninv(Ĉn)B̂
T
n [Â− B̂ngeninv(Ĉn)B̂

T
n ]

−1R̂n;

3. se execută o buclă iterativă pentru e = 1 la nel, unde nel reprezintă numărul de elemente obţinute
ı̂n urma discretizării ı̂n vederea aplicării metodei elementului finit. În acestă buclă, vectorii locali
[ ˙̂u]en, [β̂]

e
n, [ε

p]en , [α]
e
n, [k]

e
n sunt extraşi din vectorii globali [ ˙̂u]n, [β̂]n, [ε

p]n , [α]n, [k]n, iar apoi este
aplicat algoritmul de actualizare

{
[σ]en+1 , [α]

e
n+1 , [ε

p]en+1 , [k]
e
n+1

}
= Algoritm actualizare

{
[σ]en , [α]

e
n , [ε

p]en , [k]
e
n , [

˙̂u]en, [β̂]
e
n

}
Algoritmul de actualizare detemină vectorii locali [σ]en+1 , [α]

e
n+1 , [ε

p]en+1 , [k]
e
n+1 la mo-

mentul tn+1 pe baza următorului algoritm iterativ expus mai jos. Deoarece fiecare element al
reţelei are patru noduri, ı̂ntregul algoritm este introdus ı̂ntr-o buclă iterativă cu incrementul
i = 1 to 4. Din vectorii locali [σ]en , [α]

e
n , [ε

p]en , [k]
e
n se extrag vectorii corespunzători fiecărui nod

al elementului. Pentru a uşura scrierea, nu vom mai utiliza indicele i pentru fiecare vector.

[F ]en =

√
3

2
∥[σ]en − [α]en∥ −

[
Q(1− e−b[k]en) + σY

]
[n]en =

3

2

[σ]en − [α]en
Q(1− e−b[k]en) + σY

; [k]en+1 = [k]en + [λ∗]en ;

[hc]
e
n = [n]en · E [n]en + C − γ[n]en · [α]en +Qbe−b[k]en ; [λ∗]en =

⟨
[β̂]en

⟩
[hc]en

H([F ]en);

[ε]en = Be[ ˙̂u]en ; [σ]en+1 = katr([ε]
e
n) + 2µ [ε]en − 2µ[λ∗]en[n]

e
n;

[εp]en+1 = [εp]en + [λ∗]en [n]
e
n ; [α]en+1 = [α]en + [λ∗]en (C[n]en − γ [α]en) ;

După executarea celor patru paşi ai buclei for corespunzători fiecărui nod al unui element
al reţelei, se asamblează vectorii locali [σ]en+1 , [α]

e
n+1 , [ε

p]en+1 , [k]
e
n+1. După această etapă, se

ı̂nchide bucla for corespunzătoare pasului 3. din cadrul algoritmului general.

4. Se asamblează, din vectorii locali [σ]en+1 , [α]
e
n+1 , [ε

p]en+1 , [k]
e
n+1, vectorii globali [σ]n+1 , [α]n+1 ,

[εp]n+1 , [k]n+1 , iar apoi se revine la pasul 2. din cadrul algoritmului general până când se ajunge
la valoarea N din bucla iterativă.

Observaţia 4.2. Dacă ı̂n modelul elasto-plastic cu ecruisare mixtă de tip Armstrong-Frederick
considerăm constanta de material γ = 0 din variabila cinematică de ecruisare α, atunci acesta poate
fi redus la modelul elasto-plastic cu ecruisare mixtă de tip Prager.
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Exemplul 4.1 Pentru acest exemplu vom utiliza aceeaşi placă trapezoidală fără gaură şi cu gaură.
Forţa aplicată pe suprafaţa plăcii este f = 50sin(t). Parametrii materialul ales pentru realizarea
simulării [2] sunt

E = 182.000 [MPa] ;σY = 349, 4 [MPa] ; ν = 0, 3;C = 17.400[MPa];
Q = 50, 1 [MPa] ; b = 27, 5 [−] ; γ = 125, 9 [−] (98)

În continuare vom reprezenta grafic distribuţiile tensiunii Mises pentru placa cu gaură şi fără gaură
obţinute pentru cazul ecruisării mixte de tip Armstrong - Frederick (AF).

Figura 22: Distribuţia tensiunii σ11 pentru placa trapezoidală la t = 1.5 şi t = 4.7, care corespunde
maximului şi minimului forţei aplicate f - ecruisare mixtă de tip Armstrong-Frederick

Figura 23: Graficele tensiunilor σ11 ı̂n raport cu deformaţiile ε11 reprezentate ı̂n nodurile 6 şi 2556
pentru placa fără gaură - ecruisare mixtă de tip Armstrong-Frederick
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Figura 24: Distribuţia tensiunii σ11 pentru placa cu gaură la t = 1.5 şi t = 4.7, care corespunde
maximului şi minimului forţei aplicate f - ecruisare mixtă de tip Armstrong-Frederick

Figura 25: Graficele tensiunilor σ11 ı̂n raport cu deformaţiile ε11 reprezentate ı̂n nodurile 6 şi 2556
pentru placa cu gaură - ecruisare mixtă de tip Armstrong-Frederick

Figura 26: Graficele tensiunilor σ11 ı̂n raport cu deformaţiile ε11 reprezentate ı̂n nodurile 6 şi 2556
pentru placa cxu gaură - ecruisare mixtă de tip Prager (inegalităţi variaţionale)
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4.6. Inegalităţi variaţionale ı̂n elasto-plasticitatea cu ecruisare mixtă de tip Armstrong-
Frederick şi stare de tensiune plană

În acest paragraf vom introduce succint modelul constitutiv pentru elasto-plasticitatea cu ecruisare
mixtă de tip Armstrong-Frederick cu stare plană de tensiune. Problema cvasistatică cu date iniţiale şi
la limită asocită modelului elasto-plastic, este scrisă ı̂n viteze şi se rezolvă la fel ca ı̂n Paragraful 4.1.
prin inegalităţi variaţionale. În acest caz, se ţine cont atât de componenta normală a deformaţiei ε33
cât şi de componenta deformaţiei plastice εp33, care sunt omise ı̂n modelul propus de Simo şi Hughes
[17].

În acest paragraf vom descrie modelul elasto-plastic cu ecruisare mixtă de tip Armstrong-Frederick
cu stare de tensiune plană. Soluţiile inegalităţii variaţionale rămân neschimbate fiind date de relaţia
(93).

Propoziţia 4.1. În spaţiul tensiunilor plane, au loc următoarele rezultate:
1. viteza tensorului de tensiune plană este calculată cu ajutorul următoarei ecuaţii constitutive:

σ̇ = E(2)
(
ε̇(2) − λ(r) ∂sF̃(s, α̂, k)

)
(99)

unde E(2) este tensorul complinţilor elastici, iar factorul plastic original λ este ı̂nlocuit cu λ(r).
2. expresia componentei normale a deformaţiei ε33 este de forma următoare

ε̇33 = −
λa

λa + 2µa
(ε̇11 + ε̇22)−

2µa

λa + 2µa
λ (∂σ11F(σ, α, k) + ∂22F(σ, α, k)) (100)

3. factorul plastic λ(r) : Ω× I → R este calculat pe suprafaţa de plasticitate F̃(s, α̂, k) = 0 prin
următoarea expresie

λ(r) =
⟨β⟩
h
H(F) (101)

unde factorul plastic complementar are expresia

β = 2µa

(
∂s11F̃(s, α̂, k) +

λa

λa + 2µa
∂tr sF̃(s, α̂, k)

)
ε̇11+

+2µa

(
∂s22F̃(s, α̂, k) +

λa

λa + 2µa
∂tr sF̃(s, α̂, k)

)
ε̇22 + 4µa∂s12F̃(s, α̂, k)ε̇12

(102)

şi parametrul de ecruisare este dat de relaţia

hc = (2µa + C)
∣∣∣∂sF̃(s, α̂, k)∣∣∣2 + (

2µa + C +
4µ2

a

λa + 2µa

) ∣∣∣∂tr sF̃(s, α̂, k)
∣∣∣2−

−γ
(
∂sF̃(s, α̂, k) · α̂+ ∂tr sF̃(s, α̂, k)(tr α̂)

)
+ ∂kF (k)

(103)

ı̂n ipoteza că h > 0, ı̂n care ∂kF (k) poate fi scrisă ı̂n general.
Observaţia 4.3. Dacă γ = 0, atunci atunci modelul elasto-plastic devine unul cu ecruisare mixtă

de tip Prager.
Algoritmul general de rezolvare a problemei cvasistatice cu date la limită scrisă ı̂n viteze asociată

cu modelul elasto-plastic cu ecruisare mixtă de tip Armstrong-Frederick cu stare de tensiune plană
este asemănător cu cel descris ı̂n Paragraful 4.5.

Curbele de tensiune-deformaţie obţinute ı̂n urma rulării programului Mathcad prin teste ciclice
pentru tensiunea σ11 ı̂n raport cu deformaţia ε11 pentru placa fără gaură şi cu gaură sunt date ı̂n
continuare.
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Figura 27: Graficele tensiunilor σ11 ı̂n raport cu deformaţiile ε11 reprezentate ı̂n nodurile 6 şi 2556
pentru placa trapezoidală - ecruisare mixtă de tip Armstrong-Frederick (roşu); ecruisare mixtă de tip
Armstrong-Frederick cu stare plană de tensiune (albastru)

Figura 28: Graficele deformaţiilor ε33 şi ale deformaţiilor plastice εp33 ı̂n raport cu timpul, reprezentate
ı̂n nodurile 6 şi 2556 pentru placa trapezoidală - ecruisare mixtă de tip Armstrong-Frederick cu stare
plană de tensiune

Figura 29: Graficele tensiunilor σ11 ı̂n raport cu deformaţiile ε11 reprezentate ı̂n nodurile 6 şi 2556
pentru placa cu gaură - ecruisare mixtă de tip Armstrong-Frederick (roşu) ecruisare mixtă de tip
Armstrong-Frederick cu stare plană de tensiune (albastru)
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Figura 30: Graficele deformaţiilor ε33 şi ale deformaţiilor plastice εp33 ı̂n raport cu timpul, reprezentate
ı̂n nodurile 6 şi 2556 pentru placa cu gaură - ecruisare mixtă de tip Armstrong-Frederick cu stare
plană de tensiune

4.6. Concluzii

• În acest capitol este prezentată o altă modalitate de abordare a problemelor cu date la limită ı̂n
elasto-plasticitatea cu mici deformaţii, utilizând inegalităţile variaţionale;

• A fost considerată at̂ıt problema tridimensională cât şi problema stării de tensiune plane, pro-
bleme specifice deformării plăcilor plane;

• În cazul ecruisării mixte de tip Armstrong-Frederick, se observă că la placa fără gaură, tensiunile
σmax
11 sunt distribuite ı̂n colţurile din stânga sus şi jos a zonei de ı̂ncastrare a plăcii, iar la placa

cu gaură acestea sunt distribuite ı̂n aceleaşi zone, dar şi ı̂n jurul găurii;

• Comparând graficele obţinute pentru modelul elasto-plastic cu ecruisare mixtă de tip Armstrong-
Frederick (Fig. 25) cu cele obţinute pentru modelul elasto-plastic cu ecruisare mixtă de tip
Prager pentru placa cu gaură (Fig. 26), se observă că panta curbei tensiune-deformaţie ı̂n zona
deformaţiei plastice este mai mare ı̂n cazul modelului Armstrong-Frederick;

• În Fig. 27 pentru placa fără gaură şi Fig. 30 la placa cu gaură se observă că tensiunile sunt
puţin mai mari ı̂n cazul modelului elasto-plastic cu ecruisare mixtă de tip Armstrong-Frederick
decât cele pentru cazul modelului elasto-plastic de tip Armstrong-Frederick cu stare de tensiune
plană. În schimb deformaţiile sunt mai mici. Prin compararea rezultatelor numerice realizate
prin cele două metode, având ı̂n vedere buna lor concordantă, putem trage concluzia că metoda
numerică propusă prin inegalităţi variaţionale poate fi validată;

• Comparând Fig. 28 cu Fig. 30, se observă că atât deformaţiile ε33, cât şi deformaţiile plastice
εp33 sunt puţin mai mari ı̂n elementul 2455, nodul 2456 la placa cu gaură faţă de placa fără gaură;

• Metoda algoritmică bazată pe inegalitatea variaţională cuplată cu algoritmul de actualizare
a stării sistemului diferenţial şi cu derivate parţiale, poate fi extinsă ı̂n vederea aplicării ı̂n
probleme de elasto-plasticitate cu deteriorare (de tip ”damage”), precum şi ı̂n probleme de
elasto-plasticitate cu deformaţii finite;

• Abordarea funcţională şi numerică, prin inegalitate variaţională asociată cu un algoritm de
actualizare a problemelor cu date iniţiale şi la limită ı̂n elasto-plasticitatea cu mici deformaţii,
permite luarea ı̂n consideraţie a unor modele complexe cu ecruisare mixtă de tip Armstrong-
Frederick, sau considerarea unor legi de variaţie a ecruisării cinematice cuplată cu ecruisare
izotropă, neliniară de tip Voce, Chaboche etc.
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