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Introducere 
 

Motivare 

 
     Condiţiile de optimalitate şi dualitatea ocupă un loc important în literatura de 

specialitate. Multe eforturi au pornit de la necesitatea şi/sau suficienţa condiţiilor de 

optimalitate de ordinul I. Cercetările ulterioare s-au concentrat pe optimalitatea 

condiţiilor de ordinul-II în cazul unor probleme de optimizare matematică mai deosebite, 

fiind de remarcat în acest sens, printre altele, articolele următorilor autori B. Aghezzaf şi 

M. Hachimi ([4]-[9]), R. Andreani şi J. M. Martínez ([14]), A. Bătătorescu ([102]), M.S. 

Bazarra şi H.D. Sherali ([21]), C. Niculescu ([103]), M.A. Hanson şi B. Mond ([47]-

[51]), V. Jeyakumar ([57]-[61]), H.W. Kuhn şi A.W. Tucker ([64]), O. L. Mangasarian 

([73]-[74]), J.M. Martinez ([79]), V. Preda ([102]-[116]), S. K. Suneja ([130]-[131]),     

T. Weir ([136]-[137]), H-C. Wu ([139]-[140]), L. A. Zadeh ([143]) şi J. Zhang ([147]). 

     Această lucrare este dedicată studiului unor proprietăţi privind:  

- condiţiile de optimalitate necesare şi suficiente de ordinul-II, folosind                 

B. Aghezzaf şi M. Hachimi ([5]-[8]), M. A. Hanson şi B. Mond ([47]-[48]),        

R. N. Kaul, S. K. Suneja şi M. K. Srivastava ([62]), V. Preda ([114]-[116]) şi        

C. Singh ([123]);  

- problemele multiobiectiv cu V-ρ-Invexitate şi optimizare interval, folosind V. 

Jeyakumar şi B. Mond ([57]-[60]), S. K. Mishra ([92]-[94]), C. Niculescu ([103]), 

V. Preda ([112]), L. Venkateswara Reddy şi R. N. Mukherjee ([133]), 

Hosseinzade şi Hassanpour ([54]), Ishibuchi şi Tanaka ([55]);    

- condiţiile de optimalitate şi dualitatea implicate de funcţiile tip I generalizate de 

ordin doi, folosind A. Bătătorescu ([102]), M. Hachimi şi B. Aghezzaf ([42]-

[43]), V. Preda ([115]), N. G. Rueda şi M. A. Hanson ([119]);  

- programarea multiobiectiv cu funcţii obiectiv de tip fuzzy, folosind M. S. Bazarra, 

H. D. Sherali şi C.M. Shetty ([21]-[22]),  J. R. Birge şi F. Louveaux ([28]), G. 

Haeser şi M. L. Schuverdt ([45]), I.M. Stancu-Minasian ([129]), S. Vajda ([132]),  

H-C. Wu ([140]);                                                                                                

- dualitatea (de tip Mond-Weir, de tip Wolfe) şi optimizarea neliniară cu funcţii 

obiectiv de tip fuzzy, folosind T. Antczak ([17]), M. A. Hanson, R. Pini şi C. 
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Singh ([50]), B. Mond şi T. Weir ([96]), H. Slimani şi M. S. Radjef ([124]), S. 

Wang ([135]), L. A. Zadeh ([143]);  

- funcţiile de ordin superior con pseudoconvex şi con quasiconvex, folosind C. R. 

Bector, S. Chandra şi I. Husain ([23]), M. Bhatia ([27]), H. W. Kuhn şi A. W. 

Tucker ([64]), O. L. Mangasarian ([74]), M. K. Srivastava şi M. G. Govil ([126]), 

S. K. Suneja, P. Louhan şi M. B. Grover ([131]).   

   Temele studiate sunt de actualitate contribuind la îmbunătăţirea rezultatelor din 

domeniul optimizării matematice. Fiecare capitol conţine elemente de noutate ştiinţifică, 

fiind o continuare a unor rezultate recente din domeniul optimizărilor. 

 
 
Direcţii principale 

 
     Principalele direcţii urmărite în această lucrare sunt: 

          •  necesitatea şi suficienţa condiţiilor de optimalitate de ordinul-II, folosind condiţii    

              de optimalitate de tip Aghezzaf-Hachimi ([4], [6]), condiţii de optimalitate   

              Karush-Kuhn-Tucker ([133]) şi dualitate de tip Mond-Weir ([8])   

          •  condiţiile de optimalitate şi dualitatea în cazul funcţiilor tip I de ordin doi,   

              folosind funcţii (F, α, ρ, p, d)-tip I de ordin doi ([42]), dualitate de tip Zhang- 

              Mond ([43]) şi dualitate de tip Mangasarian ([74]) 

          •  optimalitatea Karush-Kuhn-Tucker cu funcţii obiectiv de tip fuzzy ([140]),  

              folosind condiţii de optimalitate de ordin doi în probleme de tip fuzzy ([5]) 

          •  optimizarea multiobiectiv cu funcţii obiectiv de tip fuzzy, folosind condiţii de  

              optimalitate de tip Hanson-Mond ([50]) 

          •  funcţii de ordin superior con pseudoconvex şi con quasiconvex, folosind condiţii  

              de optimalitate de ordin superior de tip Suneja-Bhatia ([131]). 
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Structura tezei de doctorat 

 
     Primul capitol prezintă problemele de programare multiobiectiv neliniare cu 

inegalităţi de restricţie, aducând diferite îmbunătăţiri. Rezultatele reprezintă o 

generalizare a noţiunilor introduse de B. Aghezzaf şi M. Hachimi ([5], [6], [8]) şi V. 

Jeyakumar ([61]). Astfel, vom introduce câteva clase de funcţii neconvexe prin 

generalizarea unor definiţii referitoare la funcţiile invexe şi preinvexe. Mai mult, folosind 

rezultatele obţinute de R. Egudo ([37]), M.A. Hanson şi B. Mond ([47]), V. Preda ([114]-

[116]), T. Weir şi B. Mond ([136]), vom generaliza dualitatea şi dualitatea inversă în 

cazul problemelor de tip Mond-Weir. În plus, prin introducerea unor condiţii 

optimale suficiente adiţionale vom dezvolta proprietăţile optimale de ordin doi, 

rezultate cuprinse în [81], [83] şi L13. Vom utiliza proprietăţile de convexitate slabă 

pentru a rafina condiţiile de optimalitate şi dualitatea prezentate în [62] şi [123].  

 
     În al doilea capitol vom trata câteva probleme constând din programe multiobiectiv 

compuse neomogene cu condiţii de tip invexitate-ρ-V. Rezultatele reprezintă o 

generalizare a noţiunilor prezentate de S.K. Mishra şi R.N. Mukherjee ([92]), S.K. 

Mishra ([94]), C. Niculescu ([103]), L. Venkateswara Reddy şi R.N. Mukherjee ([133]). 

În particular, vom generaliza teorema de optimalitate suficientă Karush-Kuhn-Tucker şi 

teoremele de dualitate pentru programele multiobiectiv compuse neomogene (cf. [33], 

[51]). De asemenea, vom generaliza teorema fundamentală Lin ([69]) în cazul unei 

probleme de optimizare interval cu mulţimi tangente de ordinul doi. Apoi, pe baza 

generalizării de mai sus, vom obţine condiţii necesare şi suficiente de ordinul II 

pentru optimalitate, folosind proprietăţi de ρρρρ-quasiconvexitate ale funcţiilor 

implicate. Rezultatele sunt cuprinse în lucrările [82], [84], [99] şi L14. Wu ([141]-

[142]) a stabilit condiţiile Karush-Kuhn-Tucker pentru probleme de optimizare cu funcţii 

obiectiv de tip valori-interval, în care conceptele de soluţii eficiente sunt definite prin 

intermediul a două relaţii de ordine pe clasa intervalelor închise iar condiţiile de 

regularitate sunt de tip Slater. De asemenea, Hosseinzade şi Hassanpour ([54]) au obţinut 

condiţii de optimalitate Karush-Kuhn-Tucker pentru optimizare cu valori interval, în 

cazul unor ipoteze de convexitate şi diferenţiabilitate. Cercetările referitoare la funcţiile 

invexe reprezintă teme de actualitate în literatura de specialitate. Pentru început aceste 
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cercetări s-au concentrat asupra V-invexităţii  problemelor de optimizare multiobiectiv 

diferenţiabile care conservă condiţiile optimale suficiente şi dualitatea rezultatelor şi apoi 

au continuat cu probleme de optimizare multiobiectiv neomogene, funcţii diferenţiabile 

ρ-invexe, condiţii suficiente şi teoreme duale pentru probleme de optimizare neliniare, 

relaţii între puncte şa şi optim, etc ([57], [61], [92], [112]).   

 
     În al treilea capitol vom extinde noţiunile referitoare la funcţiile de tip I şi vom 

demonstra câteva rezultate privind dualitatea de ordinul II folosind funcţii (F, αααα, ρρρρ, 

p, d)-tip I, rezultate cuprinse în lucrările [87] şi [89]. Rezultatele reprezintă o 

dezvoltare a noţiunilor prezentate de A. Bătătorescu ([102]), M. Hachimi şi B. Aghezzaf 

([4], [42], [43]) şi V. Preda ([115]). Conceptul de funcţii de tip I  a fost introdus de 

Hanson şi Mond ([48]) în 1982 ca o generalizare a convexităţii. Apoi, în 1988, Rueda şi 

Hanson ([119]) au definit funcţiile pseudo-tip I  şi quasi-tip I  şi au obţinut condiţii 

optimale suficiente implicând aceste funcţii. Mai târziu, în 2000, Aghezzaf şi Hachimi 

([4]) au introdus funcţiile de tip I generalizate pentru problemele de optimizare 

multiobiectiv şi au obţinut câteva rezultate de dualitate. Apoi, tot Aghezzaf şi Hachimi 

([43]), în 2004, au definit funcţiile (F, α, ρ, d)-tip I generalizate reuşind să dezvolte 

câteva concepte legate de funcţiile de tip I, obţinând condiţii optimale suficiente şi 

caracterizând dualitatea problemelor de optimizare multiobiectiv. 

 
     În capitolul patru vom studia condiţii de optimalitate şi dualitate pentru problemele 

de optimizare multiobiectiv cu funcţii obiectiv de tip fuzzy. Rezultatele reprezintă o 

dezvoltare a noţiunilor introduse de M.S. Bazarra, H.D. Sherali şi C.M. Shetty ([21]), G. 

Haeser şi M.L. Schuverdt ([45]), M.A. Hanson şi B. Mond ([49]), R. Pini şi C. Singh 

([101]), I.M. Stancu-Minasian ([129]) şi H-C. Wu ([140]). Conceptele de rezolvare sunt 

propuse prin definirea unei relaţii de ordine pe o clasa de numere fuzzy. Deoarece această 

relaţie de ordine poate fi relaţie de ordine parţială, ideile de rezolvare din acest capitol 

urmează o noţiune similară, numită soluţie optimă Pareto, folosită de  J.R. Birge şi F. 

Louveaux ([28]), A. Prekopa ([117]) şi S. Vajda ([132]). Optimizarea de tip fuzzy 

reprezintă o temă importantă de cercetare în optimizarea multiobiectiv. Condiţiile de 

optimalitate Karush-Kuhn-Tucker pentru problemele de optimizare cu funcţii obiectiv de 

tip fuzzy au fost studiate de Wu ([139]) în 2007. Vom dezvolta şi vom îmbunătăţi 
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aceste concepte prin diferite tehnici folosite în problemele de optimizare 

multiobiectiv cu funcţii obiectiv de tip fuzzy. Vom extinde invexitatea de tip I 

generalizată la un vector invexitate (V-tip I) în care funcţiile obiectiv sunt de tip 

fuzzy. Teoremele de dualitate slabă, tare, inversă sunt demonstrate în cazul V-

invexităţii de tip I generalizate cu funcţii obiectiv de tip fuzzy. Rezultatele sunt 

cuprinse în [85] şi [86]. Vom prezenta dualitatea optimizării neliniare cu funcţii obiectiv 

de tip fuzzy în cazul condiţiilor Karush-Kuhn-Tucker generalizate, folosind în general 

lucrările lui M.A. Hanson ([51]),  A. Ben-Israel şi B. Mond ([25]), M.A. Hanson şi B. 

Mond ([48]), V. Jeyakumar ([61]), S.K. Mishra, S.Y. Wang şi K.K. Lai ([93]). Vom 

introduce câteva concepte legate de KKT-invexitate, pseudo-invexitate-KKT slabă şi 

probleme de tip I în care fiecare funcţie care apare în aceste programe neliniare este 

de tip fuzzy şi este considerată în raport cu o familie de funcţii ]1,0[}{ ∈ααη , rezultate 

cuprinse în [88], [90] şi L15. În concordanţă cu aceste noţiuni vom formula două 

programe duale, de tip Wolfe şi Mond-Weir şi vom demonstra diferite teoreme de 

dualitate folosind ipotezele invexităţii generalizate, plecând de la rezultatele obţinute de 

H.W. Kuhn şi A.W. Tucker ([64]), B. Mond şi T. Weir ([96]).       
 
     În capitolul cinci vom introduce noţiuni de ordin superior cu privire la funcţiile con 

pseudoconvex, con pseudoconvex strict, con quasiconvex şi con quasiconvex slab şi vom 

studia proprietăţile existente între acestea. Rezultatele reprezintă o extindere a noţiunilor 

introduse de M. Bhatia ([27]), O.L. Mangasarian ([74]), S.K. Suneja, P. Louhan şi M.B. 

Grover ([131]). Vom formula dualitatea de ordin superior de tip Mond-Weir 

generalizată şi vom stabili câteva rezultate de dualitate pe baza condiţiilor tare de 

ordin superior aplicate pentru un con pseudoconvex şi con quasiconvex, folosind în 

general lucrările lui B. Mond ([97]), R. Egudo şi M.A. Hanson ([36]), M.K. Srivastava şi 

M.G. Govil ([126]). Mangasarian ([12]) a considerat un program neliniar şi a studiat 

dualitatea de ordin doi şi de ordin superior. Recent Bhatia ([27]) a obţinut condiţii de 

optimalitate suficiente de ordin superior şi rezultate de dualitate pentru problemele de 

optimizare vectorială definite de funcţiile con convex de ordin superior. Kuhn şi Tucker 

([64]) şi Geoffrion ([40]) au introdus conceptul de soluţie eficientă proprie care a fost 

generalizat mai târziu de Borwein ([31]) şi Benson ([26]) sub formă de con. Plecând de la 

aceste rezultate vom demonstra, în cadrul acestui capitol, rezultate de dualitate de 
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ordin superior pentru conuri pseudoconvexe şi conuri quasiconvexe şi vom 

introduce condiţii de regularitate pentru a obţine rezultate mai tari de dualitate, 

rezultate cuprinse în lucrările [90], [91], L16 şi L17. 
 
     În capitolul şase vom stabili un set de condiţii de optimalitate de tip Karush-

Kuhn-Tucker şi relaţiile de dualitate corespunzătoare, pentru problemele de 

optimizare multiobiectiv semiinfinite neconvexe şi neomogene, rezultate cuprinse în 

lucrările L18 şi L19. Câteva clase de probleme de optimizare multiobiectiv semiinfinite, 

bazate pe funcţii diferenţiabile, au fost studiate pe larg de mulţi autori, din care amintim 

pe M. A. Hanson ([51]), V. Jeyakumar şi B. Mond,  ([57]), Y. Sawaragi, H. Nakayama şi 

T. Tanino ([120]), G. J. Zalmai şi Q. Zhang ([145]). Problemele de acest tip sunt utilizate 

în numeroase modele de analiză şi interpretare din diferite domenii, cum ar fi: teoria 

aproximării, statistică, teoria jocurilor, probleme cu valori mărginite, geometrie, grafice 

aleatoare, analiză oscilatorie, teoria deciziei, programare semidefinită, control optimal, 

etc. Ele urmăresc două direcţii importante, teoria dualităţii şi convexitatea generalizată, 

concepte care joacă un rol important în evoluţia teoriei optimizării şi programării 

neliniare.   
  
     În capitolul şapte vom prezenta câteva exemple ce pun în evidenţă relaţiile 

existente între diferite proprietăţi privind funcţiile ρρρρ-invexe, ρρρρ-pseudoinvexe, ρρρρ-slab 

pseudoinvexe, ρρρρ-slab strict pseudoinvexe, ρρρρ-tare pseudoinvexe, ρρρρ-quasiinvexe, ρρρρ-slab 

quasiinvexe, ρρρρ-tare quasiinvexe. De asemenea sunt prezentate câteva exemple de  

probleme de optimizare multiobiectiv cu funcţii obiectiv de tip fuzzy. 
 
Mulţumiri 
 
     Doresc să mulţumesc domnului prof. dr. Vasile Preda pentru sprijinul acordat, pentru 

numeroasele discuţii şi sfaturi fără de care această lucrare nu ar fi putut fi elaborată. De 

asemenea doresc să mulţumesc tuturor celor care s-au implicat cu multă competenţă în 

pregătirea tezei de doctorat, în comisiile de evaluare şi de analiză ale examenelor şi 

referatelor prevăzute în planul de pregătire individuală sau ca membri în comisia de 

susţinere publică a tezei de doctorat. 

     În final, aş dori să mulţumesc soţiei şi părinţilor pentru înţelegere şi sprijinul acordat. 
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Notaţii şi convenţii. 

 

În această lucrare vom folosi următoarele notaţii şi convenţii de scriere: 

   ●  ⋅( t)  reprezintă vectorul transpus sau matricea transpusă. 

   ●  Pentru orice x = ( 1x , 2x , ... , nx t)  , y = ( 1y , 2y , ... , ny t)  din  nR , convenim: 

                                    x = y   ⇔  ix  = iy ,   i = 1, ... , n; 

                                   x <  y   ⇔  ix  <  iy ,   i = 1, ... , n; 

                                    x ≤ y   ⇔  x <  y   şi    x ≠ y; 

                                    x < y   ⇔  ix  < iy ,   i = 1, ... , n. 

   ●  +R  = {t ∈ R | t >  0}. 

   ●  e = (1, 1, ... , 1 t) ∈ nR .         

   ●  Dacă h = (h 1 ,…,h m ) : nR → mR  este diferenţiabilă, vom nota ∇h = (∇h 1 ,…,∇h m ). 

   ●  Dacă  v = ( 1v , . . . , pv )∈ pR ,  vom nota  +v = (max{ 1v , 0}, . . . , max{ pv , 0} t) . 

   ●  Dacă  v = ( 1v , . . . , pv )∈ pR ,  vom nota  −v = (min{ 1v , 0}, . . . , min{ pv , 0} t) .   

   ●  || ⋅ || 2   reprezintă norma Euclidiană. 

   ●  <⋅ , ⋅>  reprezintă produsul scalar Euclidian. 

   ●  d(⋅ , ⋅)  reprezintă funcţia distanţă  d : R n × R n  → +R ,  d(x , y) = || x – y || 2 . 

   ●  Pentru D ⊆ M vom nota cu cD  complementara lui D relativ la mulţimea M. 

   ●  Pentru X ⊆ nR   vom nota cu  *X  spaţiul dual topologic. 

   ●  Pentru un con convex închis C ⊆ nR   vom nota cu  +C  conul dual al lui C, adică  

        mulţimea  +C = { *y ∈ nR  /  < *y , y> >  0,  ∀y∈C}. 
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I.   Condiţii suficiente de optimalitate de ordin II şi dualitate  

în optimizarea multiobiectiv 

 
   Considerăm următoarea problemă de optimizare multiobiectiv: 

                             min f(x) = ( 1f (x), ... , pf (x))                                        (MOP)      

                                    g(x) <  0,                                                                                     (1.1) 

                                    x ∈X,  

unde  X este mulţime deschisă, X ⊆ nR ,  f : X → pR   şi  g = (g 1  , … , g m ) : X → mR  

sunt aplicaţii diferenţiabile.   

         Fie   A = {x∈X, g(x) <  0},  I = {j : jg ( x ) = 0}, unde  x ∈A, card I = |I| = ℓ, 

                 P = {1, … , p},  M = {1, … , m},   

                 ρ = ( 1ρ , … , pρ ) t ∈ pR , η : X×X → nR  şi  d(⋅ , ⋅) : X × X → +R . 

   Extindem conceptele Aghezzaf-Hachimi la concepte de tip (Φ, r)-invexitate, introduse 

de Caristi-Ştefănescu-Ferrara ([30]).  

   Considerăm o aplicaţie Φ(·, · ; ·,·) : nR × nR × nR ×R → R,  Φ(x, x ; ·,·) convexă, cu 

proprietatea că  Φ(x , x ; (0, α)) >  0, pentru  α >  0,  în raport cu care vom  

studia următoarele definiţii şi proprietăţi de invexitate. 

 Vom nota pΦ (x , x  ; (∇f( x ),ρ)) = (Φ(x , x ; (∇ 1f ( x ), 1ρ )), … ,Φ(x , x ; (∇ pf ( x ), pρ ))). 

 
Teorema 1.2.1  Presupunem că există o soluţie admisibilă x ∈A  pentru problema de 

optimizare (MOP)  şi  vectorii  u  > 0  şi  v  >  0  astfel încât: 

i)   u t ∇f( x ) + v t ∇ Ig ( x ) = 0 ; 

ii)   f  este ( pΦ , 0ρ )-tare pseudoinvexă în x ∈A; 

iii) Ig  este ( lΦ , ρ)-quasiinvexă în x ∈A;  

iv) u t 0ρ + v t ρ >  0.  

Atunci x  este minim Pareto (slab) pentru problema (MOP). 
 



 11 

   În continuare, vom folosi noţiuni referitoare la aplicaţiile vectoriale ( pΦ , 0ρ )-slab 

quasiinvexe şi  ( pΦ , 0ρ )-slab pseudoinvexe. 

Teorema 1.2.4  Presupunem că există o soluţie admisibilă x ∈A  pentru problema de 

optimizare (MOP)  şi  vectorii  u > 0  şi  v  > 0  astfel încât: 

i)   u t ∇f( x ) + v t ∇ Ig ( x ) = 0; 

ii)   f  este ( pΦ , 0ρ )-slab quasiinvexă în x ∈A; 

iii) Ig  este ( lΦ , ρ)-tare quasiinvexă în x ∈A;  

iv) u t 0ρ + v t ρ >  0.  

Atunci x  este minim Pareto (slab) pentru problema (MOP).             

Teorema 1.2.5  Presupunem că există o soluţie admisibilă x ∈A  pentru problema de 

optimizare (MOP)  şi  vectorii  u >0  şi  v > 0  astfel încât: 

i)   u t ∇f( x ) + v t ∇ Ig ( x ) = 0; 

ii)   f  este ( pΦ , 0ρ )-slab pseudoinvexă în x ∈A; 

iii) Ig  este ( lΦ , ρ)-quasiinvexă în x ∈A;  

iv) u t 0ρ + v t ρ >  0.  

Atunci x  este minim Pareto slab pentru problema (MOP). 
 
   În continuare, vom discuta câteva proprietăţi referitoare la condiţiile optimale suficiente 

de ordinul II. Pentru aceasta vom presupune că toate funcţiile sunt diferenţiabile de ordin 

doi iar pentru orice x ∈A vom nota 
 
   C = {y∈ nR /∇f( x )y < 0, ∇f i ( x )y = 0, pentru cel puţin un indice i, ∇ Ig ( x )y < 0}   (1.2) 

mulţimea direcţiilor critice în punctul x ∈A. Avem următoarele teoreme. 
 
Teorema 1.2.6  Presupunem că există o soluţie admisibilă x ∈A  pentru problema de 

optimizare (MOP)  şi  vectorii u ∈ pR , u  ≥ 0  şi  v ∈ lR  , v > 0  astfel încât: 

i)   u t ∇f( x ) + v t ∇ Ig ( x ) = 0; 

ii)   (∑
=

∇
p

1i
i

2
i )x(fu + ∑

∈

∇
Ij

j
2

j )x(gv )(y , y) > 0,  ∀  y ≠ 0  direcţie critică; 
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iii)  f este 0ρ -prequasiinvexă în x , în raport cu η  şi diferenţiabilă de ordin doi în x ; 

iv) Ig  este  ρ-prequasiinvexă în x , în raport  cu η (η(x,y) ≠ 0, pentru x ≠ y)  şi     

      diferenţiabilă de ordin doi în x ;  

v)  u t 0ρ + v t ρ >  0; 

vi) lim
0t ↓ t

)x,tyx(d +
∈ +R . 

Atunci x  este minim Pareto (slab) pentru problema (MOP). 
 
Teorema 1.2.7  Presupunem că există o soluţie admisibilă x ∈A  pentru problema de 

optimizare (MOP)  şi  vectorii u ∈ pR , u  ≥ 0  şi  v ∈ lR , v > 0  astfel încât: 

i)   u t ∇f( x ) + v t ∇ Ig ( x ) = 0; 

ii)   (∑
=

∇
p

1i
i

2
i )x(fu + ∑

∈

∇
Ij

j
2

j )x(gv )(y , y) > 0 ,  ∀ y ≠ 0 direcţie critică; 

iii)  f  este 0ρ -slab prequasiinvexă în x , în raport cu η  şi diferenţiabilă                         

      de ordin doi în x ; 

iv) Ig  este  ρ-prequasiinvexă în x , în raport cu η (η(x,y) ≠ 0, pentru x ≠ y) şi   

      diferenţiabilă de ordin doi în x ; 

v)  u t 0ρ + v t ρ >  0; 

vi) lim
0t ↓ t

)x,tyx(d +
∈ +R . 

Atunci x  este minim Pareto (slab) pentru problema (MOP). 
 
   Considerăm următoarea problemă generalizată, de tip dual Mond-Weir ([136]): 

                             max (f(y) + t
J0

v
0Jg (y)e) 

                                     (∇f(y)) t u + (∇g(y)) t v = 0,                                                        (1.3)       

                                     t
Jk

v
kJg (y) >  0 ,      k = r,1                  (DMOP) 

                                      v > 0,   u > 0,  eu t = 1, 

unde  e = (1, 1, ... , 1) t ∈ pR , r >  1 , sJ ∩ tJ = ∅  pentru  s ≠ t  şi  U
r

0s
sJ

=

= {1, 2, ... , m}. 
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Teorema 1.3.1  Fie x o soluţie admisibilă pentru problema de optimizare (MOP) şi  (y, u, 

v) o soluţie admisibilă pentru (DMOP). Dacă are loc una din următoarele proprietăţi:   

a) u > 0,  f(⋅) + t
J0

v
0Jg (⋅)e  este ( pΦ , 0ρ )-tare pseudoinvexă în y, t

Jk
v

kJg (⋅) este (Φ, kρ )-

quasiinvexă în y,  k = r,1 ,  u t 0ρ + ∑
=

ρ
r

1k
k >  0;   

b)  u ≥ 0,  f(⋅) + t
J0

v
0Jg (⋅)e  este ( pΦ , 0ρ )-slab strict pseudoinvexă în y, t

Jk
v

kJg (⋅)  este 

(Φ, kρ )-quasiinvexă în y,  k = r,1 ,  u t 0ρ + ∑
=

ρ
r

1k
k >  0; 

c)  f(⋅) + t
J0

v
0Jg (⋅)e   este ( pΦ , 0ρ )-slab quasiinvexă în y, t

Jk
v

kJg (⋅) este (Φ, kρ )-strict 

pseudoinvexă în y,  k = r,1 ,  u t 0ρ + ∑
=

ρ
r

1k
k >  0; 

atunci  f(x) ≤ f(y) + t
J0

v
0Jg (y)e. 

 

II.   Probleme multiobiectiv cu V-ρρρρ-Invexitate  

 şi optimizare interval         
 

   Considerăm următoarea problemă de programare multiobiectiv compusă (CP): 

                                    min ( 1f ( 1F (x)), 2f ( 2F (x)), ... , pf ( pF (x))) 

                                           jg ( jG (x)) <  0,         j = 1, 2, ... , m            (CP) 

                                           x∈C, 

unde C este o submulţime convexă a unui spaţiu Banach X, if , jg  ( i = 1, 2, ... , p;           

j = 1, 2, … , m) sunt funcţii reale definite pe nR , local Lipschitz iar iF  şi  G j  sunt funcţii 

local Lipschitz şi diferenţiabile, definite pe X cu valori în nR , respectiv.            

   Presupunem că mulţimea admisibilă este dată de: 

                                    E = {x∈ nR :  jg ( jG (x)) <  0,  j = 1, 2, ... , m}.                          (2.1) 
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   Pentru început vom generaliza condiţiile suficiente Karush-Kuhn-Tucker 

corespunzătoare unui ( 0α , 0m ) minim slab pentru problema (CP). 

Teorema 2.2.1  Fie (u, τ, λ)∈ nR × pR × mR  ce satisfac condiţiile Karush-Kuhn-Tucker 

următoare: 

0∈∑
=

τ
p

1i
i

0∂ if ( iF (u)) '
iF (u) + ∑

=

λ
m

1j
j

0∂ jg ( jG (u)) '
jG (u), 

jg ( jG (x)) <  0  şi jλ jg ( jG (u)) = 0,  j = 1, 2, ... , m, 

iτ  >  0,  i = 1, 2, ... , p, tτ e > 0, jλ  >  0,  j = 1, 2, ... , m. 

  Dacă  f(F)  este V-(Φ, ρ)-invexă  şi g(G) este V-(Φ, σ)-invexă iar∑
=

ρτ
p

1i
ii + ∑

=

σλ
m

1j
jj >  0,  

atunci  u  este ( 0α , 0m ) minim slab pentru problema (CP). 

 
   În continuare, vom demonstra câteva rezultate de dualitate între problema (CP) şi  

următoarea problemă duală (GD), de tip Mond-Weir, pentru problema (CP): 
 
max( 1f ( 1F (u))+∑

∈

λ
0Jj

jjj ))u(G(g , 2f ( 2F (u))+∑
∈

λ
0Jj

jjj ))u(G(g ,..., pf ( pF (u))+∑
∈

λ
0Jj

jjj ))u(G(g ) 

 

   cu restricţiile    0∈∑
=

τ
p

1i
i

0∂ if ( iF (u)) '
iF (u) + ∑

=

λ
m

1j
j

0∂ jg ( jG (u)) '
jG (u), 

                                       ))u(G(g
kkk JJJλ >  0,      k = 1, 2, ... , r,                                  (GD) 

                                 u∈X,  τ∈ pR ,  iτ >  0,  i = 1, 2, ... , p, etτ = 1,  

jλ  >  0,     j = 1, 2, ... , m, 

 

unde   r >  1,  sJ ∩ tJ = ∅   pentru  s ≠ t  şi  U
r

0s
sJ

=

= {1, 2, ... , m}. 

 
Teorema 2.2.2 (Dualitatea Slabă).  Fie x o soluţie admisibilă pentru problema (CP) şi   

(u, τ, λ) o soluţie admisibilă pentru problema (GD). Presupunem că sunt îndeplinite 

următoarele condiţii: 

   (i) if ( iF (⋅)) + ∑
∈

⋅λ
0Jj

jjj ))(G(g  este V-(Φ, iρ )-invexă, i = 1, 2, ... , p; 
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  (ii) jg ( jG (⋅))  este V-(Φ, jσ )-invexă  pentru  j∉ 0J ; 

 (iii) ∑
=

ρτ
p

1i
ii + ∑

∉

σλ
0Jj

jj  >  0 .   

Atunci   f(F(x)) + e∑
∈

λ
0Jj

jjj ))x(G(g  <  f(F(u)) + e∑
∈

λ
0Jj

jjj ))u(G(g . 

Teorema 2.2.3 (Dualitatea Tare).  Fie x  un ( 0α , 0m ) minim slab pentru problema (CP) 

ce verifică condiţiile de restricţie. Atunci există τ ∈ pR  şi λ ∈ mR  astfel încât ( x , τ , λ ) 

să fie soluţie admisibilă pentru problema (GD). Dacă, în plus, sunt îndeplinite condiţiile  

din Teorema 2.2.2 atunci ( x , τ , λ ) este ( 0α , 0m ) maxim slab pentru problema (GD). 

 
   Fie nR  spaţiul Euclidian n-dimensional, x = ( 1x , … , nx t) , y =  ( 1y , … , ny t) ∈ nR  

(unde ⋅( t)  reprezintă vectorul transpus).  

   Vom nota produsul scalar al lui x cu y prin:  yx T  = ∑
=

n

1i
ii yx .  

   Pentru  x = ( 1x , 2x t) , y = ( 1y , 2y t) ∈ 2R , vom folosi următoarele convenţii de ordine 

lexicografică: 

x 
lex

<  y   ⇔  1x  < 1y  sau  1x  = 1y   şi  2x  <  2y , 

x lex<  y   ⇔  1x  < 1y  sau  1x  = 1y   şi  2x  < 2y . 

   Vom nota clasa intervalelor închise şi mărginite din R prin:  CBI(R).  

   Fie  A = [ La , Ua ], B = [ Lb , Ub ] ∈CBI(R). Vom spune că A este mai mic sau egal 

decât B şi vom scrie   A p  B  ⇔ La < Lb  şi Ua < Ub . Vom spune că A este mai mic 

decât B şi vom scrie   A p  B  ⇔  A p  B şi A ≠ B.  Echivalent,    

A p  B  ⇔ 






<

<
UU

LL

ba

ba
, sau 







<

<
UU

LL

ba

ba
, sau 







<

<
UU

LL

ba

ba
. 

   O funcţie 0f : nR  → CBI(R) se numeşte funcţie cu valori-interval.  În acest caz          

0f (x) = [ L
0f (x), U

0f (x)]  cu L
0f , U

0f : nR  → R, L
0f (x) <  U

0f (x),  ∀x∈ nR .  
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   Fie  w : nR  → R  o funcţie diferenţiabilă de ordin doi şi y∈ nR . Vom nota 

)y,y)(x(w2∇  = y)x(wy 2T∇ ,  unde )x(w2∇  reprezintă matricea Hessian a funcţiei w în  

x∈ nR .       

   În continuare, vom considera următoarea problemă de optimizare interval: 

                            (IP)      min 0f (x), 

                          dată de   x ∈ 0X = {x∈ nR / f(x) <  0, h(x) = 0}, 

unde 0f : nR → CBI(R) este o funcţie cu valori-interval iar L
0f , U

0f : nR  → R, f : nR → mR ,     

h : nR → qR  sunt funcţii diferenţiabile de ordin doi.       
  
Observaţia 2.3.9  Condiţii de regularitate de ordinul II: 

- Vom spune că 0X  satisface condiţia de regularitate de ordinul II Abadie (ACQ) în 

punctul x ∈ 0X  dacă: 

                                                 CL 2 ⊆ C 2T ( 0X , x ).                                                                                                                          

   Consecinţă:  Condiţia suficientă pentru eficienţă este determinată de faptul că următorul 

sistem nu are soluţii y nenule:  

                                             ∇ α
0f ( x T) y <  0,  α∈{L, U},                                                                                                                  

                                             ∇ )x(Mf ( x T) y <  0,                                                                                                                               

                                             ∇h( x T) y = 0.                                                                                                                                                 

- Condiţia de tip Kuhn-Tucker pentru eficienţă este echivalentă cu incompatibilitatea 

următorului sistem: 

                                             ∇ α
0f ( x T) y < 0,  α∈{L, U},                               (2.8)                                                                                         

                                             ∇ )x(Mf ( x T) y <  0,                                              (2.9)                                                                                        

                                             ∇h( x T) y = 0.                                                    (2.10)         

   În continuare, vom folosi următoarele notaţii:                                                                                       

                    αA (y, z) = (∇ α
i0f ( x T) y, ∇ α

i0f ( x T) z  + )y,y)(x(f i0
2 α∇ ) t ,  α∈{L, U},   

                     B j (y, z) = (∇ jf ( x T) y, ∇ jf ( x T) z  + )y,y)(x(f j
2∇ ) t ,   

                    C k (y, z) = (∇ kh ( x T) y, ∇ kh ( x T) z  + )y,y)(x(h k
2∇ ) t .   
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   Utilizând teorema fundamentală Lin ([69]), vom introduce o proprietate asemănătoare 

pentru o problemă de optimizare interval. 

Teorema 2.3.11  Dacă x ∈ 0X  este o soluţie (slab) eficientă pentru problema de 

optimizare interval (IP), atunci 

                                              CT 1 








































)x(

f

f
,)X(

f

f
U

0

L
0

0U
0

L
0  ∩ int 2R − = ∅,                                                                     

unde  2R −  = {x∈ 2R  / x i < 0,  i∈{1, 2}}.   

  Următoarea teoremă este un rezultat analog pentru problema de optimizare interval (IP), 

ce foloseşte teorema fundamentală Lin generalizată ([5]).   

Teorema 2.3.12  Dacă x ∈ 0X  este o soluţie eficientă pentru problema de optimizare 

interval (IP), atunci 

C 2T









































)x(

f

f
,)X(

f

f
U

0

L
0

0U
0

L
0  ∩ Ω = ∅, 

unde  Ω = {(y, z)∈ 2R × 2R  / ( iy , iz t) lex<  (0, 0 t) ,  ∀i∈{1, 2}}.   

 
Lema 2.3.14  Fie x ∈ 0X . Atunci avem: 

I
}U,L{

2 )x,M(CT
∈α

α  ⊆ CL 2 (M, x ). 

Observaţia 2.3.15  Vom spune că x ∈ 0X  satisface condiţia de regularitate de ordinul II 

Abadie generalizată (GASORC), dacă: 

CL 2 (M, x ) ⊆ I
}U,L{

2 )x,M(CT
∈α

α . 

   În continuare, vom prezenta forma primară şi forma duală a condiţiilor necesare de 

ordinul II. 

Teorema 2.3.16 (Forma primară).  Fie x ∈ 0X  o soluţie eficientă pentru problema de 

optimizare interval (IP) care îndeplineşte condiţia de regularitate de ordinul II Abadie 

(ACQ). Atunci, următorul sistem nu are soluţie de forma (y, z): 

αA (y, z) lex< 0,  ∀α∈{L, U}, 
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                                                  B j (y, z) 
lex

< 0,  ∀j∈M( x ), 

                                                  C k (y, z) = 0,  ∀k. 

 
Teorema 2.3.20 (Forma duală).  Fie x  un punct care îndeplineşte condiţiile din Teorema 

2.3.12. Atunci pentru orice direcţie critică y, există multiplicatorii αλ ∈R, α∈{L, U}, 

µ∈ mR , ν∈ qR  astfel încât   

                             ∑
∈α

αα∇λ
}U,L{

0 )x(f  + ∑
=

∇µ
m

1j
jj )x(f  + ∑

=

∇ν
q

1k
kk )x(h = 0, 

                            









∇ν+∇µ+∇λ∑ ∑ ∑

∈α = =

αα

}U,L{

m

1j

q

1k
k

2
kj

2
j0

2 )x(h)x(f)x(f (y, y) >  0, 

                            αλ  > 0,  α∈{L, U}, µ >  0, jµ  = 0, ∀j∉E(y),   

                             unde  E(y) = {j = m,1  / )x(f j = 0, y)x(f T
j∇ = 0}.   

 

III.   Condiţii de optimalitate şi dualitatea în cazul 

                       funcţiilor tip I generalizate de ordin doi 
 
   Considerăm următoarea problemă de optimizare multiobiectiv: 

                                        min f(x) = ( 1f (x) , ... , mf (x))                                         (MOP) 

                                             x∈A = {x∈X / g(x) <  0},                                

unde  X ⊆ nR  este mulţime deschisă iar  f : X → mR   şi  g : X → wR  sunt funcţii 

diferenţiabile. 

   Fie   M = {1, 2, … , m},  W = {1, 2, ... , w} şi 

           ν >  1,  sJ ∩ tJ = ∅   pentru   s ≠ t  şi  U
ν

= 0s
sJ = {1, 2, ... , w}. 

   Vom introduce un nou concept numit funcţie q-subliniară. 

Definiţia 3.1.1  O funcţie  F : X × X × nR → R se numeşte q-subliniară dacă: 

           F(x, y ;∑
=

k

1i
ia ) <  max

k,1i =

F(x, y ; ia ),   ∀ x, y∈X, ia ∈ nR , i∈ k,1 ,  k∈ ∗N              

       şi      F(x, y ; αa) = αF(x, y ; a),    ∀ α∈R, α >  0, ∀ a∈ nR .                              



 19 

   În continuare, vom considera F o funcţie q-subliniară şi să presupunem că funcţiile                  

f = ( 1f  , ... , mf ) : X → mR  şi  h = ( 1h , … , rh ) : X → rR  sunt diferenţiabile de ordin doi.                     

   Fie ρ = ( 1ρ , 2ρ ),  unde 1ρ = ( 1ρ  , ... , mρ )∈ mR , 2ρ = ( 1m +ρ , ... , rm +ρ )∈ rR ,                  

α = ( 1α , 2α ), unde 1α  : X × X → ∗
+R , 2α  : X×X → ∗

+R  şi  d(⋅ , ⋅) : X×X → +R .    

    Vom extinde rezultatele privind dualitatea de tip mixt, folosind noţiunea de funcţie q-

subliniară. Considerăm următoarea problemă duală de tip mixt pentru problema (MOP): 

max  f(y) + 
00 JJ gv (y)e -

2

1
p 2∇ [f(y) +

00 JJ gv (y)e]p, 

                                       u∇f(y) + u 2∇ f(y)p + v∇g(y) + v 2∇ g(y)p = 0, 

                                      
kk JJ gv (y) -

2

1
p

kk JJ
2 gv∇ (y)p >  0,    k = 1, 2, ... , ν,                                    

                                       v >  0,                                                                                (XMOP) 

                                       u >  0,  eu t = 1, 

unde    ν >  1,  sJ ∩ tJ = ∅   pentru   s ≠ t  şi  U
ν

= 0s
sJ = {1, 2, ... , w} = W. 

 
Teorema 3.2.2 (Dualitatea Slabă).  Dacă pentru orice soluţie admisibilă x a problemei 

(MOP) şi orice soluţie admisibilă (y, u, v, p), y ≠ x, a problemei (XMOP), are loc una din 

următoarele proprietăţi:  

    (a)  u > 0 şi (f(⋅) +
00 JJ gv (⋅)e,

kk JJ gv (⋅)), k = ν,1 , este slab strict pseudoquasi               

          (F, α, ρ, p, d) - tip I de ordinul II în y, cu 0ρ > 0 , kρ > 0 , k = ν,1  ,   

   (b)  (uf(⋅) +
00 JJ gv (⋅) ,

kk JJ gv (⋅)),  k = ν,1 ,  este strict pseudoquasi (F, α, ρ, p, d) -        

       tip I de ordinul II în y, cu 0ρ > 0 , kρ > 0 , k = ν,1  ,   

(c)  u > 0 şi (f(⋅) +
00 JJ gv (⋅)e ,

kk JJ gv (⋅)), k = ν,1 , este slab quasisemi-pseudo               

      (F, α, ρ, p, d) - tip I de ordinul II în y, cu 0ρ > 0 , kρ > 0 , k = ν,1  ,   

(d)  (uf(⋅) +
00 JJ gv (⋅) ,

kk JJ gv (⋅)),  k = ν,1 ,  este quasistrict-pseudo (F, α, ρ, p, d)-        

       tip I de ordinul II în y, cu 0ρ > 0 , kρ > 0 , k = ν,1  ,   

atunci   f(x) ≤  f(y) +
00 JJ gv (y)e - 

2

1
p 2∇ [f(y) +

00 JJ gv (y)e]p .      
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Teorema 3.3.3 (Dualitatea Strict Inversă).  Fie x  o soluţie admisibilă pentru problema 

(MOP) şi ( y , u , v , p )  o soluţie admisibilă pentru problema (XMOP) astfel încât  

f( x ) <   f( y ) + 
00 JJ gv ( y )e - 

2

1
p 2∇ [f( y ) +

00 JJ gv ( y )e] p  <   f( y ). 

Dacă sunt îndeplinite condiţiile din Teorema 3.2.1 sau Teorema 3.2.2, atunci x  este 

soluţie eficientă  pentru problema (MOP).    

 

IV.   Condiţii de optimalitate şi dualitate pentru                   

funcţii obiectiv de tip fuzzy 

 
Considerăm problema de optimizare    

                                 Min f (x) = f( 1x , …, nx ), cu  x ∈ 0X  ,                          ( 1P )          (4.1) 

unde 

              0X  = {x∈X| h(x) = 0, g(x) <  0} ,   X ⊆ nR ,  X mulţime deschisă,                                                  

  f : nR →R, h : nR → mR , h = ( 1h , … , mh )  şi g : nR → pR , g = ( 1g , … , pg )  sunt funcţii 

diferenţiabile pe X. 
  
 
   Corespunzător problemei  ( 1P ), vom considera problema de optimizare  multiobiectiv 

de tip fuzzy:    

                             Min f
~

(x) = ( )x(f
~ )1( , …, )r(f

~
(x)),  cu  x ∈ 0X  ,                        ( 2P )                      

unde 
             0X  = {x∈X| h(x) = 0, g(x) <  0} ,   X ⊆ nR ,  X mulţime deschisă,                                                  

h : nR → mR , g : nR → pR  iar fiecare funcţie obiectiv )k(f
~

, k = 1, … , r este de tip fuzzy.  

   Fie *x ∈ 0X  şi  E = {j∈{1, 2, … , p} / jg ( *x ) = 0}.  

 
Teorema 4.1.14  Fie 0X  = {x∈X| h(x) = 0, g(x) <  0} o mulţime admisibilă pentru 

problema ( 2P )  şi un punct *x ∈ 0X . Presupunem că funcţiile de restricţie ih : nR →R,     

i =1, … , m, sunt quasiliniare şi diferenţiabile de ordin doi în *x , jg : nR →R,  j = 1,…, p 

sunt quasiconvexe şi  diferenţiabile de ordin doi în *x  iar funcţiile obiectiv de tip fuzzy      
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)k(f
~

: nR → (R)
c
F  sunt quasiconvexe şi  diferenţiabile de ordin doi  în *x , pentru            

k = 1,… , r. Dacă pentru orice direcţie critică y ≠ 0 există funcţiile reale cu valori 

pozitive kλ  definite pe [0, 1],  pentru  k = 1,…, r,  funcţiile reale cu valori nenegative jµ ,  

j = 1,…, p şi funcţiile reale iδ , i = 1, … , m,  definite pe [0, 1],  astfel încât        

        (i)  ∑
=

αλ
r

1k
k )( ·[∇( L)k( )f

~
α ( *x )+∇( U)k( )f

~
α ( *x )] + ∑

=

αδ
m

1i
i )( ·∇ ih ( *x ) +      

                                                           + ∑
=

αµ
p

1j
j )( ·∇ jg ( *x ) = 0,    pentru orice  α∈[0, 1]; 

       (ii)  (∑
=

αλ
r

1k
k )( ·[ 2∇ ( L)k( )f

~
α ( *x )+ 2∇ ( U)k( )f

~
α ( *x )] + ∑

=

αδ
m

1i
i )( · 2∇ ih ( *x ) +      

                                               + ∑
=

αµ
p

1j
j )( · 2∇ jg ( *x ))(y, y) > 0,    pentru orice  α∈[0, 1], 

atunci  *x  este soluţie optimă Pareto pentru problema  ( 2P ).  

 
     În continuare, vom dezvolta invexitatea de tip I generalizată la  un vector invexitate 

(V-tip I) în care funcţiile obiectiv sunt de tip fuzzy. Vom considera problema de 

optimizare cu multiple funcţii obiectiv de tip fuzzy.                   

             (VPF)             Min f
~

(x) = ( )x(f
~ )1( , …, )p(f

~
(x)),   cu    x ∈ 0X  ,                          

              unde             0X  = {x∈X | g(x) <  0},   X ⊆ nR ,  X  deschisă,                  

 g : nR → qR  iar fiecare funcţie obiectiv )i(f
~

, i = 1, … , p  este funcţie de tip fuzzy. 

Presupunem că funcţiile de restricţie jg : nR →R,  j = 1, … , q  sunt diferenţiabile iar 

funcţiile obiectiv cu valori fuzzy  )i(f
~

: nR → (R)
c
F  sunt diferenţiabile pentru orice                   

i = 1, … , p. 

   Fie  0X  o mulţime admisibilă pentru problema (VPF)  şi  αη : X×X → nR , α∈[0, 1].      

                                                                                
Teorema 4.2.7 (Suficienţa).  Presupunem că  

        (i)  a∈ 0X ; 

       (ii) există  0τ ∈ pR , 0τ > 0  şi 0λ  ∈ qR , 0λ > 0, astfel încât 
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           (a)∑ τ
i

0
i [∇( )i(f

~
) L

α (a) + ∇( )i(f
~

) U
α (a)]+∑λ

j

0
j ∇ jg (a) = 0, pentru orice α∈[0, 1]; 

           (b) 0λ g(a) = 0;  

     (iii) problema (VPF) este quasi strict pseudo V-tip I în a în raport cu 0τ , 0λ  şi 

funcţiile pozitive αγ i , αβ j ,   i = 1, … , p,  j = 1, … , q. 

Atunci  a este soluţie optimă Pareto tare pentru (VPF).    
 
Teorema 4.2.8 (Suficienţa).  Presupunem că       

      (i)  a∈ 0X ; 

      (ii) există  0τ ∈ pR , 0τ  > 0 şi 0λ  ∈ qR , 0λ > 0,  astfel încât 

           (a)∑ τ
i

0
i [∇( )i(f

~
) L

α (a) + ∇( )i(f
~

) U
α (a)]+∑λ

j

0
j ∇ jg (a) = 0, pentru orice α∈[0, 1]; 

          (b) 0λ g(a) = 0;  

    (iii) problema (VPF) este  pseudo quasi V-tip I în a în raport cu 0τ , 0λ  şi funcţiile 

pozitive αγ i , αβ j ,   i = 1, … , p,  j = 1, … , q.  

Atunci  a este soluţie optimă Pareto pentru (VPF). Dacă, în plus, există numerele reale 

pozitive, α
in , α

im  astfel încât  α
in  < αγ i (x, a) < α

im ,  pentru orice α∈[0, 1],  x∈ 0X   şi               

i = 1, … , p,  atunci  a este soluţie optimă Pareto proprie pentru (VPF).  

Teorema 4.2.9 (Necesitatea).  Presupunem că 

          (i)  a este soluţie optimă Pareto proprie pentru  (VPF); 

         (ii)  există un *x ∈X  cu Jg ( *x ) < 0, unde J = {j: jg (a) = 0},   

astfel încât 
                             - jg (a) > ∇ jg (a)η( *x , a),       ∀ j∈J.   

Atunci există 0τ ∈ pR , 0τ  > 0  şi 0λ ∈ JR , 0λ > 0, astfel încât 

               ∑
=

τ
p

1i

0
i [∇( )i(f

~
) L

α (a) + ∇( )i(f
~

) U
α (a)] + ∑

∈

λ
Jj

0
j ∇ jg (a)  = 0,   ∀ α∈[0, 1]. 

 
 
   În continuare, vom prezenta câteva rezultate de dualitate de tip Mond-Weir în cazul 

problemelor de tip fuzzy.  

   Vom considera duala multiobiectiv a problemei (VPF), 
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             (VDF)      Max f
~

(y) = ( )y(f
~ )1( , …, )p(f

~
(y)),    

      unde    ∑ τ
i

i [∇( )i(f
~

) L
α (y) + ∇( )i(f

~
) U

α (y)] +∑ ∇λ
j

jj )y(g  = 0, pentru orice α∈[0, 1];   

                    jλ jg (y) = 0,    j = 1, … , q,        

                          τ ∈ pR ,  τ ≥ 0, 

                          λ ∈ qR ,  λ >  0.                                 

              Fie  0Y  o mulţime admisibilă pentru problema (VDF), 

0Y  = {(y, τ, λ): ∑ τ
i

i [∇( )i(f
~

) L
α (y) + ∇( )i(f

~
) U

α (y)] +∑ ∇λ
j

jj )y(g  = 0, ∀α∈[0, 1], 

                           jλ jg (y) = 0,    j = 1, … , q,  τ ∈ pR , τ ≥ 0,   λ ∈ qR , λ > 0}. 

 
Teorema 4.2.10 (Dualitatea Slabă).  Presupunem că 

          (i)   x∈ 0X ; 

         (ii)  (y, τ, λ)∈ 0Y  şi τ > 0;                      

        (iii)  problema (VPF) este  strict pseudo quasi V-tip I în y în raport cu τ , λ  şi 

funcţiile pozitive αγ i , αβ j ,   i = 1, … , p,  j = 1, … , q. 

Atunci   f
~

(x) ≤ f
~

(y).  
 
Teorema 4.2.11 (Dualitatea Tare).  Presupunem că 

         (i)  a este soluţie optimă Pareto proprie pentru problema (VPF); 

         (ii) este îndeplinită ipoteza (ii) din Teorema 4.2.9.  

Atunci există 0τ ∈ pR , 0τ  > 0 şi 0λ ∈ qR , 0λ > 0, astfel încât  (a, 0τ , 0λ )∈ 0Y  iar funcţiile 

obiectiv ale problemelor (VPF) şi (VDF)  au aceleaşi valori în a şi respectiv, (a, 0τ , 0λ ). 

Dacă, în plus, problema (VPF) este strict pseudo quasi V-tip I pentru orice soluţie 

admisibilă a problemei (VDF), atunci  (a, 0τ , 0λ )∈ 0Y  este soluţie optimă Pareto tare 

pentru (VDF).  
 
Teorema 4.2.12 (Dualitatea Inversă).  Presupunem că 

         (i)   ( 0y , 0τ , 0λ )∈ 0Y  cu 0τ  > 0; 

         (ii)  0y ∈ 0X ; 
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         (iii) problema (VPF) este V-tip I în 0y  în raport cu 0τ , 0λ  şi funcţiile pozitive αγ i , 

αβ j ,  i = 1, … , p,  j = 1, … , q. 

Atunci  0y  este soluţie optimă Pareto pentru (VPF). Dacă, în plus, există numerele reale 

pozitive α
in , α

im  astfel încât  α
in < αγ i (x, 0y ) < α

im ,  pentru orice α∈[0, 1],  x∈ 0X  şi 

orice  i = 1,…, p, atunci  0y  este soluţie optimă  Pareto  proprie pentru (VPF).  

 
    În continuare, vom studia dualitatea problemelor de optimizare multiobiectiv în care 

funcţiile obiectiv sunt de tip fuzzy, folosind condiţiile Karush-Kuhn-Tucker generalizate.        

   Vom considera problema de optimizare cu multiple funcţii obiectiv de tip fuzzy.                   

             (VPF)           Min f
~

(x) = ( )x(f
~ )1( , … , )p(f

~
(x)),   cu    x ∈ 0X  ,                           

                      unde      0X  = {x∈X | g(x) <  0},   X ⊆ nR ,  X  deschisă,                 

 g : nR → qR  iar fiecare funcţie obiectiv )i(f
~

, i = 1, … , p  este funcţie de tip fuzzy.    

    Presupunem că funcţiile de restricţie  jg : nR →R,  j = 1, … , q  sunt diferenţiabile iar 

funcţiile obiectiv cu valori fuzzy  )i(f
~

: nR → (R)
c
F  sunt diferenţiabile pentru orice                     

i = 1, … , p. 

    Fie  0X  o mulţime admisibilă pentru problema (VPF) şi αη : X×X → nR , α∈[0, 1]. 

Pentru 0x ∈X, vom nota  I( 0x ) = { j ∈{1, … , q}: jg ( 0x ) = 0}.                                                                                        

 
Teorema 4.3.11 (Condiţia necesară de optimalitate de tip Karush-Kuhn-Tucker).    

   Presupunem că 0x  este o soluţie locală sau globală pentru problema (VPF). Atunci 

există funcţiile αη : 0X ×X→ nR , α∈[0, 1], jθ : 0X ×X→ nR ,  j∈I( 0x ) şi λ∈ )|x(I| 0R +  cu 

jλ > 0,  j∈I( 0x )  astfel încât ( 0x , λ, ]1,0[}{ ∈ααη , )x(Ijj 0
)( ∈θ )  îndeplineşte următoarea 

condiţie Karush-Kuhn-Tucker generalizată     

 ∑
=

p

1i

[ ∇( )i(f
~

) L
α ( 0x ) + ∇( )i(f

~
) U

α ( 0x )] αη (x, 0x ) + ∑
∈

λ
)x(Ij

j

0

[ ∇ jg ( 0x )] jθ (x, 0x ) >  0, 

                                                                                                ∀α∈[0, 1], ∀ x∈ 0X .   (4.39) 

 
   În continuare, vom considera duala de tip Wolfe a problemei (VPF), 
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       (WDF)      Max f
~

(y) + Tλ g(y) = ∑
=

p

1i

[ ( )i(f
~

) L
α (y) + ( )i(f

~
) U

α (y)] + Tλ g(y),    

   unde   ∑
=

p

1i

[ ∇( )i(f
~

) L
α (y) + ∇( )i(f

~
) U

α (y)] αη (x,y) +∑
=

λ
q

1j
j[ ∇ jg (y)] jθ (x,y) >  0,          

                                                                                                             ∀α∈[0, 1], ∀ x∈ 0X ,       

               y ∈X,  λ∈ qR + , αη : 0X ×X→ nR , jθ : 0X ×X→ nR ,  ∀ j = 1, … , q.                            

Fie  0Y  o mulţime admisibilă pentru problema (WDF), 

0Y  = {(y, λ, ]1,0[}{ ∈ααη , 
q,1jj )(

=
θ ): ∑

=

p

1i

[ ∇( )i(f
~

) L
α (y) + ∇( )i(f

~
) U

α (y)] αη (x,y) +   

           +∑
=

λ
q

1j
j[ ∇ jg (y)] jθ (x, y) >  0, ∀α∈[0, 1], ∀x∈ 0X ,  y∈X,  λ∈ qR + ,    

           αη : 0X ×X→ nR , jθ : 0X ×X→ nR ,  ∀ j = 1, … , q}.       

 
Vom nota  0

X YPr = {y∈X: (y, λ, ]1,0[}{ ∈ααη , 
q,1jj )(

=
θ )∈ 0Y } proiecţia mulţimii 0Y  pe X.        

           
Teorema 4.3.12 (Dualitatea Slabă).  Presupunem că 

          (i)   x∈ 0X ; 

         (ii)  (y, λ, ]1,0[}{ ∈ααη , 
q,1jj )(

=
θ )∈ 0Y ;                      

        (iii)  problema (VPF) este de tip I în y în raport cu ]1,0[}{ ∈ααη   şi 
q,1jj )(

=
θ . 

  Atunci  ∑
=

p

1i

[ ( )i(f
~

) L
α (x) + ( )i(f

~
) U

α (x) - ( )i(f
~

) L
α (y) - ( )i(f

~
) U

α (y)] - Tλ g(y) < 0, ∀α∈[0, 1].    

 
Teorema 4.3.13 (Dualitatea Inversă).  Presupunem că 

          (i)  (y, λ, ]1,0[}{ ∈ααη , 
q,1jj )(

=
θ )∈ 0Y ;   

         (ii)  y∈ 0X ;           

        (iii)  problema (VPF) este semi strict KKT-pseudo-invexă slabă în y în raport cu   

              ]1,0[}{ ∈ααη  şi 
q,1jj )(

=
θ . 

Atunci  y este soluţie optimă Pareto pentru (VPF).    
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Teorema 4.3.14 (Dualitatea Strictă).  Presupunem că 

          (i)   x∈ 0X ; 

         (ii)  (y, λ, ]1,0[}{ ∈ααη , 
q,1jj )(

=
θ )∈ 0Y  astfel încât f

~
(x) = f

~
(y) + Tλ g(y);                      

        (iii)  problema (VPF) este semi strict tip I în y în raport cu ]1,0[}{ ∈ααη   şi 
q,1jj )(

=
θ . 

Atunci   x = y.   
   
   Vom considera şi duala de tip Mond-Weir a problemei (VPF), 

                                          (MWDF)      Max f
~

(y),    

   unde   ∑
=

p

1i

[ ∇( )i(f
~

) L
α (y) + ∇( )i(f

~
) U

α (y)] αη (x,y) + ∑
∈

λ
)y(Ij

j[ ∇ jg (y)] jθ (x,y) >  0,          

                                                                                                             ∀α∈[0, 1], ∀ x∈ 0X ,       

               y ∈X,  λ∈ )|y(I|R + , αη : 0X ×X→ nR , jθ : 0X ×X→ nR ,  ∀ j∈I(y).                             

Fie  Y  o mulţime admisibilă pentru problema (MWDF), 

 Y = {(y, λ, ]1,0[}{ ∈ααη , )y(Ijj )( ∈θ ): ∑
=

p

1i

[ ∇( )i(f
~

) L
α (y) + ∇( )i(f

~
) U

α (y)] αη (x,y) +    

       + ∑
∈

λ
)y(Ij

j[ ∇ jg (y)] jθ (x,y) > 0, ∀α∈[0, 1], ∀x∈ 0X , y∈X, λ∈ )|y(I|R + , αη : 0X ×X→ nR ,    

         jθ : 0X ×X→ nR ,  ∀ j∈I(y)}  şi  YPrX = {y∈X: (y, λ, ]1,0[}{ ∈ααη , )y(Ijj )( ∈θ )∈ Y }.      

   
 
Teorema 4.3.15 (Dualitatea Slabă).  Presupunem că 

          (i)   x∈ 0X ; 

         (ii)  (y, λ, ]1,0[}{ ∈ααη , )y(Ijj )( ∈θ )∈ Y ;                      

        (iii)  problema (VPF) este semi strict KKT-pseudo-invexă în y în raport                        

                cu ]1,0[}{ ∈ααη   şi )y(Ijj )( ∈θ . 

Atunci    f
~

(x) < f
~

(y).  

 

Teorema 4.3.16 (Dualitatea Inversă).  Presupunem că 

          (i)  (y, λ, ]1,0[}{ ∈ααη , )y(Ijj )( ∈θ )∈ Y ;   

         (ii)  y∈ 0X ;           
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        (iii)  problema (VPF) este semi strict KKT-pseudo-invexă slabă în y în raport cu    

              ]1,0[}{ ∈ααη   şi )y(Ijj )( ∈θ . 

Atunci  y este soluţie optimă Pareto pentru (VPF).    

 

Teorema 4.3.17 (Dualitatea Strictă).  Presupunem că 

          (i)   x∈ 0X ; 

         (ii)  (y, λ, ]1,0[}{ ∈ααη , )y(Ijj )( ∈θ )∈ Y  astfel încât f
~

(x) = f
~

(y);                      

        (iii)  problema (VPF) este semi strict KKT-pseudo-invexă slabă în y în raport cu   

               ]1,0[}{ ∈ααη   şi )y(Ijj )( ∈θ . 

Atunci   x = y.   

 

V.   Funcţii de ordin superior con pseudoconvex şi  

                      con quasiconvex în optimizarea multiobiectiv  

     
     Fie  K⊆ mR  un con convex închis cu vârful în origine şi intK ≠ ∅. Conul dual pozitiv 

+K  şi conul dual pozitiv strict +sK  sunt definite astfel: 

           +K = {y∈ mR / yx T > 0,  ∀ x∈K} şi +sK = {y∈ mR / yx T > 0,  ∀ x∈K\{0}},      

unde prin yx T  am notat produsul scalar Euclidian <x , y>.  

     Fie S o submulţime deschisă, nevidă din nR  şi f : S → mR , H : S× nR → mR  funcţii 

diferenţiabile vectoriale şi  ψ : S× nR → R.  

     În continuare vom prezenta două exemple prin care vom demonstra că nu există o 

legătură între funcţiile K-pseudoconvexe natural de ordin superior şi funcţiile                

K-pseudoconvexe de ordin superior. 

Exemplul 5.1.5  Fie S = {( 1x , 2x )∈ 2R / 1x < 2, 2x ∈R}, K = {( 1x , 2x )∈ 2R / 1x <  0, 

1x < 2x },  f(x) = f( 1x , 2x ) = ( 3
1x - 2

2x , - 2
2x )  şi  H(x, p) = H(( 1x , 2x ), ( 1p , 2p )) =          

= ( 1p ( 1x + 1) - 2
2p , - 2

2p ).  Pentru x  = (0, 0) şi  ψ( x , p) = 1 avem 
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∇f(x) = 










−

−

2

2
2
1

x20

x2x3
  şi  Hp∇ (x, p) = 









−

−+

2

21

p20

p21x
. 

Fie  (x, p)∈S× 2R  astfel încât 

           ( x - x T) ψ( x , p)[∇f( x )+ p∇ H( x , p)]∈K ⇒ 1x <  0,  1x  - 2 2p 2x  <  0 şi 1p ∈R,  

            ⇒ f(x) – f( x ) – H( x , p) + Tp p∇ H( x ,  p) = ( 3
1x - 2

2x - 2
2p , - 2

2x - 2
2p )∈K. 

Deci  f  este K-pseudoconvexă natural de ordin superior în funcţie de ψ, în  x ∈S, în 

raport cu H, dar  f  nu este K-pseudoconvexă de ordin superior în funcţie de ψ, în  x , în 

raport cu H, deoarece pentru x = (
2

3
, 1)∈S  şi  p = (1, 1)∈ 2R   avem 

                          -( x - x T) ψ( x , p)[∇f( x ) + p∇ H( x , p)] = (
2

1
, 2)∉intK                                                        

                  iar    -[ f(x) – f( x ) – H( x , p) + Tp p∇ H( x , p)] = (
8

11
− , 2)∈intK. 

Pentru x  = (0, 0) şi ψ( x , p) = -|| x -p||  obţinem că   

   •  f  nu este K-pseudoconvexă natural de ordin superior în funcţie de ψ, în  x ∈S, în   

       raport cu H, deoarece pentru x = (1, 0)∈S  şi  p = (1, 1)∈ 2R   avem 

( x - x T) ψ( x , p)[∇f( x )+ p∇ H( x , p)] = (- 2 , 0)∈K 

                 iar   f(x) – f( x ) – H( x , p) + Tp p∇ H( x ,  p) = (0, -1)∉K. 

   •  f  nu este K-pseudoconvexă de ordin superior în funcţie de ψ, în  x ∈S, în raport cu   

       H, deoarece pentru x = (
2

3
, 1)∈S  şi  p = (1, 0)∈ 2R   avem 

-( x - x T) ψ( x , p)[∇f( x )+ p∇ H( x , p)] = (
2

3
, 0)∉intK 

                 iar   -[f(x) – f( x ) – H( x , p) + Tp p∇ H( x ,  p)] = (-
8

19
, 1)∈intK. 

Exemplul 5.1.6  Fie S = {( 1x , 2x )∈ 2R / 1x < 1, 2x ∈R}, K = {( 1x , 2x )∈ 2R / 2x  <  0, 

2x < 1x }, f(x) = f( 1x , 2x ) = (- 3
1x + 2

2x , 2
2x )  şi  H(x, p) = (- 1p ( 1x +1), 1p ( 2x +1)).  

Pentru x  = (0, 0) şi  ψ( x , p) = 1 avem 
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∇f(x) = 








−

2

2
2
1

x20

x2x3
  şi  Hp∇ (x, p) = 









+

−−

01x

01x

2

1 . 

Fie  (x, p)∈S× 2R  astfel încât 

           -( x - x T) ψ( x , p)[∇f( x )+ p∇ H( x , p)]∉intK ⇒ 1x <  0, 2x ∈R şi ( 1p , 2p )∈ 2R ,   

            ⇒ -[f(x) – f( x ) – H( x , p) + Tp p∇ H( x ,  p)] = ( 3
1x - 2

2x , - 2
2x )∉intK. 

Deci  f  este K-pseudoconvexă de ordin superior în funcţie de ψ, în  x ∈S, în raport cu H, 

dar  f  nu este K-pseudoconvexă natural de ordin superior în funcţie de ψ, în x , în raport 

cu H, deoarece pentru x = (-1, 1)∈S  şi  p∈ 2R   avem 

( x - x T) ψ( x , p)[∇f( x ) + p∇ H( x , p)] = (1, -1)∈K 

                       iar    f(x) – f( x ) – H( x , p) + Tp p∇ H( x , p) = (2, 1)∉K. 

Pentru x  = (0, 0) şi ψ( x , p) = -|| x -p||  obţinem că   

   •  f   nu este K-pseudoconvexă de ordin superior în funcţie de ψ, în  x ∈S, în   

       raport cu H, deoarece pentru x = (
2

1
, 1)∈S  şi  p = (1, 1)∈ 2R   avem 

                        -( x - x T) ψ( x , p)[∇f( x )+ p∇ H( x , p)] = (
2

2
− , 

2

2
)∉intK 

                 iar   -[f(x) – f( x ) – H( x , p) + Tp p∇ H( x ,  p)] = (
8

7
− , -1)∈intK. 

   •  f   nu este K-pseudoconvexă natural de ordin superior în funcţie de ψ, în  x ∈S, în   

       raport cu H, deoarece pentru x = (
2

1
, 0)∈S  şi  p = (1, 0)∈ 2R   avem 

                          ( x - x T) ψ( x , p)[∇f( x )+ p∇ H( x , p)] = (
2

1
, 

2

1
− )∈K 

                  iar   f(x) – f( x ) – H( x , p) + Tp p∇ H( x ,  p) = (
8

1
− , 0)∉K. 

 
Definiţia 5.1.16  Vom spune că f este K-quasiconvexă slab de ordin superior în funcţie de 

ψ, în  x ∈S, în raport cu H, dacă pentru orice (x, p)∈S× nR , avem: 

        -[ f(x) – f( x ) – H( x , p) + Tp p∇ H( x , p)]∈K ⇒  – ( x - x T) ψ( x , p)[∇f( x ) +    

                                                                                               + p∇ H( x , p)]∈ K. 
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Exemplul 5.1.17  Fie S = {( 1x , 2x )∈ 2R / 1x < 2, 2x ∈R}, K = {( 1x , 2x )∈ 2R / 1x < 2x , 

1x  <  0}, f(x) = f( 1x , 2x ) = -( 3
1x - 2

2x , - 2
2x )  şi  H(x, p) = (- 1p ( 1x + 1), - 1p ( 2x  + 1)).   

Pentru x  = (0, 0) şi  ψ( x , p) = 1 avem 

        ∇f(x) = 








−

2

2
2
1

x20

x2x3
  şi  Hp∇ (x, p) = 









−−

−−

01x

01x

2

1 . 

Fie  (x, p)∈S× 2R  astfel încât 

        -[f(x) – f( x ) – H( x , p) + Tp p∇ H( x ,  p)]∈K ⇒ 1x <  0, 2x ∈R şi ( 1p , 2p )∈ 2R ,   

                             ⇒ -( x - x T) ψ( x , p)[∇f( x ) + p∇ H( x , p)] = ( 1x , 1x )∈K.   

Deci  f  este K-quasiconvexă slab de ordin superior în funcţie de ψ, în  x ∈S, în raport cu 

H, dar  f  nu este K-pseudoconvexă de ordin superior în funcţie de ψ, în  x , în raport cu 

H, deoarece pentru x = (-1, 0)∈S  şi  p∈ 2R   avem 

                      -( x - x T) ψ( x , p)[∇f( x ) + p∇ H( x , p)] = (-1, -1)∉intK  iar 

                      -[f(x) – f( x ) – H( x , p) + Tp p∇ H( x , p)] = (-1, 0)∈intK. 

Pentru x  = (0, 0) şi ψ( x , p) = -|| x -p||  obţinem că   

   •  f  nu este K-quasiconvexă slab de ordin superior în funcţie de ψ, în  x ∈S, în   

       raport cu H, deoarece pentru x = (-1, 1)∈S  şi  p = (1, 0)∈ 2R   avem 

                             -[ f(x) – f( x ) – H( x , p) + Tp p∇ H( x ,  p)] = (-2, -1)∈K 

                      iar   -( x - x T) ψ( x , p)[∇f( x )+ p∇ H( x , p)] = (1, 1)∉K.  

   •  f  nu este K-pseudoconvexă de ordin superior în funcţie de ψ, în  x ∈S, în     

       raport cu H, deoarece pentru x = (-2, 0)∈S  şi  p = (0, 1)  avem 

                         -( x - x T) ψ( x , p)[∇f( x )+ p∇ H( x , p)] = (2, 2)∉intK 

                 iar    -[f(x) – f( x ) – H( x , p) + Tp p∇ H( x ,  p)] = (-8, 0)∈intK. 

Exemplul 5.1.18  În Exemplul 5.1.17  f  este K-quasiconvexă slab de ordin superior în 

funcţie de ψ( x , p) = 1, în  x ∈S, în raport cu H, dar  f   nu este K-pseudoconvexă natural 

de ordin superior în funcţie de ψ, în  x , în raport cu H, deoarece pentru x = (1, 2)∈S  şi  

p∈ 2R   avem 

                      ( x - x T) ψ( x , p)[∇f( x ) + p∇ H( x , p)] = (-1, -1)∈K  iar 
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                      f(x) – f( x ) – H( x , p) + Tp p∇ H( x , p) = (3, 4)∉K.   

Pentru x  = (0, 0) şi ψ( x , p) = -|| x -p||  obţinem că   

   •  f  nu este K-quasiconvexă slab de ordin superior în funcţie de ψ, în  x ∈S, în   

       raport cu H.   

   •  f  nu este K-pseudoconvexă natural de ordin superior în funcţie de ψ, în  x ∈S, în     

       raport cu H, deoarece pentru x = (-1, 2)∈S  şi  p = (1, 0)∈ 2R   avem 

                      ( x - x T) ψ( x , p)[∇f( x ) + p∇ H( x , p)] = (-1, -1)∈K  iar 

                      f(x) – f( x ) – H( x , p) + Tp p∇ H( x , p) = (5, 4)∉K. 

     
   Considerăm problema de optimizare multiobiectiv 

                                     (VP)     K-min   f(x) 

                    având restricţiile   - g(x)∈Q 

unde   f : S → mR  şi  g : S → pR  sunt funcţii diferenţiabile definite pe o submulţime 

nevidă deschisă S din nR . Fie K şi Q două conuri critice convexe închise din mR şi pR  

respectiv, cu interioarele nevide.  

Mulţimea admisibilă pentru problema (VP) este dată de  

                                                 0S  = {x∈S / -g(x)∈Q}.  

   Folosind rezultatele din Suneja ([131]) şi Bhatia ([27]) vom prezenta următoarele 

condiţii de optimalite de ordin superior pentru problema (VP). 

    Fie  H : S× nR → mR   şi  G : S× nR → pR  funcţii diferenţiabile vectoriale iar                 

fψ : S× nR → +R , gψ : S× nR → +R .   

 
Teorema 5.2.3  Fie  f  şi g  două funcţii cu următoarele proprietăţi: 

  a) f este K-pseudoconvexă tare de ordin superior în funcţie de fψ , în x ∈ 0S , în    

      raport cu H,  

  b) g este Q-quasiconvexă de ordin superior în funcţie de gψ , în x ∈ 0S , în raport cu G.  

Presupunem că există  λ ∈ +K \{0}  şi  µ ∈ +Q , astfel încât pentru orice (x, p)∈ 0S × nR ,        

( x - x T) fψ ( x , p) [∇ ( Tλ f)( x ) + p∇ ( Tλ H)( x , p)] + 

                       + ( x - x T) gψ ( x , p) [∇ ( Tµ g)( x ) + p∇ ( Tµ G)( x , p)] >  0,             (5.1)    
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                         ( Tµ g)( x ) + ( Tµ G)( x , p)  - Tp p∇ ( Tµ G)( x , p) >   0,                 (5.2) 

                                   ( Tλ H)( x , p) - Tp p∇ ( Tλ H)( x , p) >   0.                              (5.3) 

Atunci x  este minim slab pentru problema (VP).   

 
Teorema 5.2.4  Fie f şi g  două funcţii cu următoarele proprietăţi: 

     a)  f este K-pseudoconvexă strict de ordin superior în funcţie de fψ , în x ∈ 0S , în    

          raport cu H,  

  b)  g este Q-quasiconvexă de ordin superior în funcţie de gψ , în x ∈ 0S , în   

     raport cu  G.  

Presupunem că există λ ∈ +SK  şi  µ ∈ +Q  astfel încât, pentru orice (x, p)∈ 0S × nR , sunt 

îndeplinite relaţiile (5.1) – (5.3).  Atunci x  este soluţie minimă  pentru problema (VP).   

Teorema 5.2.5  Fie f şi g  două  funcţii cu următoarele proprietăţi: 

     a)  f este K-pseudoconvexă tare de ordin superior în funcţie de fψ , în x ∈ 0S , în    

          raport cu H,  

  b)  g este Q-quasiconvexă de ordin superior în funcţie de gψ , în x ∈ 0S , în   

     raport cu  G.   

Presupunem că există λ ∈ +SK  şi  µ ∈ +Q  astfel încât, pentru orice (x, p)∈ 0S × nR , sunt 

îndeplinite relaţiile (5.1) – (5.3).  Atunci x  este minim propriu Benson  pentru problema 

(VP).   
 
Teorema 5.2.6  Fie f şi g  două funcţii cu următoarele proprietăţi: 

     a)  f este K-pseudoconvexă natural  de ordin superior în funcţie de fψ , în x ∈ 0S , în    

          raport cu H,  

  b)  g este Q-quasiconvexă slab de ordin superior în funcţie de gψ , în x ∈ 0S , în   

     raport cu  G.   

Presupunem că pentru orice (x, p)∈ 0S × nR , sunt îndeplinite relaţiile (5.1) – (5.3), 

pentru orice  λ∈ +K , µ∈ +Q .  Atunci x  este minim tare pentru problema (VP).   

 
Exemplul 5.2.7  Fie S = {( 1x , 2x )∈ 2R / 1x < 2, 2x ∈R}. 
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              f(x) = f( 1x , 2x ) = ( 3
1x - 2

2x , - 2
2x ),  H(x, p) = (2 1p ( 1x + 1), - 1p ( 2x  + 1)), 

              K = {( 1x , 2x )∈ 2R / 1x  <  0, 1x  <  2x },                 

              g(x) = g( 1x , 2x ) = ( 3
1x , 3

1x + 2
2x ),  G(x, p) = ( 2x , 2p ( 1x + 1)), 

             Q = {( 1x , 2x )∈ 2R / 0 <  1x  <  2x }.    

Pentru x  = (0, 0)  şi  fψ ( x , p) = gψ ( x , p) = || x  - p||  avem  

   •  f  este K-pseudoconvexă natural de ordin superior în funcţie de fψ , în  x , în raport   

      cu H, deoarece  

                          ( x - x T) fψ ( x , p)[∇f( x ) + p∇ H( x , p)] = (2 1x ||p||, - 1x ||p||)∈K,    

                    ⇒ 1x  <  0, 2x ∈R  şi  p = ( 1p , 2p )∈ 2R ,   

                    ⇒  f(x) – f( x ) – H( x , p) + Tp p∇ H( x ,  p) = ( 3
1x - 2

2x , - 2
2x )∈K. 

   •  g este Q-quasiconvexă slab de ordin superior în funcţie de gψ , în x , în raport cu    

       G, deoarece   

                          - [g(x) - g( x ) - G( x , p) + p p
T ∇ G( x , p)] = (- 3

1x , - 3
1x - 2

2x )∈Q, 

                      ⇒ 1x  <  0, 2x = 0  şi  p = ( 1p , 2p )∈ 2R ,   

                      ⇒ -( x - x T) gψ ( x , p)[∇g( x ) + p∇ G( x , p)] = (0, 0)∈Q. 

Regiunea admisibilă pentru (VP) este 

0S = {( 1x , 2x )∈S / 1x <  0, 2x  = 0}. 

Avem +K  = {( 1x , 2x )∈ 2R / 0 < 2x <  - 1x } şi +Q  = {( 1x , 2x )∈ 2R / 2x >  - 1x , 2x >  0}. 

Atunci pentru orice  (x, p)∈ 0S × 2R , λ∈ +K  şi  µ∈ +Q  rezultă 

           ( x - x T) fψ ( x , p)[∇( Tλ f)( x ) + p∇ ( Tλ H)( x , p)] +  

           + ( x - x T) gψ ( x , p)[∇( Tµ g)( x ) + p∇ ( Tµ G)( x , p)] = 2 1x ||p|| 1λ  - 1x ||p|| 2λ  >  0, 

( Tµ g)( x ) + ( Tµ G)( x , p) - p p
T ∇ ( Tµ G)( x , p) = 0, 

                               ( Tλ H)( x , p) - p p
T ∇ ( Tλ H)( x , p) = 0. 
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Se obţine că relaţiile  (5.1), (5.2) şi (5.3) sunt îndeplinite pentru orice  λ∈ +K ,  µ∈ +Q  şi 

(x, p)∈ 0S × 2R , de unde, folosind Teorema 5.2.6,  rezultă că x  este minim tare pentru 

problema (VP).    
 
   Vom asocia următoarea problemă duală de tip Mond-Weir de ordin superior pentru 

problema (VP). 

                        ( 1HD )     K-max  f(u)  

           având restricţiile   ( x - u T) fψ (u, p)[∇( Tλ f)(u) + p∇ ( Tλ H)(u, p)] +  

                                       + ( x - u T) gψ (u, p)[∇( Tµ g)(u) + p∇ ( Tµ G)(u, p)] >  0,  ∀ x∈ 0S , 

                                         ( Tµ g)(u) + ( Tµ G)(u, p) - p p
T ∇ ( Tµ G)(u, p) >  0, 

                                         ( Tλ H)(u, p) - p p
T ∇ ( Tλ H)(u, p) >  0,  

              unde   λ∈ +K \{0}, µ ∈ +Q , u∈S, p∈ nR   iar fψ : S× nR → +R , gψ : S× nR → +R .   

 
Teorema 5.3.1 (Dualitatea slabă) Fie f şi g  două funcţii cu următoarele proprietăţi: 

     a)  f este K-pseudoconvexă tare de ordin superior în funcţie de fψ , în u∈S, în raport   

          cu H,  

     b)  g este Q-quasiconvexă de ordin superior în funcţie de gψ , în u∈S, în raport         

          cu G.  

Fie x o soluţie admisibilă pentru problema (VP) şi (u, λ, µ, p) soluţie admisibilă pentru 

problema ( 1HD ).  Atunci  

f(u) - f(x)∉ intK. 

Definiţia 5.3.2  Vom spune că f este K-convexă de ordin superior în funcţie de fψ , în  

x ∈S, în raport cu H, dacă pentru orice (x, p)∈S× nR , avem: 

f(x) - f( x ) - (x - x T) fψ ( x , p)[∇f( x ) + p∇ H( x , p)] - H( x , p) + Tp p∇ H( x , p)∈K. 

Observaţia 5.3.3  Pentru  H( x , p) = 0,  vom spune că f este K-convexă în funcţie de fψ , 

în  x ∈S,  dacă pentru orice (x, p)∈S× nR  avem: 

f(x) - f( x ) - ( x - x T) fψ ( x , p)∇f( x )∈K.    
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Lema 5.3.5  Dacă x  este minim slab pentru problema (VP), atunci există λ ∈ +K   şi  

µ ∈ +Q , cu  ( λ , µ ) ≠ 0  astfel încât 

                      ( x - x T) gψ ( x , p)[∇( Tλ f)( x ) + ∇( Tµ g)( x )] >  0,  ∀x∈S,               (5.9) 

                                                          ( Tµ g)( x ) = 0.                                                   (5.10) 

În plus, dacă g este Q-convexă în funcţie de gψ , în x ∈S  şi există *x ∈S  astfel încât 

( Tµ g)( *x ) < 0,  atunci λ  ≠ 0.   

 
Teorema 5.3.9 (Dualitatea tare). Dacă x este un punct minim slab pentru problema 

(VP), atunci există λ ∈ +K  şi µ ∈ +Q , cu ( λ , µ ) ≠ 0  astfel încât sunt îndeplinite 

relaţiile (5.9) şi (5.10). Dacă  H( x , 0) = G( x , 0) = 0, p∇ H( x , 0) = p∇ G( x , 0) = 0,  g 

este Q-convexă în funcţie de gψ , în x   şi există *x ∈S  astfel încât ( Tµ g)( *x ) < 0  iar   

fψ = gψ ,  atunci ( x , λ , µ , p  = 0) este soluţie admisibilă pentru problema  ( 1HD ).     

   În plus, dacă sunt îndeplinite condiţiile din Teorema 5.3.1 pentru orice soluţie 

admisibilă (u, λ, µ, p) a problemei ( 1HD ), atunci ( x , λ , µ , p = 0) este maxim slab pentru 

problema  ( 1HD ).     

 
   În continuare vom generaliza noţiunile prezentate anterior prin introducerea unor noi 

clase de funcţii de ordin superior de tip F-con pseudoconvex şi F-con quasiconvex.        

   Pentru aceasta considerăm o aplicaţie  F(·, ·, · ; ·) : S×S× nR × nR   → R  în raport cu  

care vom introduce clasele de aplicaţii şi vom studia proprietăţi de optimalitate şi  

dualitate.  

    Vom nota  F̂ ( x, x , p; ∇f( x ) + p∇ H( x , p)) =                                                                

           = (F( x, x , p; ∇ 1f ( x ) + p∇ 1H ( x , p)), … , F( x, x , p; ∇ mf ( x ) + p∇ mH ( x , p))).  

 
Definiţia 5.4.1  Vom spune că f este (F, K)-pseudoconvexă de ordin superior în x ∈S, în 

raport cu H, dacă pentru orice (x, p)∈S× nR , avem: 

        – F̂ ( x, x , p; ∇f( x ) + p∇ H( x , p))∉ intK ⇒  -[ f(x) – f( x ) – H( x , p) +  

                                                                                               + Tp p∇ H( x , p)]∉ intK.           
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Definiţia 5.4.2  Vom spune că f este (F, K)-pseudoconvexă tare de ordin superior în  

x ∈S, în raport cu H, dacă pentru orice (x, p)∈S× nR , avem: 

      – F̂ ( x, x , p; ∇f( x ) + p∇ H( x , p))∉ intK ⇒  f(x) – f( x ) – H( x , p) +          

                                                                                               + Tp p∇ H( x ,  p)∈ K. 

 
Definiţia 5.4.3  Vom spune că f este (F, K)-quasiconvexă de ordin superior în x ∈S, în 

raport cu H, dacă pentru orice (x, p)∈S× nR , avem: 

  f(x) – f( x ) – H( x , p) + Tp p∇ H( x , p)∉ intK ⇒  – F̂ ( x, x , p;∇f( x ) + p∇ H( x , p))∈ K. 

 
Definiţia 5.4.4  Vom spune că f este (F, K)-pseudoconvexă natural de ordin superior în  

x ∈S, în raport cu H, dacă pentru orice (x, p)∈S× nR , avem: 

        F̂ ( x, x , p; ∇f( x ) + p∇ H( x , p))∈K ⇒  f(x) – f( x ) – H( x , p) +          

                                                                                               + Tp p∇ H( x ,  p)∈ K. 

 
Definiţia 5.4.5  Vom spune că f este (F, K)-pseudoconvexă strict de ordin superior  în  

x ∈S, în raport cu H, dacă pentru orice (x, p)∈S× nR , avem: 

      – F̂ ( x, x , p; ∇f( x ) + p∇ H( x , p))∉ intK ⇒  -[f(x) – f( x ) – H( x , p) +          

                                                                                              + Tp p∇ H( x ,  p)]∉ K\{0}. 

 
Definiţia 5.4.6  Vom spune că f este (F, K)-quasiconvexă slab de ordin superior în  x ∈S, 

în raport cu H, dacă pentru orice (x, p)∈S× nR , avem: 

  -[ f(x) – f( x ) – H( x , p) + Tp p∇ H( x , p)]∈K ⇒  – F̂ ( x, x , p; ∇f( x ) + p∇ H( x , p))∈K. 

     
   Considerăm problema de optimizare multiobiectiv 

                                                  (VP)     K-min   f(x) 

                                 având restricţiile   - g(x)∈Q 

unde  f : S → mR  şi  g : S → qR  sunt funcţii diferenţiabile definite pe o submulţime 

nevidă deschisă S din nR . Fie K şi Q două conuri critice convexe închise din mR şi qR  

respectiv, cu interioarele nevide.  
 
Mulţimea admisibilă pentru problema (VP) este dată de  



 37 

0S  = {x∈S / -g(x)∈Q}. 

   Fie  H : S× nR → mR   şi  G : S× nR → qR  funcţii diferenţiabile vectoriale iar                  

1F (·, ·, · ; ·) : S×S× nR × nR → R, 2F (·, ·, · ; ·) : S×S× nR × nR → R,  1F ( x, x , p; ·),                

2F ( x, x , p; ·) funcţii convexe.  

 
   Vom nota  1F̂ ( x, x , p; ∇f( x ) + p∇ H( x , p)) =                                                                

       = ( 1F ( x, x , p; ∇ 1f ( x ) + p∇ 1H ( x , p)), … , 1F ( x, x , p; ∇ mf ( x ) + p∇ mH ( x , p))) 

         şi         2F̂ ( x, x , p; ∇g( x ) + p∇ G( x , p)) =                                                                

       = ( 2F ( x, x , p; ∇ 1g ( x ) + p∇ 1G ( x , p)), … , 2F ( x, x , p; ∇ qg ( x ) + p∇ qG ( x , p))).  

 
Teorema 5.4.7  Fie  f  şi g  două funcţii cu următoarele proprietăţi: 

  a) f este ( 1F , K)-pseudoconvexă tare de ordin superior în x ∈ 0S , în raport cu H,  

  b) g este  ( 2F , Q)-quasiconvexă de ordin superior în x ∈ 0S , în raport cu G.  

Presupunem că există  λ ∈ +K \{0}, λ >  0, etλ = 1  şi µ ∈ +Q , µ >  0, etµ = 1,  astfel 

încât pentru orice (x, p)∈ 0S × nR ,        

                           1F ( x, x , p; ∇( Tλ f)( x ) + p∇ ( Tλ H)( x , p)) +                                        

                                     + 2F ( x, x , p; ∇( Tµ g)( x ) + p∇ ( Tµ G) ( x ,p)) >  0,             (5.12)    

                         ( Tµ g)( x ) + ( Tµ G)( x , p)  - Tp p∇ ( Tµ G)( x , p) >   0,               (5.13) 

                                   ( Tλ H)( x , p) - Tp p∇ ( Tλ H)( x , p) >   0.                            (5.14) 

Atunci x  este minim slab pentru problema (VP).   
 
 
Teorema 5.4.8  Fie f şi g  două funcţii cu următoarele proprietăţi: 

     a)  f este ( 1F , K)-pseudoconvexă strict de ordin superior în x ∈ 0S , în raport cu H,  

  b)  g este ( 2F , Q)-quasiconvexă de ordin superior în x ∈ 0S , în raport cu G.  

Presupunem că există  λ ∈ +SK , λ >  0, etλ = 1  şi µ ∈ +Q , µ >  0, etµ = 1, astfel încât, 

pentru orice (x, p)∈ 0S × nR , sunt îndeplinite relaţiile (5.12) – (5.14).  Atunci x  este 

soluţie minimă  pentru problema (VP).   
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Teorema 5.4.9  Fie f şi g  două funcţii cu următoarele proprietăţi: 

     a)  f este ( 1F , K)-pseudoconvexă natural  de ordin superior în x ∈ 0S , în raport cu H,  

  b)  g este ( 2F , Q)-quasiconvexă slab de ordin superior în x ∈ 0S , în raport cu G.   

Presupunem că pentru orice (x, p)∈ 0S × nR , sunt îndeplinite relaţiile (5.12) – (5.14), 

pentru orice λ∈ +K , λ> 0, etλ = 1 şi µ∈ +Q ,µ >  0, µ et = 1.  Atunci x  este minim tare 

pentru problema (VP).   
 
   Vom asocia următoarea problemă duală de tip Mond-Weir de ordin superior pentru 
problema (VP). 
                        ( 1HD )     K-max  f(u)  

           având restricţiile   1F ( x, u, p; ∇( Tλ f)(u) + p∇ ( Tλ H)(u, p))  +  

                                       + 2F ( x, u, p; ∇( Tµ g)(u) + p∇ ( Tµ G) (u, p)) >  0,  ∀ x∈ 0S , 

                                         ( Tµ g)(u) + ( Tµ G)(u, p) - p p
T ∇ ( Tµ G)(u, p) >  0, 

                                         ( Tλ H)(u, p) - p p
T ∇ ( Tλ H)(u, p) >  0,  

            unde   λ∈ +K \{0}, λ> 0, etλ = 1, µ ∈ +Q , µ >  0, µ et = 1, u∈S, p∈ nR   iar       

           1F ( x, x , p; ·), 2F ( x, x , p; ·) sunt funcţii convexe.  

Teorema 5.4.10 (Dualitatea slabă) Fie f şi g  două funcţii cu următoarele proprietăţi: 

     a)  f este ( 1F , K)-pseudoconvexă tare de ordin superior, în u∈S, în raport cu H,  

     b)  g este ( 2F , Q)-quasiconvexă de ordin superior, în u∈S, în raport cu G.  

Fie x o soluţie admisibilă pentru problema (VP) şi (u, λ, µ, p) soluţie admisibilă pentru  

problema ( 1HD ).  Atunci  

f(u) - f(x)∉ intK.                

Teorema 5.4.13  Fie x   minim slab pentru problema (VP) cu proprietatea că există 

λ ∈ +K , λ >  0, etλ = 1  şi µ ∈ +Q , µ >  0, etµ = 1,  cu  ( λ , µ ) ≠ 0  astfel încât 

                        2F ( x, x , p;∇( Tλ f)( x ) + ∇( Tµ g)( x )) >  0,   ∀x∈S,                         (5.20) 

                                                          ( Tµ g)( x ) = 0.                                                   (5.21) 

   Dacă g este ( 2F , Q)-convexă în x ∈S  şi există *x ∈S  astfel încât ( Tµ g)( *x ) < 0,  

atunci λ  ≠ 0.   
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VI.   Condiţii de optimalitate şi dualitatea 

în optimizarea fracţionară multiobiectiv semiinfinită 

 
Considerăm următoarea problemă de programare fracţionară multiobiectiv semiinfinită:   

                          (P)     Min   φ(x) = ( 1ϕ (x), … , pϕ (x)) = 














)x(g

)x(f
,...,

)x(g

)x(f

p

p

1

1  

                 cu restricţiile   jG (x, t) ≤ 0,  pentru orice  t∈ jT , j∈{1, … , q} 

                                         kH (x, s) = 0,  pentru orice  s∈ kS , k∈{1, … , r},  

                                          x∈ nR , 

unde jT , kS  sunt intervale reale compacte, if , ig , jG (·, t), kH (·, s) : nR → R,                

         jG (x, ·) : jT → R, kH (x, ·) : kS → R  sunt funcţii continue iar ig (x) > 0, pentru orice     

          j∈{1, … , q}, k∈{1, … , r}, i∈{1, … , p}.     

   Presupunem că mulţimea admisibilă este dată de: 

E = {x∈ nR : jG (x, t) <  0, ∀t∈ jT , j∈ q,1 , kH (x, s) = 0, ∀s∈ kS , k∈ r,1 }. 

  Vom demonstra câteva rezultate de eficienţă, în ipotezele de (α, F, ρ)-V-invexitate, 
pentru problema de optimizare multiobiectiv (P).   
   Pentru aceasta considerăm o aplicaţie F(·, · ; ·) : nR × nR × nR  → R, F(x, ∗x  ; ·) 

subliniară şi o aplicaţie ∆ : nR × nR  → +R ,  în raport cu care vom studia următoarele  

proprietăţi de invexitate.  

   Considerăm mulţimile:   

U = {u∈ pR : u > 0, ∑
=

p

1i
iu = 1},  jT̂ ( ∗x ) = {t∈ jT : jG ( ∗x , t) = 0}. 

Teorema 6.1.8  Fie ∗x ∈E, ∗λ = φ( ∗x ) > 0, funcţiile if , ig , i∈ p,1 , funcţiile jG (·, t), 

kH (·, s) diferenţiabile ∀t∈ jT , j∈ q,1 , ∀s∈ kS , k∈ r,1  şi să presupunem că există ∗u ∈U,  

0 < 0ν < ν <  n +1, 0ν  indici cu 1 < ωj <  q, 0ν  puncte ωt ∈
ωj

T̂ ( ∗x ), ω∈ 0,1 ν ,  

ν  - 0ν  indici cu  1 < ωk <  r, ν  - 0ν  puncte ωs ∈
ωkS , ω∈ ν,1 \ 0,1 ν  şi ν  numere reale 

∗
ωv > 0  pentru ω∈ 0,1 ν , cu proprietatea că 

∑
=

∗
p

1i
iu [∇ if ( ∗x ) - ∗λ i ∇ ig ( ∗x )] +∑

ν

=ω

∗
ω

0

1

v ∇
ωj

G ( ∗x , ωt )+ ∑
ν

+ν=ω

∗
ω

10

v ∇
ωkH ( ∗x , ωs ) = 0.  (6.1) 
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Presupunem, de asemenea, că unul din următoarele seturi de condiţii este îndeplinit: 

     a)   (i)  ( 1f , … , pf ) este (θ, F, ∆, ρ )-V-invexă  în ∗x ; 

          (ii)  ( 1g− , … , pg− ) este (ξ, F, ∆, ρ~ )-V-invexă  în ∗x ; 

         (iii)  ( )t,(Gv 1
j1 1

⋅∗ , … , )t,(Gv 0

00 j
ν∗

ν ⋅
ν

) este (π, F, ∆, ρ̂ )-V-invexă  în ∗x ; 

         (iv)  ( )s,(Hv 1
k1

0

100

+ν∗
+ν ⋅

+ν
, … , )s,(Hv k

ν∗
ν ⋅

ν
) este (δ, F, ∆, ρ

(
)-V-invexă  în ∗x ; 

         (v)  iθ = jξ  = kπ = lδ = σ  pentru orice  i, j∈ p,1 , k∈ 0ν  şi  ℓ∈ ν,1 \ 0,1 ν ; 

         (vi)  ∑
=

∗
p

1i
iu ( iρ  + ∗λ i i

~ρ ) + ∑
ν

=ω
ωρ

0

1

ˆ  + ∑
ν

+ν=ω
ωρ

10

(
>  0; 

   b)  funcţia ( )s,t,,v,u,(L1
∗∗∗ λ⋅ , … , )s,t,,v,u,(Lp

∗∗∗ λ⋅ )  este (θ, F, ∆, 0)-V-

pseudoinvexă  în ∗x , unde   

                   )s,t,,v,u,z(L i
∗∗∗ λ = ∗

iu  [ if (z) - ∗λ i ig (z) + ∑
ν

=ω

∗
ω

0

1

v
ωj

G (z, ωt ) +   

                                                                                      + ∑
ν

+ν=ω

∗
ω

10

v
ωkH (z, ωs )],     i∈ p,1 . 

Atunci  ∗x  este o soluţie eficientă pentru problema (P).  
 
   În continuare, vom formula câteva condiţii suficiente de eficienţă în care proprietăţile 

de invexitate, pseudoinvexitate şi quasiinvexitate sunt aplicate funcţiei vectoriale 

   ( )u,,(1 λ⋅ε , … , )),u,,(p λ⋅ε   unde  )u,,z(i λε = iu [ if (z) - iλ ig (z)],  ∀i∈ p,1 , z∈ nR . 

Teorema 6.1.9  Fie ∗x ∈E, ∗λ = φ( ∗x ), funcţiile if , ig , i∈ p,1 , funcţiile jG (·, t), kH (·, s) 

diferenţiabile ∀t∈ jT , j∈ q,1 , ∀s∈ kS , k∈ r,1  şi să presupunem că există  ∗u ∈U,  

0 < 0ν < ν <  n +1, 0ν  indici cu 1 < ωj <  q, 0ν  puncte ωt ∈
ωj

T̂ ( ∗x ), ω∈ 0,1 ν ,  

ν  - 0ν  indici cu  1 < ωk <  r, ν  - 0ν  puncte ωs ∈
ωkS , ω∈ ν,1 \ 0,1 ν  şi ν  numere reale 

∗
ωv > 0  pentru ω∈ 0,1 ν , cu proprietatea că 

     ∑
=

∗
p

1i
iu [∇ if ( ∗x ) - ∗λ i ∇ ig ( ∗x )] + ∑

ν

=ω

∗
ω

0

1

v ∇
ωj

G ( ∗x , ωt ) + ∑
ν

+ν=ω

∗
ω

10

v ∇
ωkH ( ∗x , ωs ) = 0. 

Presupunem, de asemenea, că unul din următoarele seturi de condiţii este îndeplinit: 

     a)   (i)  ( )u,,(1
∗∗λ⋅ε , … , ))u,,(p

∗∗λ⋅ε   este (θ, F, ∆, ρ)-V-pseudoinvexă  în ∗x ; 
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         (ii)  ( )t,(Gv 1
j1 1

⋅∗ , … , )t,(Gv 0

00 j
ν∗

ν ⋅
ν

) este (π, F, ∆, ρ~ )-V-quasiinvexă  în ∗x ; 

       (iii)  ( )s,(Hv 1
k1

0

100

+ν∗
+ν ⋅

+ν
, … , )s,(Hv k

ν∗
ν ⋅

ν
) este (δ, F, ∆, ρ̂ )-V-quasiinvexă  în ∗x ; 

          (iv)  ρ + ρ~  + ρ̂  >  0; 

    b)  (i)  ( )u,,(1
∗∗λ⋅ε , … , ))u,,(p

∗∗λ⋅ε   este prestrict (θ, F, ∆, ρ)-V-quasiinvexă  în ∗x ; 

         (ii)  ( )t,(Gv 1
j1 1

⋅∗ , … , )t,(Gv 0

00 j
ν∗

ν ⋅
ν

) este (π, F, ∆, ρ~ )-V-quasiinvexă  în ∗x ; 

        (iii) ( )s,(Hv 1
k1

0

100

+ν∗
+ν ⋅

+ν
, … , )s,(Hv k

ν∗
ν ⋅

ν
) este (δ, F, ∆, ρ̂ )-V-quasiinvexă  în ∗x ; 

(iv)  ρ + ρ~  + ρ̂  > 0; 

    c)  (i)  ( )u,,(1
∗∗λ⋅ε , … , ))u,,(p

∗∗λ⋅ε   este prestrict (θ, F, ∆, ρ)-V-quasiinvexă  în ∗x ; 

        (ii) ( )t,(Gv 1
j1 1

⋅∗ , … , )t,(Gv 0

00 j
ν∗

ν ⋅
ν

) este strict (π, F, ∆, ρ~ )-V-pseudoinvexă  în ∗x ; 

        (iii) ( )s,(Hv 1
k1

0

100

+ν∗
+ν ⋅

+ν
, … , )s,(Hv k

ν∗
ν ⋅

ν
) este (δ, F, ∆, ρ̂ )-V-quasiinvexă  în ∗x ; 

        (iv)  ρ + ρ~  + ρ̂  >  0; 

    d)  (i)  ( )u,,(1
∗∗λ⋅ε , … , ))u,,(p

∗∗λ⋅ε   este prestrict (θ, F, ∆, ρ)-V-quasiinvexă  în ∗x ; 

         (ii) ( )t,(Gv 1
j1 1

⋅∗ , … , )t,(Gv 0

00 j
ν∗

ν ⋅
ν

) este (π, F, ∆, ρ~ )-V-quasiinvexă  în ∗x ; 

        (iii) ( )s,(Hv 1
k1

0

100

+ν∗
+ν ⋅

+ν
, … , )s,(Hv k

ν∗
ν ⋅

ν
) este strict (δ, F, ∆, ρ̂ )-V-pseudoinvexă    

                în ∗x ; 

        (iv)  ρ + ρ~  + ρ̂  >  0; 

Atunci  ∗x  este o soluţie eficientă pentru problema (P).  
 
   În continuare, vom formula o generalizare a schemelor de partiţie propuse de B. Mond 

şi T. Weir ([96]) pentru construcţia problemelor duale generalizate de optimizare 

neliniară. Pentru aceasta vom folosi câteva notaţii suplimentare.  

   Fie 0ν  şi ν  cu 1 < 0ν < ν <  n +1 şi { 0J , 1J , … , ΩJ },  { 0K , 1K , … , ΩK },  partiţii 

ale mulţimilor  0,1 ν , respectiv ν,1 \ 0,1 ν . Astfel, iJ ⊆ 0,1 ν  pentru orice i∈ Ω,1 ∪{0}, 

iJ ∩ jJ  = ∅ pentru orice  i, j∈ Ω,1 ∪{0}  cu  i ≠ j  şi  U
Ω

= 0i
iJ = 0,1 ν . De asemenea, 
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proprietăţi similare au loc şi pentru { 0K , 1K , … , ΩK }.  Mai mult, dacă 1ω  şi 2ω   sunt 

numere din partiţiile mulţimilor  0,1 ν  respectiv ν,1 \ 0,1 ν , atunci  Ω = max{ 1ω , 2ω } şi 

iJ  = ∅  sau iK  = ∅, pentru  i > min{ 1ω , 2ω }.   

   În plus, vom defini funcţiile 

        )s,t,,v,u,z(i λΦ =  iu [ if (z) - iλ ig (z) + ∑
∈ω

ω ω

0J
jGv (z, ωt ) +         

                                                                                          + ∑
∈ω

ω ω

0K
kHv (z, ωs )],   i∈ p,1 ,  

         )s,t,v,z(τΛ = ∑
τ

ω
∈ω

ω
J

jGv (z, ωt ) + ∑
τ

ω
∈ω

ω
K

kHv (z, ωs ),   τ∈ Ω,1 ,                                

unde t  = ( 1t , 2t , … , 0t ν ), s  = ( 10s +ν , 20s +ν , … , νs ).  
 
Teorema 6.2.1  Fie ∗x ∈E, ∗λ = φ( ∗x ), funcţiile if , ig , i∈ p,1 , funcţiile jG (·, t), kH (·, s) 

diferenţiabile ∀t∈ jT , j∈ q,1 , ∀s∈ kS , k∈ r,1  şi să presupunem că există  ∗u ∈U,  

0 < 0ν < ν <  n +1, 0ν  indici cu 1 < ωj <  q, 0ν  puncte ωt ∈
ωj

T̂ ( ∗x ), ω∈ 0,1 ν ,  

ν  - 0ν  indici cu  1 < ωk <  r, ν  - 0ν  puncte ωs ∈
ωkS , ω∈ ν,1 \ 0,1 ν  şi ν numere reale 

∗
ωv > 0  pentru ω∈ 0,1 ν , cu proprietatea că 

     ∑
=

∗
p

1i
iu [∇ if ( ∗x ) - ∗λ i ∇ ig ( ∗x )] + ∑

ν

=ω

∗
ω

0

1

v ∇
ωj

G ( ∗x , ωt ) + ∑
ν

+ν=ω

∗
ω

10

v ∇
ωkH ( ∗x , ωs ) = 0. 

Presupunem, de asemenea, că unul din următoarele seturi de condiţii este îndeplinit: 

     a)   (i)  ( )s,t,,v,u,(1
∗∗∗ λ⋅Φ , … , ))s,t,,v,u,(p

∗∗∗ λ⋅Φ   este (θ, F, ∆, ρ )-V-    

                  pseudoinvexă  în ∗x ; 

          (ii)  ( )s,t,v,(1
∗⋅Λ , … , )s,t,v,( ∗

Ω ⋅Λ ) este (π, F, ∆, ρ~ )-V-quasiinvexă  în ∗x ; 

          (iii) ρ  + ρ~  >  0; 

     b)   (i)  ( )s,t,,v,u,(1
∗∗∗ λ⋅Φ , … , ))s,t,,v,u,(p

∗∗∗ λ⋅Φ  este prestrict (θ, F, ∆, ρ )-V-   

                  quasiinvexă  în ∗x ; 

           (ii)  ( )s,t,v,(1
∗⋅Λ , … , )s,t,v,( ∗

Ω ⋅Λ )  este (π, F, ∆, ρ~ )-V-quasiinvexă  în ∗x ; 
           (iii)  ρ  + ρ~  > 0; 

    c)   (i)  ( )s,t,,v,u,(1
∗∗∗ λ⋅Φ , … , ))s,t,,v,u,(p

∗∗∗ λ⋅Φ  este prestrict (θ, F, ∆, ρ )-V-   

                   quasiinvexă  în ∗x ; 
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         (ii) ( )s,t,v,(1
∗⋅Λ , … , )s,t,v,( ∗

Ω ⋅Λ ) este strict (π, F, ∆, ρ~ )-V-pseudoinvexă în ∗x ; 

        (iii) ρ  + ρ~  >  0. 

Atunci  ∗x  este o soluţie eficientă pentru problema (P).  

 
       În continuare, vom formula două modele duale pentru problema (P) şi vom stabili    

câteva rezultate privind dualitatea slabă, dualitatea tare şi dualitatea strict inversă  în  

ipotezele de (F, ρ)-V-invexitate. 

   Fie 

H = {(z, u, v, λ, ν, 0ν , 
0

J ν , 
0\K νν , t , s ) : z∈ nR , u∈U, 0 < 0ν <  ν <  n +1, v∈ νR , iv > 0,                   

          1 <  i <  0ν ,  
0

J ν  = ( 1j , 2j , … , 
0

jν ), 1 <  ij <  q , 
0\K νν = ( 10

k +ν , … , νk ), 

          1 <  ik <  r ,  t  = ( 1t , 2t , … , 0t ν ), it ∈
ij

T , s  = ( 10s +ν , 20s +ν , … , νs ), is ∈
ikS }.  

   Vom presupune că funcţiile  if , ig , i∈ p,1 , jG (⋅, t), t∈ jT , j∈ q,1 , kH (⋅, s) = 0, s∈ kS , 

k∈ r,1  sunt diferenţiabile.   
   Considerăm următoarea problemă: 
            (D)               

H)s,t,\K,J,,,v,y( 000

sup
∈ννννν

  )s,t,,v,u,z( λΦ  

                 cu      )s,t,,v,u,z(i λΦ =  iu [ if (z) - iλ ig (z) + ∑
∈ω

ω ω

0J
jGv (z, ωt ) +         

                                                                                                + ∑
∈ω

ω ω

0K
kHv (z, ωs )],   i∈ p,1 ,  

                          )u,,z(i λε = iu [ if (z) - iλ ig (z)],   i∈ p,1 ,  

           ∑
=

p

1i
iu [∇ if (z) - iλ ∇ ig (z)] + ∑

ν

=ω
ω

0

1

v ∇
ωj

G (z, ωt ) + ∑
ν

+ν=ω
ω

10

v ∇
ωkH (z, ωs ) = 0,  (6.9) 

            ∑
τ

ω
∈ω

ω
J

jGv (z, ωt ) + ∑
τ

ω
∈ω

ω
K

kHv (z, ωs ) >  0,   τ∈ Ω,1 .       

                                   
Teorema 6.3.1 (Dualitatea Slabă).  Fie x∈E  şi  w = ( ∗x , ∗u , ∗v , ∗λ , ν, 0ν , 

0
J ν , 

0\K νν , 

t , s ) soluţii admisibile pentru problemele (P) şi (D), respectiv.  

Presupunem, de asemenea, că unul din următoarele seturi de condiţii este îndeplinit: 

   a)  (i)  ( )s,t,,v,u,(1
∗∗∗ λ⋅Φ , … , ))s,t,,v,u,(p

∗∗∗ λ⋅Φ  este prestrict (θ, F, ∆, ρ )-V-   

                   quasiinvexă  în ∗x ; 
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        (ii) ( )s,t,v,(1
∗⋅Λ , … , )s,t,v,( ∗

Ω ⋅Λ ) este strict (π, F, ∆, ρ~ )-V-pseudoinvexă  în ∗x ; 

       (iii) ρ  + ρ~  >  0. 

   b) (i)  ( )s,t,,v,u,(1
∗∗∗ λ⋅Φ , … , ))s,t,,v,u,(p

∗∗∗ λ⋅Φ   este (θ, F, ∆, ρ )-V-pseudoinvexă     

               în ∗x ; 

       (ii)  ( )s,t,v,(1
∗⋅Λ , … , )s,t,v,( ∗

Ω ⋅Λ ) este (π, F, ∆, ρ~ )-V-quasiinvexă  în ∗x ; 

      (iii) ρ  + ρ~  >  0; 

   c) (i)  ( )s,t,,v,u,(1
∗∗∗ λ⋅Φ , … , ))s,t,,v,u,(p

∗∗∗ λ⋅Φ  este prestrict (θ, F, ∆, ρ )-V-   

             quasiinvexă  în ∗x ; 

           (ii)  ( )s,t,v,(1
∗⋅Λ , … , )s,t,v,( ∗

Ω ⋅Λ )  este (π, F, ∆, ρ~ )-V-quasiinvexă  în ∗x ; 
           (iii)  ρ  + ρ~  > 0; 

Atunci   )u,,x( ∗∗λε  < )s,t,,v,u,x( ∗∗∗∗ λΦ .  

 

VII.   Exemple    
 

   În acest capitol am considerat exemple pentru anumite clase de aplicaţii considerate în 

lucrare. Aceste exemple completează pe cele care apar în literatură ([8], [50], [140]) 

pentru concepte utilizate în diferite capitole. Astfel am avut în vedere exemple pentru 

concepte privind funcţiile ρ-invexe, ρ-pseudoinvexe, ρ-slab pseudoinvexe, ρ-slab strict 

pseudoinvexe, ρ-tare pseudoinvexe, ρ-quasiinvexe, ρ-slab quasiinvexe, ρ-tare 

quasiinvexe şi pentru probleme de optimizare multiobiectiv cu funcţii obiectiv de tip 

fuzzy.                      

   Din definiţia funcţiei ρ-quasiinvexă şi funcţiei ρ-slab quasiinvexă este evident că orice 

funcţie ρ-quasiinvexă este ρ-slab quasiinvexă, în raport cu aceeaşi funcţie η. Reciproca 

acestei proprietăţi este falsă după cum vom vedea din exemplul următor. 
 
Exemplul 7.1.1  Fie X = R şi  f : X → 2R , f = ( 1f , 2f ) cu 1f (x) = 2x (x – 3) şi 2f (x) = 

x 2)3x( − , ρ = (0, 1), η(x, x ) = x - x , x = 0. Avem că f este funcţie ρ-slab quasiinvexă în 

x , deoarece                 

           f(x) ≤ f( x ) ⇒ ( 2x (x – 3), x 2)3x( − ) ≤ (0, 0) ⇒ x < 0                                          

       ∇f(x) = (2x(x – 3) + 2x , 2)3x( − + 2x(x - 3)) ⇒ ∇f( x )η(x , x ) = (0, 9x)        ⇒            

            -ρd(x , x ) = - (0, 1)|x| = (0, x)                               
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                                                                         ⇒ ∇f( x )η(x , x ) <  -ρd(x , x ).                                 

 Pentru x = 3 ⇒         f(x) <  f( x ) 

                            ∇f( x )η(x , x ) = (0, 27)           

                                   -ρd(x , x ) = (0, -3)        ⇒ ∇f( x )η(x , x ) <  -ρd(x , x ) ⇒ f nu este 

funcţie ρ-quasiinvexă în x , în raport cu η.          
                
   Din definiţia funcţiei ρ-slab strict pseudoinvexă şi funcţiei ρ-tare pseudoinvexă este 

evident că orice funcţie ρ-slab strict pseudoinvexă este ρ-tare pseudoinvexă, în raport cu 

aceeaşi funcţie η. Reciproca acestei proprietăţi este falsă după cum vom vedea din 

exemplul următor. 

Exemplul 7.1.2  Fie X = R şi  f : X → 2R , f = ( 1f , 2f ) cu 1f (x) = 5x şi 2f (x) = x 2)3x( + , 

ρ = (0, 2), η(x, x ) = x, x = 0. Avem că f este funcţie ρ-tare pseudoinvexă în x , deoarece                   

          f(x) ≤ f( x ) ⇒ ( 5x , x 2)3x( + ) ≤ (0, 0) ⇒ x < 0                                          

                    ∇f(x) = (5 4x , 2)3x( + + 2x(x + 3)) ⇒ ∇f( x )η(x , x ) = (0, 9x)        ⇒            

            -ρd(x , x ) = - (0, 2)|x| = (0, 2x)                               

                                                                           ⇒ ∇f( x )η(x , x ) ≤ -ρd(x , x ).                                 

 Pentru x = -2 ⇒ ∇f( x )η(x , x ) = (0, -18)           

                                   -ρd(x , x ) = (0, - 4)        ⇒ ∇f( x )η(x , x ) < -ρd(x , x ) ⇒ f nu este 

funcţie ρ-slab strict pseudoinvexă în x , în raport cu η.                               

 
   Din definiţia funcţiei ρ-invexă şi funcţiei ρ-slab pseudoinvexă este evident că orice 

funcţie ρ-invexă este ρ-slab pseudoinvexă, în raport cu aceeaşi funcţie η. Reciproca 

acestei proprietăţi este falsă după cum vom vedea din exemplul următor. 
 
Exemplul 7.1.3  Fie X = R şi  f : X → 2R , f = ( 1f , 2f ) cu 1f (x) = x(x + 4) şi 2f (x) = 

x 2)4x( + , ρ = (1, 0), η(x, x ) = x + x , x = 0. Avem că f este funcţie ρ-slab pseudoinvexă 

în x , deoarece                   

          f(x) < f( x ) ⇒ (x(x + 4), x 2)4x( + ) < (0, 0) ⇒ x ∈(- 4, 0)                                          

           ∇f(x) = (x + 4 + x, 2)4x( + + 2x(x + 4)) ⇒ ∇f( x )η(x , x ) = (4x, 16x)        ⇒            

            -ρd(x , x ) = - (1, 0)|x| = (x, 0)                               
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                                                                          ⇒ ∇f( x )η(x , x ) ≤ -ρd(x , x ).                                 

 Pentru x = -9 ⇒ f(x) - f( x ) = (45, -225)  

                     ∇f( x )η(x , x ) = (-36, -144)           

                             ρd(x , x ) = (9, 0)           ⇒ f(x) - f( x ) >  ∇f( x )η(x , x ) + ρd(x , x ) ⇒ 

⇒ f nu este funcţie ρ-invexă în x , în raport cu η.             

                                    
Exemplul 7.1.7  Considerăm următoarea problemă de programare multiobiectiv cu 

funcţii obiectiv de tip fuzzy 

                             Min f
~

(x) = ( )x,...,x(f
~

51
)1( ,  )x,...,x(f

~
51

)2( ),                                ( 1P )                       

cu    )x,...,x(f
~

51
)1( = ( -1⊗ }x{ 1

1
~

) ⊕ (-3⊗ }x{ 2
1
~

) ⊕ (-6⊗ }x{ 3
1
~

) ⊕ (-1⊗ }x{ 4
1
~

) ⊕ (-4⊗ }x{ 5
1
~

) 

         )x,...,x(f
~

51
)2( = ( -5⊗ }x{ 1

1
~

) ⊕ (-1⊗ }x{ 2
1
~

) ⊕ (-3⊗ }x{ 3
1
~

) ⊕ (-2⊗ }x{ 4
1
~

) 

                               6 1x + 4 2x + 9 3x + 3 4x + 4 5x <  42 

                               11 1x + 6 2x + 17 3x + 5 4x + 7 5x <  77 

                               1x , 2x , 3x , 4x , 5x >  0, 

unde    -1 = (-2, -1, 1), -2 = (-3, -2, -1), -3 = (-4, -3, -1), -4 = (-5, -4, -2), -5 = (-6, -5, -4),     

-6 = (-7, -6, -5), sunt numere fuzzy triunghiulare. 

     Fie   1g )x,...,x( 51 = 6 1x + 4 2x + 9 3x + 3 4x + 4 5x - 42 

             2g )x,...,x( 51 = 11 1x + 6 2x + 17 3x + 5 4x + 7 5x - 77 

             jg )x,...,x( 51 = - 2jx − ,   pentru  j∈{3, 4, 5, 6, 7}. 

Folosind noţiunile din § IV.1 obţinem  că 

  ( )x,...,x()f
~

51
L)1(
α = (α - 2) 1x  + (α - 4) 2x + (α - 7) 3x + (α - 2) 4x + (α - 5) 5x , 

  ( )x,...,x()f
~

51
L)2(
α = (α - 6) 1x  + (α - 2) 2x + (α - 4) 3x + (α - 3) 4x , 

  ( )x,...,x()f
~

51
U)1(
α = (1 - 2α) 1x  + (-1 - 2α) 2x + (-5 - α) 3x + (1 - 2α) 4x + (-2 - 2α) 5x , 

  ( )x,...,x()f
~

51
U)2(
α = (-4 - α) 1x  + (1 - 2α) 2x + (-1 - 2α) 3x + (-1 - α) 4x ,                   

pentru orice α∈[0, 1], de unde rezultă că 
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                           ∇( )x()f
~ L)1(

α = 























−α

−α

−α

−α

−α

5

2

7

4

2

,        ∇( )x()f
~ L)2(

α = 























−α

−α

−α

−α

0

3

4

2

6

,           

∇( )x()f
~ U)1(

α = 























α−−

α−

α−−

α−−

α−

22

21

5

21

21

,  ∇( )x()f
~ U)2(

α =























α−−

α−−

α−

α−−

0

1

21

21

4

,  ∇ )x(g1 = 























4

3

9

4

6

,  ∇ )x(g 2 = 























7

5

17

6

11

. 

 

   Din rezolvarea ecuaţiilor  )x(g1 = )x(g 2 = 0  obţinem                                                   

*x = ( *
1x , *

2x , *
3x , *

4x , *
5x ) = (0, 1.5, 4, 0, 0). 

Deoarece  )x(g *
4 = -1.5  şi  )x(g *

5 = - 4  rezultă că  )(4 αµ = )(5 αµ = 0.            

Aplicăm  noţiunile din § IV.1  pentru *x  şi obţinem că  

     ∇( )x()f
~ *L)1(

α +  ∇( )x()f
~ *L)2(

α + ∇( )x()f
~ *U)1(

α + ∇( )x()f
~ *U)2(

α + ∑
=

∇⋅αµ
7

1j

*
jj )x(g)( =  

 

= 























µ−µ+µ+α−−

µ−µ+µ+α−−

µ+µ+α−−

µ+µ+α−−

µ−µ+µ+α−−

721

621

21

21

321

747

535

17917

6426

11611

 = 0  ⇒  )(1 αµ = 2α, )(2 αµ = 1 - α  şi  )(j αµ = 0,       

 
    pentru  j∈{3, 4, 5, 6, 7},  )(L

1 αλ = )(L
2 αλ = )(U

1 αλ = )(U
2 αλ = 1,  ∀α∈[0, 1]  ⇒ 

 

    ⇒  *x = (0, 1.5, 4, 0, 0)  este soluţie optimă Pareto pentru problema ( 1P ).     
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