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Introducere

Motivare

Conditiile de optimalitate si dualitatea ocupa un loc important in literatura de
specialitate. Multe eforturi au pornit de la necesitatea si/sau suficienta conditiilor de
optimalitate de ordinul I. Cercetarile ulterioare s-au concentrat pe optimalitatea
conditiilor de ordinul-II in cazul unor probleme de optimizare matematica mai deosebite,
fiind de remarcat in acest sens, printre altele, articolele urmatorilor autori B. Aghezzaf si
M. Hachimi ([4]-[9]), R. Andreani si J. M. Martinez ([14]), A. Batatorescu ([102]), M.S.
Bazarra si H.D. Sherali ([21]), C. Niculescu ([103]), M.A. Hanson si B. Mond ([47]-
[S1]), V. Jeyakumar ([57]-[61]), H.-W. Kuhn si A.W. Tucker ([64]), O. L. Mangasarian
([73]-[74]), J.M. Martinez ([79]), V. Preda ([102]-[116]), S. K. Suneja ([130]-[131]),

T. Weir ([136]-[137]), H-C. Wu ([139]-[140]), L. A. Zadeh ([143]) si J. Zhang ([147]).

Aceasta lucrare este dedicatd studiului unor proprietati privind:

conditiile de optimalitate necesare si suficiente de ordinul-II, folosind

B. Aghezzaf si M. Hachimi ([5]-[8]), M. A. Hanson si B. Mond ([47]-[48]),

R. N. Kaul, S. K. Suneja si M. K. Srivastava ([62]), V. Preda ([114]-[116]) si

C. Singh ([123]);

- problemele multiobiectiv cu V-p-Invexitate si optimizare interval, folosind V.
Jeyakumar si B. Mond ([57]-[60]), S. K. Mishra ([92]-[94]), C. Niculescu ([103]),
V. Preda ([112]), L. Venkateswara Reddy si R. N. Mukherjee ([133]),
Hosseinzade si Hassanpour ([54]), Ishibuchi si Tanaka ([55]);

- conditiile de optimalitate si dualitatea implicate de functiile tip I generalizate de
ordin doi, folosind A. Batatorescu ([102]), M. Hachimi si B. Aghezzaf ([42]-
[43]), V. Preda ([115]), N. G. Rueda si M. A. Hanson ([119]);

- programarea multiobiectiv cu functii obiectiv de tip fuzzy, folosind M. S. Bazarra,
H. D. Sherali si C.M. Shetty ([21]-[22]), J. R. Birge si F. Louveaux ([28]), G.
Haeser si M. L. Schuverdt ([45]), .M. Stancu-Minasian ([129]), S. Vajda ([132]),
H-C. Wu ([140]);

- dualitatea (de tip Mond-Weir, de tip Wolfe) si optimizarea neliniard cu functii

obiectiv de tip fuzzy, folosind T. Antczak ([17]), M. A. Hanson, R. Pini si C.



Singh ([50]), B. Mond si T. Weir ([96]), H. Slimani si M. S. Radjef ([124]), S.
Wang ([135]), L. A. Zadeh ([143]);

- functiile de ordin superior con pseudoconvex §i con quasiconvex, folosind C. R.
Bector, S. Chandra si 1. Husain ([23]), M. Bhatia ([27]), H. W. Kuhn si A. W.
Tucker ([64]), O. L. Mangasarian ([74]), M. K. Srivastava si M. G. Govil ([126]),
S. K. Suneja, P. Louhan si M. B. Grover ([131]).

Temele studiate sunt de actualitate contribuind la imbunatatirea rezultatelor din
domeniul optimizarii matematice. Fiecare capitol contine elemente de noutate stiintifica,

fiind o continuare a unor rezultate recente din domeniul optimizarilor.

Directii principale

Principalele directii urmarite in aceasta lucrare sunt:

® necesitatea si suficienta conditiilor de optimalitate de ordinul-II, folosind conditii
de optimalitate de tip Aghezzaf-Hachimi ([4], [6]), conditii de optimalitate
Karush-Kuhn-Tucker ([133]) si dualitate de tip Mond-Weir ([8])

¢ conditiile de optimalitate si dualitatea in cazul functiilor tip I de ordin doi,
folosind functii (F, o, p, p, d)-tip I de ordin doi ([42]), dualitate de tip Zhang-
Mond ([43]) si dualitate de tip Mangasarian ([74])

¢ optimalitatea Karush-Kuhn-Tucker cu functii obiectiv de tip fuzzy ([140]),
folosind conditii de optimalitate de ordin doi in probleme de tip fuzzy ([5])

e optimizarea multiobiectiv cu functii obiectiv de tip fuzzy, folosind conditii de
optimalitate de tip Hanson-Mond ([50])

¢ functii de ordin superior con pseudoconvex si con quasiconvex, folosind conditii

de optimalitate de ordin superior de tip Suneja-Bhatia ([131]).



Structura tezei de doctorat

Primul capitol prezinta problemele de programare multiobiectiv neliniare cu
inegalitati de restrictie, aducand diferite imbunatatiri. Rezultatele reprezinta o
generalizare a notiunilor introduse de B. Aghezzaf si M. Hachimi ([5], [6], [8]) si V.
Jeyakumar ([61]). Astfel, vom introduce cateva clase de functii neconvexe prin
generalizarea unor definitii referitoare la functiile invexe si preinvexe. Mai mult, folosind
rezultatele obtinute de R. Egudo ([37]), M.A. Hanson si B. Mond ([47]), V. Preda ([114]-
[116]), T. Weir si B. Mond ([136]), vom generaliza dualitatea si dualitatea inversa in
cazul problemelor de tip Mond-Weir. In plus, prin introducerea unor conditii
optimale suficiente aditionale vom dezvolta proprietitile optimale de ordin doi,
rezultate cuprinse in [81], [83] si L13. Vom utiliza proprietatile de convexitate slaba

pentru a rafina conditiile de optimalitate i dualitatea prezentate 1n [62] si [123].

in al doilea capitol vom trata citeva probleme constand din programe multiobiectiv
compuse neomogene cu conditii de tip invexitate-p-V. Rezultatele reprezintd o
generalizare a notiunilor prezentate de S.K. Mishra g1 R.N. Mukherjee ([92]), S.K.
Mishra ([94]), C. Niculescu ([103]), L. Venkateswara Reddy si R.N. Mukherjee ([133]).
In particular, vom generaliza teorema de optimalitate suficientd Karush-Kuhn-Tucker si
teoremele de dualitate pentru programele multiobiectiv compuse neomogene (cf. [33],
[51]). De asemenea, vom generaliza teorema fundamentala Lin ([69]) in cazul unei
probleme de optimizare interval cu multimi tangente de ordinul doi. Apoi, pe baza
generalizarii de mai sus, vom obtine conditii necesare si suficiente de ordinul II
pentru optimalitate, folosind proprietiti de p-quasiconvexitate ale functiilor
implicate. Rezultatele sunt cuprinse in lucrarile [82], [84], [99] si L14. Wu ([141]-
[142]) a stabilit conditiile Karush-Kuhn-Tucker pentru probleme de optimizare cu functii
obiectiv de tip valori-interval, in care conceptele de solutii eficiente sunt definite prin
intermediul a doua relatii de ordine pe clasa intervalelor inchise iar conditiile de
regularitate sunt de tip Slater. De asemenea, Hosseinzade si Hassanpour ([54]) au obtinut
conditii de optimalitate Karush-Kuhn-Tucker pentru optimizare cu valori interval, in
cazul unor ipoteze de convexitate si diferentiabilitate. Cercetarile referitoare la functiile

invexe reprezintd teme de actualitate 1n literatura de specialitate. Pentru inceput aceste



cercetdri s-au concentrat asupra V-invexitatii problemelor de optimizare multiobiectiv
diferentiabile care conserva conditiile optimale suficiente si dualitatea rezultatelor si apoi
au continuat cu probleme de optimizare multiobiectiv neomogene, functii diferentiabile
p-invexe, conditii suficiente si teoreme duale pentru probleme de optimizare neliniare,

relatii ntre puncte sa si optim, etc ([57], [61], [92], [112]).

in al treilea capitol vom extinde notiunile referitoare la functiile de tip I si vom
demonstra cateva rezultate privind dualitatea de ordinul II folosind functii (F, o, p,
p, d)-tip L, rezultate cuprinse in lucrarile [87] si [89]. Rezultatele reprezinta o
dezvoltare a notiunilor prezentate de A. Batatorescu ([102]), M. Hachimi si B. Aghezzaf
([4]1,[42], [43]) si V. Preda ([115]). Conceptul de functii de tip I a fost introdus de
Hanson si Mond ([48]) in 1982 ca o generalizare a convexitdtii. Apoi, in 1988, Rueda si
Hanson ([119]) au definit functiile pseudo-tip I si quasi-tip I si au obtinut conditii
optimale suficiente implicand aceste functii. Mai tarziu, in 2000, Aghezzaf si Hachimi
([4]) au introdus functiile de tip I generalizate pentru problemele de optimizare
multiobiectiv §i au obtinut cateva rezultate de dualitate. Apoi, tot Aghezzaf si Hachimi
([43]), in 2004, au definit functiile (F, o, p, d)-tip I generalizate reusind sa dezvolte
cateva concepte legate de functiile de tip I, obtinand conditii optimale suficiente si

caracterizand dualitatea problemelor de optimizare multiobiectiv.

in capitolul patru vom studia conditii de optimalitate si dualitate pentru problemele
de optimizare multiobiectiv cu functii obiectiv de tip fuzzy. Rezultatele reprezinta o
dezvoltare a notiunilor introduse de M.S. Bazarra, H.D. Sherali si C.M. Shetty ([21]), G.
Haeser si M.L. Schuverdt ([45]), M.A. Hanson si B. Mond ([49]), R. Pini si C. Singh
([101]), LM. Stancu-Minasian ([129]) si H-C. Wu ([140]). Conceptele de rezolvare sunt
propuse prin definirea unei relatii de ordine pe o clasa de numere fuzzy. Deoarece aceasta
relatie de ordine poate fi relatie de ordine partiala, ideile de rezolvare din acest capitol
urmeaza o notiune similara, numita solutie optima Pareto, folosita de J.R. Birge si F.
Louveaux ([28]), A. Prekopa ([117]) si S. Vajda ([132]). Optimizarea de tip fuzzy
reprezinta o tema importantd de cercetare in optimizarea multiobiectiv. Conditiile de
optimalitate Karush-Kuhn-Tucker pentru problemele de optimizare cu functii obiectiv de

tip fuzzy au fost studiate de Wu ([139]) in 2007. Vom dezvolta si vom imbunatati



aceste concepte prin diferite tehnici folosite in problemele de optimizare
multiobiectiv cu functii obiectiv de tip fuzzy. Vom extinde invexitatea de tip I
generalizata la un vector invexitate (V-tip I) in care functiile obiectiv sunt de tip
fuzzy. Teoremele de dualitate slaba, tare, inversa sunt demonstrate in cazul V-
invexitatii de tip I generalizate cu functii obiectiv de tip fuzzy. Rezultatele sunt
cuprinse in [85] si [86]. Vom prezenta dualitatea optimizarii neliniare cu functii obiectiv
de tip fuzzy in cazul conditiilor Karush-Kuhn-Tucker generalizate, folosind in general
lucrarile lui M.A. Hanson ([51]), A. Ben-Israel si B. Mond ([25]), M.A. Hanson si B.
Mond ([48]), V. Jeyakumar ([61]), S.K. Mishra, S.Y. Wang si K.K. Lai ([93]). Vom
introduce cateva concepte legate de KKT-invexitate, pseudo-invexitate-KKT slaba si
probleme de tip I in care fiecare functie care apare in aceste programe neliniare este

de tip fuzzy si este considerata in raport cu o familie de functii {n,},, ,, rezultate

cuprinse in [88], [90] si L15. In concordantd cu aceste notiuni vom formula doua
programe duale, de tip Wolfe si Mond-Weir si vom demonstra diferite teoreme de
dualitate folosind ipotezele invexitatii generalizate, plecand de la rezultatele obtinute de

H.W. Kuhn si A.W. Tucker ([64]), B. Mond si T. Weir ([96]).

in capitolul cinci vom introduce notiuni de ordin superior cu privire la functiile con
pseudoconvex, con pseudoconvex strict, con quasiconvex §i con quasiconvex slab si vom
studia proprietatile existente intre acestea. Rezultatele reprezintd o extindere a notiunilor
introduse de M. Bhatia ([27]), O.L. Mangasarian ([74]), S.K. Suneja, P. Louhan si M.B.
Grover ([131]). Vom formula dualitatea de ordin superior de tip Mond-Weir
generalizata si vom stabili cateva rezultate de dualitate pe baza conditiilor tare de
ordin superior aplicate pentru un con pseudoconvex si con quasiconvex, folosind in
general lucrarile lui B. Mond ([97]), R. Egudo si M.A. Hanson ([36]), M.K. Srivastava si
M.G. Govil ([126]). Mangasarian ([12]) a considerat un program neliniar si a studiat
dualitatea de ordin doi si de ordin superior. Recent Bhatia ([27]) a obtinut conditii de
optimalitate suficiente de ordin superior si rezultate de dualitate pentru problemele de
optimizare vectoriald definite de functiile con convex de ordin superior. Kuhn si Tucker
([64]) si Geoffrion ([40]) au introdus conceptul de solutie eficientd proprie care a fost
generalizat mai tarziu de Borwein ([31]) si Benson ([26]) sub forma de con. Plecand de la

aceste rezultate vom demonstra, in cadrul acestui capitol, rezultate de dualitate de



ordin superior pentru conuri pseudoconvexe si conuri quasiconvexe si vom
introduce conditii de regularitate pentru a obtine rezultate mai tari de dualitate,

rezultate cuprinse in lucrarile [90], [91], 116 si L17.

in capitolul sase vom stabili un set de conditii de optimalitate de tip Karush-
Kuhn-Tucker si relatiile de dualitate corespunzitoare, pentru problemele de
optimizare multiobiectiv semiinfinite neconvexe si neomogene, rezultate cuprinse in
lucrarile L18 si 1.19. Cateva clase de probleme de optimizare multiobiectiv semiinfinite,
bazate pe functii diferentiabile, au fost studiate pe larg de multi autori, din care amintim
pe M. A. Hanson ([51]), V. Jeyakumar si B. Mond, ([57]), Y. Sawaragi, H. Nakayama si
T. Tanino ([120]), G. J. Zalmai si Q. Zhang ([145]). Problemele de acest tip sunt utilizate
in numeroase modele de analiza si interpretare din diferite domenii, cum ar fi: teoria
aproximarii, statistica, teoria jocurilor, probleme cu valori marginite, geometrie, grafice
aleatoare, analizd oscilatorie, teoria deciziei, programare semidefinitd, control optimal,
etc. Ele urmaresc doua directii importante, teoria dualitdtii si convexitatea generalizata,
concepte care joaca un rol important Tn evolutia teoriei optimizarii i programarii

neliniare.

In capitolul sapte vom prezenta citeva exemple ce pun in evidenta relatiile
existente intre diferite proprietati privind functiile p-invexe, p-pseudoinvexe, p-slab
pseudoinvexe, p-slab strict pseudoinvexe, p-tare pseudoinvexe, p-quasiinvexe, p-slab
quasiinvexe, p-tare quasiinvexe. De asemenea sunt prezentate cateva exemple de

probleme de optimizare multiobiectiv cu functii obiectiv de tip fuzzy.
Multumiri

Doresc sd multumesc domnului prof. dr. Vasile Preda pentru sprijinul acordat, pentru
numeroasele discutii i sfaturi fard de care aceastd lucrare nu ar fi putut fi elaboratd. De
asemenea doresc sa multumesc tuturor celor care s-au implicat cu multd competentd in
pregétirea tezei de doctorat, in comisiile de evaluare si de analiza ale examenelor si
referatelor prevazute in planul de pregatire individuald sau ca membri in comisia de
sustinere publicd a tezei de doctorat.

In final, as dori sd multumesc sotiei si parintilor pentru intelegere si sprijinul acordat.



Notatii si conventii.

In aceasta lucrare vom folosi urmatoarele notatii si conventii de scriere:

e ( -)' reprezintd vectorul transpus sau matricea transpusa.
e Pentru orice X = (X,, X,, ..., X, ) ,¥=(Y¥,, Y55, ¥, ) din R", convenim:
X=y & X, =y, i=1,..,n;

X

A

y © x; <y, i=1,..,0;
XSy © x<y si X#Yy;

X<y & x,<y,, i=1,..,n
e R, ={teRIt>0}
eec=(1,1,..,1)eR".

® Dacih=(h,,....,h ): R"—=R" este diferentiabild, vom nota Vh = (Vh,,...,Vh ).

e Daca v=(v,,... ,vp)e R?, vomnota v, = (max{wv,, 0}, .. .,max{vp,O})‘.
e Daca v=(v1,...,vp)e R?, vom nota v_=(min{v1,0},...,min{vp,O})‘.
e |I-1l, reprezintd norma Euclidiana.

e <., -> reprezinta produsul scalar Euclidian.

e d(-, ) reprezintd functiadistantda d : R"XR" — R, dx,y)=llx-yll,.

e Pentru D € M vom nota cu D complementara lui D relativ la multimea M.

e Pentru X ¢ R" vomnotacu X  spatiul dual topologic.

e Pentru un con convex inchis C < R" vomnotacu C* conul dual al lui C, adica

multimea C*'={y eR"/ <y, y> >0, VyeC}.



I. Conditii suficiente de optimalitate de ordin II si dualitate

in optimizarea multiobiectiv

Consideram urmatoarea problema de optimizare multiobiectiv:

min f(x) = (f, (%), ..., f,(x)) (MOP)
gx) <0, (1.1)
X €X,
unde X este multime deschisa, X < R", f: X —- R” si g=(g,,...,g,): X— R"

sunt aplicatii diferentiabile.
Fie A ={xeX, g(x) < 0}, I={j :gj(i)=0},unde xeA,card I =1l = ¢,
P={1,...,p}, M={1, ..., m},
pP=(p».... P,) €R?, M: XXX —»R"5i d(-,): XxX—R,.

Extindem conceptele Aghezzaf-Hachimi la concepte de tip (@, r)-invexitate, introduse

de Caristi-Stefanescu-Ferrara ([30]).
Consideram o aplicatie @(-, - ; -,-) :R"XR"XR"XR — R, ®(x, X; -,-) convexa, cu

proprietatea cd ®(x ,X; (0, @) > 0, pentru o > 0, in raport cu care vom

studia urmatoarele definitii si proprietati de invexitate.

Vom nota ®°(x, X ; (VI(X),p)) = (O(x,X; (VI (X),p,)) ... , O, X; (VI (X),p,)))-

Teorema 1.2.1 Presupunem ca exista o solutie admisibila X €A pentru problema de
optimizare (MOP) i vectorii u >0 si v > 0 astfel incat:

) u'V(X)+v' Vg (X)=0;

ii) f este (®°,p")-tare pseudoinvexd in X €A;

iii) g, este (®', p)-quasiinvexd in X €A;

v)u'p’+v'p >0

Atunci X este minim Pareto (slab) pentru problema (MOP).

10



In continuare, vom folosi notiuni referitoare la aplicatiile vectoriale (®”, p”)-slab
quasiinvexe si (®°,p”)-slab pseudoinvexe.
Teorema 1.2.4 Presupunem ca exista o solutie admisibila X €A pentru problema de
optimizare (MOP) si vectorii u zO si v >0 astfel incat:
) u'V(X)+Vv' Vg (x)=0;
ii) f este (®°,p")-slab quasiinvexd in X €A;
iii) g, este (P, p)-tare quasiinvexd in X €A;
iv)a'p’+v'p>0.
Atunci X este minim Pareto (slab) pentru problema (MOP).
Teorema 1.2.5 Presupunem ca exista o solutie admisibila X €A pentru problema de
optimizare (MOP) si vectorii u>0 si Vv zO astfel incat:
) u'VAX)+Vv' Vg (x)=0;
ii) f este (®°,p")-slab pseudoinvexd in X €A;
iii) g, este (®', p)-quasiinvexd in X €A;
iv)ua'p’+v'p>0.
Atunci X este minim Pareto slab pentru problema (MOP).

In continuare, vom discuta citeva proprietiti referitoare la conditiile optimale suficiente
de ordinul II. Pentru aceasta vom presupune ca toate functiile sunt diferentiabile de ordin

doi iar pentru orice X € A vom nota
C = {ye R"/V1{(X)y<0, VI, (X)y = 0, pentru cel putin un indice i, V g,(X)y<0} (1.2)
multimea directiilor critice In punctul X € A. Avem urmatoarele teoreme.

Teorema 1.2.6 Presupunem ca exista o solutie admisibila X €A pentru problema de

optimizare (MOP) si vectorii ueR?, u >0 si VeR' , ¥V >0 astfel incdt:
)T VR + Vg (X)=0;

P
i) (D uVHE+ Y VVig,X )y, y) >0, Vy=0 directie critica;

i=1 jel

11



iii) feste p°-prequasiinvexd in X, in raport cu ) si diferentiabild de ordin doi in X ;

iv) g, este p-prequasiinvexd in X, in raport cu 1 (n(x,y) #0, pentru x #y) si
diferentiabila de ordin doi in X;

v) u'p’+v'p>0;

d(x +tty ,X) cR

+°

vi) 11m
td0
Atunci X este minim Pareto (slab) pentru problema (MOP).

Teorema 1.2.7 Presupunem ca exista o solutie admisibila X €A pentru problema de
optimizare (MOP) si vectorii ueR”, u 20 si v eR’', v >0 astfel incat:
) u'VAX)+v' Vg (x)=0;
P
ii) (Zﬁivzfi (xX) + ZVJVZgj(i) )y,y)>0, Vy#0 directie critica;
i=1 jel
iii) f este p°-slab prequasiinvexd in X, in raport cu 1 §i diferentiabild
de ordin doi in X ;
iv) g, este p-prequasiinvexd in X, in raport cu 1 (1(x,y) #0, pentru x #y) si
diferentiabila de ordin doi in X;
v) u'p’+Vip >0

) Ji SO0 g
td0 t

Atunci X este minim Pareto (slab) pentru problema (MOP).
Consideram urmatoarea problema generalizata, de tip dual Mond-Weir ([136]):
max (f(y) + v, g, (y)e)

(Vi(y) 'u+ (Ve(y) 'v=0, (1.3)
Vi, &, (M>0, k=1r (DMOP)

v >0, u>0, u'e=1,

unde e=(1,1,..,1)'e RP,r>1,JNJ =0 pentru s#t si UJS={1,2, e, M},
- s=0

12



Teorema 1.3.1 Fie x o solutie admisibila pentru problema de optimizare (MOP) si (y, u,

v) o solutie admisibila pentru (DMOP). Daca are loc una din urmatoarele proprietati:

a)u>0, f{-)+v, g, (-Je este (D", p° )-tare pseudoinvexd in y, vy g, () este (D,p,)-

quasiinvexdiny, k=1,r, u'p’

+
e}
~

v

S

b) u=0, f{-)+ V}O g,, (e este (®°, p°)-slab strict pseudoinvexd in y, V}k g, () este

(D, p, )-quasiinvexd iny, k= 1,r, u'p’+ Zpk > 0;

k=1

c) fl-) + V}O g, (e este (®°,p°)-slab quasiinvexd in y, V}k g, () este (D,p, )-strict

pseudoinvexdiny, k= 1,r, u'p’+ zpk >0;

k=1

atunci fix) Zfy) + Vi, g, (v)e.

II. Probleme multiobiectiv cu V-p-Invexitate

si optimizare interval

Consideram urmatoarea problema de programare multiobiectiv compusa (CP):

min (f, (F, (x)), {,(F, X)), ..., fp(Fp(x)))

gj(Gj(x))io, j=1,2,...,m (CpP)

xeC,
unde C este o submultime convexa a unui spatiu Banach X, f,, g i (i=12,..,p;
j=1,2, ..., m) sunt functii reale definite pe R", local Lipschitz iar E si G ; sunt functii

local Lipschitz si diferentiabile, definite pe X cu valori in R", respectiv.

Presupunem ca multimea admisibila este data de:

E={xeR": gj(Gj(x))i 0,j=1,2,...,m}. 2.1
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Pentru Tnceput vom generaliza conditiile suficiente Karush-Kuhn-Tucker
corespunzitoare unui (0.°, m,) minim slab pentru problema (CP).
Teorema 2.2.1 Fie (u, 7 A)e R" XRP? xR™ ce satisfac conditiile Karush-Kuhn-Tucker

urmdtoare:

OEi’Ci 0" f.(F (u)F (u) + ixj 0°g.(G;(u)G,(u),
j=1

i=1
g/(G;(x) <0 sihjg(Giu)=0,j=12 ..m,

T, >0,i=12..,p1ve>0, A, >0, j=12,..,m

p m
Daca f(F) este V-(®, p)-invexa si g(G) este V-(D, o)-invexa iarZTipi + ijcj >0,
j=1

i=1
atunci u este (0.°, m, ) minim slab pentru problema (CP).

In continuare, vom demonstra céteva rezultate de dualitate intre problema (CP) si

urmatoarea problema duala (GD), de tip Mond-Weir, pentru problema (CP):

max(f; (F, )+ D A,g,(G;(w).f,(F,)+ > A,g,(G;W).... , (E, )+ D A,g,(G,;(u)))

j€ly j€ely j€ly

cu restrictiile  Oe Zp:'ci 0” f,(F, ()E (u) + ikj 0° g,(G; () G;(w),
=1

i=1

Aog, (G, (w)>0, k=1,2,..,r, (GD)

ueX, 1€ R?, 1,>0,i=1,2,..,p, tle=1,

unde r>1, J.NJ, =D pentru s#t si UJS={1,2, .o, m}.

s=0
Teorema 2.2.2 (Dualitatea Slaba). Fie x o solutie admisibila pentru problema (CP) si

(u, T, A) o solutie admisibila pentru problema (GD). Presupunem ca sunt indeplinite

urmatoarele conditii:

(i) f.(E()) + ijgj(Gj(-)) este V-(®,p, )-invexa, i =1, 2, ..., p;

i€y
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(ii) g;(G;(-) este V-(D, Gj)—invexd pentru j&J,;
p

(iii) Y wp, + Y. A0, >0.
i=1 el

Atunci f(F(x)) + e Y A.g.(G,(x)) £ fiFw) + e Y hg.(G;(w).

jely jel,
Teorema 2.2.3 (Dualitatea Tare). Fie X un (o.°, m, ) minim slab pentru problema (CP)
ce verificd conditiile de restrictie. Atunci existd T € R® gi L € R™ astfel incdt (X,T,\)
sd fie solutie admisibila pentru problema (GD). Daca, in plus, sunt indeplinite conditiile

din Teorema 2.2.2 atunci (X, T, A ) este (0., m, ) maxim slab pentru problema (GD).

Fie R" spatiul Euclidian n-dimensional, x = (X,, ..., X, ), y= (¥,» ..., ¥, ) € R"

(unde ( -)' reprezinta vectorul transpus).

Vom nota produsul scalar al lui x cu y prin: x'y = Z XY -
i=1

Pentru x =(x,, X,)',y=(y,, ¥,)'€ R?, vom folosi urmitoarele conventii de ordine
lexicografica:

X<, Y © X <y sau x; =y, $i X, <Y,,

=lex
X<, ¥y © X, <y, sau x, =y, si x,<Yy,.

Vom nota clasa intervalelor inchise si marginite din R prin: CBI(R).

Fie A=[a", a’],B=[b", b”] e CBI(R). Vom spune ci A este mai mic sau egal
decit B si vom scrie A < B < a"“<b" si a’ <b". Vom spune ca A este mai mic
decat B si vomscrie A < B <& A < Bsi A #B. Echivalent,

a“< b a“ < b" a“<b"
A<B o , sau , sau .
auibU a’< bV a’< bV

ITA

<

O functie f;: R" — CBI(R) se numeste functie cu valori-interval. In acest caz

f,(x)=[fy (x), f, x)] cu f,, fy: R" =R, f; (x) < f, (x), Vxe R".

15



Fie w: R" — R o functie diferentiabila de ordin doi si ye R". Vom nota
Viw(x)(y,y) = y V*w(x)y, unde V>w(x) reprezinti matricea Hessian a functiei w in
xe R".

In continuare, vom considera urmitoarea problemia de optimizare interval:

(IP)  min f;(x),
datade x e X,={xe R"/f(x) < 0, h(x) =0},

unde f,:R"— CBI(R) este o functie cu valori-interval iar foL ,foU :R" >R, f:R"—- R™,
h:R"— R sunt functii diferentiabile de ordin doi.

Observatia 2.3.9 Conditii de regularitate de ordinul II:

- Vom spune ca X, satisface conditia de regularitate de ordinul II Abadie (ACQ) in
punctul xe X, daca:
CL,c CT,(X,, X).

Consecintd: Conditia suficientd pentru eficientd este determinata de faptul cd urmatorul

sistem nu are solutii y nenule:
VI (X)'y <0, ae{L, U},
Vi (X )Ty <0,
Vh(x)"y=0.
- Conditia de tip Kuhn-Tucker pentru eficientd este echivalenta cu incompatibilitatea

urmatorului sistem:

VI (X)'y<0, ae{L, U}, (2.8)
VfM(i)(i )Ty < 0, (2.9)
Vh(x)"y=0. (2.10)

In continuare, vom folosi urmatoarele notatii:

A%(y,2) = (VES(X) y, Vg (X)Tz + Vg X)(y,y))", ae{L, U},
B ,(y,2)=(VI(X)"y, VI, (X)'z + Vf,(X)(y,y))",

C.(v,2)=(Vh (X)'y,Vh (X)"z + V’h _(X)(y,y))".
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Utilizand teorema fundamentala Lin ([69]), vom introduce o proprietate asemandtoare
pentru o problema de optimizare interval.

Teorema 2.3.11 Daca x € X,, este o solutie (slab) eficienta pentru problema de

optimizare interval (IP), atunci

CT, [E“U j(xo), [?U J(i)} NintR’=0,

unde R”> ={xe R’ /x,<0, ie{l,2}}.

Urmatoarea teorema este un rezultat analog pentru problema de optimizare interval (IP),

ce foloseste teorema fundamentala Lin generalizata ([5]).

Teorema 2.3.12 Daca x € X,, este o solutie eficienta pentru problema de optimizare

[ (o)
CT, X).| " ®|ne=2,
fy fy

)' <

interval (IP), atunci

unde Q = {(y,z)e R’?xXR* /(y,, z,

1

0,0)", Vie{l,2})}.

lex

Lema 2.3.14 Fie xe X,,. Atunci avem:

(] CT,(M%,X) cCL, (M, X).

ac{L,U}
Observatia 2.3.15 Vom spune cd X € X, satisface conditia de regularitate de ordinul II
Abadie generalizata (GASORC), daca:

CL,M, X)c [) CT,(M“.X).

ac{L,U}
In continuare, vom prezenta forma primara si forma duald a conditiilor necesare de
ordinul II.

Teorema 2.3.16 (Forma primard). Fie xe€ X, o solutie eficienta pentru problema de

optimizare interval (IP) care indeplineste conditia de regularitate de ordinul I1 Abadie
(ACQ). Atunci, urmatorul sistem nu are solutie de forma (y, z):

A%(y, 2)<,. 0, Vae{L, U},

lex
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Bj(y, Z) S 0, VjeM(x),
C,(y,2)=0, Vk.
Teorema 2.3.20 (Forma duald). Fie X un punct care indeplineste conditiile din Teorema

2.3.12. Atunci pentru orice directie critica y, exista multiplicatorii A" €eR, ae{L, U},

ue R™, ve RY astfel incat

m 9
DAVESE) + D VE(X) + ) v, Vh (X) =0,
=1 k=1

oe{L, U} ]

( Z N’sz;‘(g)+iujvzfj(§)+zq:vkvzhk(i)j(y, y) 20,
k=1

oe{L, U} =1

A* >0, ae {L, U}, > 0, u, =0, Vje E(y),

unde E(y)={j=1Lm /f,(X)=0, Vf,(X)"y=0}.

III. Conditii de optimalitate si dualitatea in cazul

functiilor tip I generalizate de ordin doi

Consideram urmatoarea problema de optimizare multiobiectiv:
min f(x) = (f, x), ..., £ (X)) (MOP)
xe A = {xe X/ g(x) < 0},

unde X < R" este multime deschisdiar f: X — R™ si g: X — R" sunt functii
diferentiabile.

Fie M={1,2,...,m}, W={1,2,...,w}si

v>1, JnI =@ pentru s=tsi [ JI,={1,2,..,w}.

s=0
Vom introduce un nou concept numit functie g-subliniara.

Definitia 3.1.1 O functie F : X xX x R" — R se numeste g-subliniard daca:

k R
Fixy;Ya) < max F(xy; a), VxyeX aeR" ielk, ke N’

i=1 i=1,k

si Flx,y;,oa)=oF(x,y;a), VaeR a>0, VaeR".
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In continuare, vom considera F o functie g-subliniara si sa presupunem ca functiile

f=(f, ,....f,): X—>R"si h=(h,,..., h ): X — R" sunt diferentiabile de ordin doi.
Fiep=(p', p°), unde p'=(p, , ..., P, )ER™, P*=(Posi» s Pyss)E RS
a=(a',0’),unde o' : XXX >R}, a’ : XxX »>R’ si d(-,): XXX — R,.

Vom extinde rezultatele privind dualitatea de tip mixt, folosind notiunea de functie g-

subliniara. Consideram urmatoarea problema duala de tip mixt pentru problema (MOP):
max f(y) + v, g; (y)e -%p V2 [E(y) +v,,2,, ¥)elp,
uVi(y) + uV*f(y)p + vVe(y) + vV’ g(y)p =0,
vy g5 () —%pVZVJngk Mp >0, k=1,2,...,v,

v >0, (XMOP)

v

u>0, u'e=1,

v

unde v>1, JnJ,=@ pentru s#tsi (JI, ={1,2,...,w}=W.

s=0
Teorema 3.2.2 (Dualitatea Slaba). Daca pentru orice solutie admisibila x a problemei
(MOP) si orice solutie admisibila (y, u, v, p), y #x, a problemei (XMOP), are loc una din
urmatoarele proprietati:

(a) u>0si(f(-)+v; g (e v, g (), k= 1,_V, este slab strict pseudoquasi

(F, &, p, p,d) - tip I de ordinul Il in y, cu p°> 0, pk>0,k= 1,v,

(b) (uf(-) +v, g, ("), vy g (1) k= 1,v, este strict pseudoquasi (F, o, p, p, d) -

tip Ide ordinul Hiny, cu p°>0, p*>0,k=1,v,

(c) u>0si(f(-)+v, g, (Je, v, g (), k=1, este slab quasisemi-pseudo

(F, & p, p,d) - tip I de ordinul Il in y, cu p°> 0, pk>0,k= 1,v,

(d) (uf(-) + vy 85, (), vy gy (), k= 1,_V, este quasistrict-pseudo (F, ¢, p, p, d)-

tip Ide ordinul Hiny, cu p°>0, p*>0,k=1,v,

I o
atunci fx) £ fy) + V3,8, (v)e - PV ) +V,,8,, (elp
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Teorema 3.3.3 (Dualitatea Strict Inversd). Fie X o solutie admisibila pentru problema

| o _
AX) < AY)+ ¥, 8,,(Y)e- ) PV AY)+V, g, (Y)elp < f(Y)

Daca sunt indeplinite conditiile din Teorema 3.2.1 sau Teorema 3.2.2, atunci X este

solutie eficienta pentru problema (MOP).

IV. Conditii de optimalitate si dualitate pentru

functii obiectiv de tip fuzzy

Consideram problema de optimizare

Min f (x) =f(x,,...,x,),cu xe X, , (P) “4.1)
unde

X, ={xeXlh(x) =0, g(x) < 0}, X< R", X multime deschisa,
f:R">R,h:R">R", h=(h,,...,h ) sig:R">R", g=(g,, ... ,g,) sunt functii

diferentiabile pe X.

Corespunzator problemei (P,), vom considera problema de optimizare multiobiectiv
de tip fuzzy:

Min f (x) = (fV(x), ..., TP (x)), cu xe X, , (P,)
unde
X, ={xeXlh(x)=0, g(x) <0}, X< R", Xmulfime deschisa,

h:R">R™, g: R"—>RP" iar fiecare functie obiectiv f ¥,k =1, ... , r este de tip fuzzy.
Fie x € X, si E={je{1,2,...,p}/ g;(x )=0}.

Teorema 4.1.14 Fie X, = {xeXI| h(x) = 0, g(x) < 0} o multime admisibila pentru

problema (P,) si un punct x € X,. Presupunem ca functiile de restrictie h,:R"—R,

i =1, ..., m, sunt quasiliniare i diferentiabile de ordin doi in x", g;'R">R j=1..p

sunt quasiconvexe si diferentiabile de ordin doi in x" iar functiile obiectiv de tip fuzzy
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f®: R"> F (R) sunt quasiconvexe si diferentiabile de ordin doi in x , pentru
k = 1,... , r. Daca pentru orice directie critica y # 0 exista functiile reale cu valori

pozitive A, definite pe [0, 1], pentru k = 1,..., r, functiile reale cu valori nenegative Wi,

Jj=1,..., psifunctiile reale 8,,i =1, ..., m, definite pe [0, 1], astfel incat

(i) S A (@ LA T (2 )+ HEO) ()1 + 38,00V iy () +

i=1
+ Zp:uj(oc) . ng(x*) =0, pentruorice ael0, 1];
j=1
(ii) (ixk(a)-[vz('f““‘)); (x )+ VHEOY (X)) + isi(a)-w h(x')+
k=1 i=1
+ iuj(a)-w g.(x ))(y,y) >0, pentruorice ae[0, 1],

j=1
atunci x° este solutie optimd Pareto pentru problema (P,).
In continuare, vom dezvolta invexitatea de tip I generalizatd la un vector invexitate

(V-tip I) 1n care functiile obiectiv sunt de tip fuzzy. Vom considera problema de

optimizare cu multiple functii obiectiv de tip fuzzy.

(VPF) Min f x)=(fP(x), ..., TP (), cu xeX,,

unde X, = {xeX | gx) < 0}, X< R", X deschisa,
g: R">RY iar fiecare functie obiectiv f V,i=1, ..., p este functie de tip fuzzy.
Presupunem ca functiile de restrictie g;: R" —R, j=1, ..., q sunt diferentiabile iar

functiile obiectiv cu valori fuzzy f©: R"— & (R) sunt diferentiabile pentru orice

i=1,...,p.
Fie X, o multime admisibild pentru problema (VPF) si n, : XXX —-R", a0, 1].

Teorema 4.2.7 (Suficienta). Presupunem ca

(i) ae X,;

(ii) exista ©°€R?, 1°>0 si A’ eR?, X\’ >0, astfel incat
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(a)Z’c?[V(fm)f;(a) + MEY) Y+ 27»(; V g,(a) = 0, pentru orice ae[0, 1];

(b) X' g(a) = 0;
(iii) problema (VPF) este quasi strict pseudo V-tip I in a in raport cu t°, X si
functiile pozitive v{', By, i=1,...,p, j=1,...,q
Atunci a este solutie optima Pareto tare pentru (VPF).
Teorema 4.2.8 (Suficienta). Presupunem ca
(i) ae X,;

(ii) exista ©°€R”, 1" > 0si ' €RY, X" >0, astfel incdt

(@)D [(ED)5@) + MED) L (@)]+D X, V gi(a) = 0, pentru orice ae[0, 1];
i j

(b) X' g(a) = 0;
(iii) problema (VPF) este pseudo quasi V-tip I in a in raport cu ©°, X’ si functiile

pozitive ¥}, B, i=1,...,p, j=1,..,4q
Atunci a este solutie optima Pareto pentru (VPF). Daca, in plus, exista numerele reale
pozitive, n}', m{ astfel incar n}' < v} (x, a) < m;", pentru orice ae[0, 1], xe X, si
i=1,...,p, atunci a este solutie optima Pareto proprie pentru (VPF).
Teorema 4.2.9 (Necesitatea). Presupunem ca

(i) a este solutie optima Pareto proprie pentru (VPF);

(ii) existaun X €X cu gJ(x*) <0, unde J = {j: g,(a) =0},
astfel incat

-g(a)> Vg(a)n(x, a), vield.

Atunci exista 1°€R”,1° >0 si N’ eR’, X\’ >0, astfel incit

Zp:r?[wf<i>)g(a)+ MED) V(@] + YA Vg(a) =0, Vae[0, 1].
i=1

jel

In continuare, vom prezenta citeva rezultate de dualitate de tip Mond-Weir in cazul
problemelor de tip fuzzy.

Vom considera duala multiobiectiv a problemei (VPF),
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(VDF) Max f (y)=(f"(y), ..., TP (y)),

unde Z’ci [V(F) L (y) + V(ED) Y (y)] +z7\,ngj(y) = 0, pentru orice o€ [0, 1];
i j

Aig(y=0, j=1,...,q,
te R?, >0,

LeRY, &> 0.

Fie Y° o multime admisibild pentru problema (VDF),

Y0 = (gm0 2T VAED G0+ VED) 0]+ 24, Ve, (v) =0, Yaelo, 1],

Ajg;(y)=0, j=1,...,q 1€R", 120, LeR", % >0}

Teorema 4.2.10 (Dualitatea Slabad). Presupunem ca
(i) xeX,;
(ii) (v, 7, A)e Y’ sit>0;
(iii) problema (VPF) este strict pseudo quasi V-tip I in'y in raport cu t©, A si
functiile pozitive v{', By, i=1,...,p, j=1,...,q

Atunci T (x) €T ().

Teorema 4.2.11 (Dualitatea Tare). Presupunem ca

(i) a este solutie optima Pareto proprie pentru problema (VPF);

(ii) este indeplinita ipoteza (ii) din Teorema 4.2.9.
Atunci exista ©°eR?,1° > 05i R, X’ >0, astfel incat (a, t°, X)e Y° iar functiile
obiectiv ale problemelor (VPF) si (VDF) au aceleasi valori in a si respectiv, (a, ©°, A”).
Daca, in plus, problema (VPF) este strict pseudo quasi V-tip I pentru orice solutie

admisibild a problemei (VDF), atunci (a, ©°, X’)e Y° este solutie optimd Pareto tare

pentru (VDF).

Teorema 4.2.12 (Dualitatea Inversa). Presupunem ca
(i) (y°,7° A)eY® cu 1’ >0;

(i) y'eX,:
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(iii) problema (VPF) este V-tip I in y° in raport cu ©°, X' si functiile pozitive Y,
i=lL..,pj=1..,q
Atunci y° este solutie optimd Pareto pentru (VPF). Dacd, in plus, existd numerele reale
pozitive n%, m¢ astfel incat n® <y*(x, y°) < m?, pentru orice ael[0, 1], xe X,, si
orice i =1,..., p, atunci y° este solutie optimd Pareto proprie pentru (VPF).
In continuare, vom studia dualitatea problemelor de optimizare multiobiectiv in care

functiile obiectiv sunt de tip fuzzy, folosind conditiile Karush-Kuhn-Tucker generalizate.

Vom considera problema de optimizare cu multiple functii obiectiv de tip fuzzy.
(VPF) Min f (x)=(fP(x), ..., fPx), cu xeX,,
unde X, = {xeX | g(x) < 0}, X< R", X deschisa,
g: R"— R iar fiecare functie obiectiv f(i), i=1, ..., p este functie de tip fuzzy.
Presupunem ca functiile de restrictie g;: R"—R, j=1, ..., q sunt diferentiabile iar
functiile obiectiv cu valori fuzzy fO: R"> ¥ (R) sunt diferentiabile pentru orice

i=1,...,p.
Fie X, o multime admisibild pentru problema (VPF) si n,: XXX —R", ae |0, 1].

Pentru x,€X, vomnota I(x,)={je{l,...,q}: g;(x,)=0}.

Teorema 4.3.11 (Conditia necesara de optimalitate de tip Karush-Kuhn-Tucker).
Presupunem ca X, este o solufie locala sau globala pentru problema (VPF). Atunci

existd functiile M, : X, XX—R", ae[0, 1], 8,: X, xXX—R", jel(x,)si Ae R} cu

A>0, jel(x,) astfel incat (Xy, A Mg tociony 0))crs,)) indeplineste urmdtoarea

conditie Karush-Kuhn-Tucker generalizata

1

p ~ . ~ .
[VED)5(x0)+ VIED) S (X )IMg (5 x0) + DA [V g,(x,)18,(x,x,) > 0,
= l(xy)

Vael0, 1], VxeX,. (4.39)

In continuare, vom considera duala de tip Wolfe a problemei (VPF),
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(WDF)  Max f (y)+ A g(y)= Y [(F) 5@+ (FV) sl + A gy,

P ~ . ~ . q
unde Y [V(ED) g () + V(ED) T (WIN, xy) +, AV g,(]16;(x.y) >0,
i=1

Z o
voel0, 11, V xe X,,
yeX, ke RY, n,: X, xX—R", 0,:X,xX—>R", Vj=1,...,q.

Fie Y’ o multime admisibila pentru problema (WDF),

Y0 = {0 A MoJacons 0,5 2 IVED) L)+ VED) S (1IN, (xy) +

=]

+> A [Ve,(118,(x, y) > 0, Vae[0, 1], Vxe X,, yeX, Ae RY,

j=1
Ny : X XX—R", 6,:X,xX—R", Vj=1,...,q}.

Vom nota Pry Y= {yeX: (v, A, (N }oeiory» (0;)._-)€ Y} proiectia multimii Y° pe X.

j=lq

Teorema 4.3.12 (Dualitatea Slabad). Presupunem ca

(i) xeX,;
(ii) (y’ /1’ {nq}qe[o,u’ (ej)j:G)EYO,’

(iii) problema (VPF) este de tip 1in 'y in raport cu {Ny Yooy $¢ (8;) _—

=lq’

Atnci Y (FO)% (o) + (FO) Y00 - (FO) L (3 - (FO) U1 - Xg(y) £ 0, vare(o, 1],
i=1

Teorema 4.3.13 (Dualitatea Inversd). Presupunem ca

(D) (% A Mo Yoo 0 _z)€ Y,

i=lq
(ii) ye X,
(iii) problema (VPF) este semi strict KKT-pseudo-invexa slaba in y in raport cu
{na}ae[o,u si (ej)j:G'

Atunci y este solutie optima Pareto pentru (VPF).
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Teorema 4.3.14 (Dualitatea Strictd). Presupunem cad
(i) xeX,;
(i) (v & MaYactony ), 2)€ Y astfel incar T (x) = T (v) + N g(y);
(iii) problema (VPF) este semi strict tip I in'y in raport cu N, }oc0q §1 (Gj)jzﬁ.

Atunci x =y.

Vom considera si duala de tip Mond-Weir a problemei (VPF),
(MWDF) Max f (y),

unde Y [V(F) o)+ V(FD) I WIN, xy) + D A,[ Ve, (1)18;(xy) > 0,

i=1 jel(y)

Voe[0, 1], V xe X,
yeX, Ae RE(”', N, : X XxX—R", Gj:XoxX—>R“, vV jel(y).

Fie Y o multime admisibild pentru problema (MWDF),
Y = {(y, MM S acionn (0;)jc1y)): z [V(ED) sy + VED) TN, (xy) +
i-1

+ z A[Veg,(16;(xy)>0, Vae0, 1], Vxe X, ye X, Ae R n, : X, xX—R",

jel(y)

0,:X,xX—>R", Vjel(y)} si Pry Y={yeX: (v, &, Mg }ocions> 0))icry))€ Y J.

Teorema 4.3.15 (Dualitatea Slabad). Presupunem ca

(i) xeX,;

(ll) (y’ 2” {n(x}(xe[(),l]’ (ej)jel(y))E?;

(iii) problema (VPF) este semi strict KKT-pseudo-invexa in y in raport
cu Mo oo 70710y

Atunci T (x) £ T (v).

Teorema 4.3.16 (Dualitatea Inversa). Presupunem ca

(i) (3 A Mo Yoetonr 0 jcriy))€ Y

(i) ye X,
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(iii) problema (VPF) este semi strict KKT-pseudo-invexa slaba in y in raport cu

{n(x }(xe[(),l] 551 (eJ )jE I(y)*

Atunci y este solutie optima Pareto pentru (VPF).

Teorema 4.3.17 (Dualitatea Strictd). Presupunem cad

(i) xeX,;

(i) (% A& Mooy 0))exy) )€Y astfel incat T (x) = T (v);
(iii) problema (VPF) este semi strict KKT-pseudo-invexa slaba in y in raport cu

{na}ae[o,ll 51 (ej)jel(y)'

Atunci x = y.

V. Functii de ordin superior con pseudoconvex si

con quasiconvex in optimizarea multiobiectiv

Fie KcR™ un con convex inchis cu varful in origine si intK # &. Conul dual pozitiv
K™ si conul dual pozitiv strict K** sunt definite astfel:

K*={ye R"/x"y >0, V xeK}si K™= {ye R™/x"y>0, ¥V xeK\{0}},
unde prin x"y am notat produsul scalar Euclidian <x , y>.

Fie S o submultime deschisa, nevidd din R" sif: S — R™, H: SXR"—R"™ functii
diferentiabile vectoriale si ¢ : SXR"— R.

In continuare vom prezenta doui exemple prin care vom demonstra ci nu existi o
legaturd intre functiile K-pseudoconvexe natural de ordin superior si functiile
K-pseudoconvexe de ordin superior.

Exemplul 5.1.5 Fie S = {(x,, x,)e R*/ x,<2, x,eR},K={(x,, x,)e R*/ x, <0,
X, <X, ), f0) =%, x,) = (x7-x3,-%3) si Hx, p)=H((x,, X,), (P, P,)) =

=(p,(x,+1)- p%, —p%). Pentru X =(0,0) si y(X,p)=1avem
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3x?2 =2 X, +1 =2
Vf(x)z[ f{ 2:2J YO p)=( 0 2?}'
o, _2p,

Fie (x, p)e SXR? astfel incat

(x-X)Ty(X, pIVEX)+V H(X,pleK= x,< 0, x, -2p,x, < 0si p,eR,
= f(x) - f(X) - H(X,p) + p" V,H(X, p) =(x;-x3-p3,-x;-p;)eK.

Deci f este K-pseudoconvexa natural de ordin superior in functie de W, In X €S, In

raport cu H, dar f nu este K-pseudoconvexa de ordin superior in functie de y, in X, in

raport cu H, deoarece pentru x = (%, DeS si p=(1,1)e R* avem
_ _ _ _ 1 )
(x- %) WX, PIVAK) + V, HK, p)l = (), DeinK

iar -[f(x)-f(X)-H(X,p)+ p" VPH(K, p)l= (—%, 2)eintK.

Pentru X = (0, 0) si y(X, p) =-lIX-pll obtinem ca
¢ f nu este K-pseudoconvexa natural de ordin superior in functie de y,in X €S, in
raport cu H, deoarece pentru x = (1, 0)eS si p=(1, 1)e R? avem
(x- X)"W(X, PIVEX)+V, H(X, p)l = (-2, 0)eK
iar f(x) - f(X)-H(X,p)+ p' V,H(X, p)=(0,-1eK.

¢ f nu este K-pseudoconvexa de ordin superior in functie de W, in X €S, in raport cu

H, deoarece pentrux:(%, DeS si p=(1,0)e R* avem
_ _ _ _ 3 )
-(x - X)"y(X, pIVI(X)+V H(X, p)] =(§,O)E1ntK

far -[f(x) - f(X)-H(X,p)+ p' V,H(X, p)]= (—%, DeintK.
Exemplul 5.1.6 Fie S = {(x,, x,)e R*/ x,< 1, x,eR},K={(x,, x,)e R*/ x, <0,

xzixl},f(x)=f(xl, X2)=(—X13+X§, xg) si H(x, p) =(-p,(x,+1), p,(X,+1)).

Pentru X =(0,0) si y(X,p)=1avem
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—3x2 2 -x,-1 0
Vf(x):( (’)‘1 ij si VpH(x,p)=(;1 ]

2x,

Fie (x, p)e SxR? astfel incat

-(x- X)"W(X, p[VE(X)+V H(X, p)lgintK = x, < 0, x,€R5i (p,,p,)e R?,
= -[f(x) - f(X) - H(X, p) + pT VpH(i, p)l= (xl3 —X;, —Xi)EintK.
Deci f este K-pseudoconvexa de ordin superior in functie de y, In X €S, in raport cu H,
dar f nu este K-pseudoconvexa natural de ordin superior in functie de y, In X, in raport
cu H, deoarece pentru x = (-1, 1)eS si pe R? avem

(x-X)"y(X, pVi(X)+ V H(X,pl=(,-1)eK
iar f(x) - f(X)-H(X,p)+ p' V,H(X,p)=(2, DgK.

Pentru X = (0, 0) si y(X, p) =-lIX-pll obtinem ca

e f nu este K-pseudoconvexa de ordin superior in functie de y, in X €S, in

raport cu H, deoarece pentru x = (%, DeS si p=(1,1)e R* avem

22

-(x - X)TW(X, pIVEO+V, H(_,p)]—(—— —)ﬁl tK

iar -[f(x) - f(X)-H(X,p)+ p" V. H(X, p)]= (—%, -1)eintK.
¢ f nu este K-pseudoconvexa natural de ordin superior in functie de y,in X €S, in

raport cu H, deoarece pentrux:(%,O)eS si p=(1,0)e R* avem
T — _ _ 1 1
(X_ X) W(X’p)[Vf(X)+VpH(X?p)]:(E? _E)EK
iar f(x)—f(X)-H(X,p)+p" V H(X, p)=(—%,O)EK.

Definitia 5.1.16 Vom spune ca f este K-quasiconvexa slab de ordin superior in functie de

W, in X €S, in raport cu H, daca pentru orice (x, p)eSXR", avem:
[ fix)-f(X)-H(X,p)+ p' V, H(X,p)]eK = —(x- X )" w(X, p)[ VF(X) +

+V H(X, p)e K.
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Exemplul 5.1.17 Fie S = {(x,, X,)e R?/ x,;<2, x,eR}, K= {(x,, x,)e R?/ X; < X,,

X, < 0}, f(x) =f(x,, x2)=—(xf—x§,—x§) si Hx,p)=(Cp,(x,+1),-p,(x, +1)).

Pentru X =(0,0) si y(X,p)=1avem

—3x2 2 -x,-1 0
Vf(x):( OXI 2"2} si VpH(x,p>=( i j

X, -x,-1 0
Fie (x, p)e SxR? astfel incat
-[f(x) - f(X) - H(X,p) + p" VPH(K, pleK = x, < 0, x,eRs51(p,, p,)e R?,
=-(x- X)) y(X, p[V(X) +V H(X, p)] = (x,,x,)eK.
Deci f este K-quasiconvexa slab de ordin superior in functie de y, in X €S, in raport cu
H, dar f nu este K-pseudoconvexa de ordin superior in functie de y, in X, in raport cu

H, deoarece pentru x = (-1, 0)eS si pe R® avem
-(x - X)Ty(X, pIVE(X) + V H(X, p)] = (-1, -DeintK iar
-[f(x) - f(X)-H(X,p) + p" V_H(X, p)] = (-1, O)eintK.
Pentru x = (0, 0) si y(X, p) =-lIX-pll obtinem ca
¢ f nu este K-quasiconvexa slab de ordin superior in functie de y,in X €S, in
raport cu H, deoarece pentru x = (-1, 1)eS si p=(1,0)e R* avem
[ f(x) - f(X) -H(X,p) + p' V,H(X, p)l=(-2,-1)eK
ilar -(x-X )T\y(i, p)[Vf(i)+VpH(i, pl=(, HeK.
¢ f nu este K-pseudoconvexd de ordin superior in functie de y,in X €S, in
raport cu H, deoarece pentru x = (-2, 0)eS si p=(0, 1) avem
-(x - X)"y(X, pIVE(X)+V H(X, p)] = (2, 2)¢intK
iar  -[f(x) - f(X)-H(X,p)+ p" V_ H(X, p)] = (-8, 0)eintK.
Exemplul 5.1.18 In Exemplul 5.1.17 f este K-quasiconvexi slab de ordin superior in
functie de y(X, p)=1,1n X €S, in raport cu H, dar f nu este K-pseudoconvexa natural
de ordin superior in functie de W, in X, in raport cu H, deoarece pentru x = (1, 2)e S si
pe R’ avem

(x- X)) (X, pIVEX) + V H(X, p)] = (-1, -1)eK iar
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f(x) - f(X)-H(X,p)+ p' V,H(X,p) = (3, HeK.
Pentru X = (0, 0) si y(X, p) =-lIX-pll obtinem ca
¢ f nu este K-quasiconvexa slab de ordin superior in functie de y, in X€ S, in

raport cu H.
¢ f nu este K-pseudoconvexa natural de ordin superior 1n functie de ¥, in X €S, in
raport cu H, deoarece pentru x = (-1, 2)eS si p=(1, 0)e R? avem

(x-X)"y(X, pIVEX) + VPH(K, p)l=(-1,-1)eK iar

f(x) - f(X) -H(X,p) + p' V, H(X, p)= (5, 4)eK.

Consideram problema de optimizare multiobiectiv
(VP) K-min f(x)
avand restrictiile - g(x)e Q
unde f:S —R™ si g:S —RP sunt functii diferentiabile definite pe o submultime

nevida deschisd S din R". Fie K si Q doud conuri critice convexe Inchise din R™si R?

respectiv, cu interioarele nevide.

Multimea admisibild pentru problema (VP) este data de
S, ={xeS/-gx)eQ}.

Folosind rezultatele din Suneja ([131]) si Bhatia ([27]) vom prezenta urmatoarele

conditii de optimalite de ordin superior pentru problema (VP).
Fie H: SXR"—R™ si G:SxR"—RP? functii diferentiabile vectoriale iar

Y SXR" >R, y,: SXR"—>R,.

Teorema 5.2.3 Fie f si g doua functii cu urmdtoarele proprietati:
a) f este K-pseudoconvexa tare de ordin superior in functie de ¥, , in x €S, in
raport cu H,

b) g este Q-quasiconvexa de ordin superior in functie de ¥, in x €S,, in raport cu G.
Presupunem cd existi A € K*\{0} si 0 eQ, astfel incdt pentru orice (x, p)e Sy xR",
(x-3) W (X, p) [VINH(Z)+V (LTH(X, p)] +

+(x-T) (X, p) [V(E"g(X)+V,(L"GAT, p)] >0, (5.1)
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(B"g)(X)+ (RGN X,p)-p' V,(R'G)X,p)> 0, (5.2)
(AH)( %, p)-p"V,(LTH)( X,p)> 0. (5.3)

Atunci X este minim slab pentru problema (VP).

Teorema 5.2.4 Fie fsi g doua functii cu urmatoarele proprietati:

a) feste K-pseudoconvexa strict de ordin superior in functie de \y;, in x €S, in
raport cu H,
b) g este Q-quasiconvexa de ordin superior in funcfie de ¥, in X €S, in
raport cu G.
Presupunem cd existd . € K> si L € Q" astfel incdt, pentru orice (x, p)e SyxR", sunt

indeplinite relatiile (5.1) — (5.3). Atunci X este solutie minima pentru problema (VP).
Teorema 5.2.5 Fie fsi g doua functii cu urmatoarele proprietati:

a) feste K-pseudoconvexa tare de ordin superior in functie de Y, , in x €S, in
raport cu H,
b) g este Q-quasiconvexa de ordin superior in functie de ¥, in X €S, in
raport cu G.
Presupunem cd existd . € K> si L € Q" astfel incdt, pentru orice (x, p)e SyxR", sunt
indeplinite relatiile (5.1) — (5.3). Atunci x este minim propriu Benson pentru problema
(VP).
Teorema 5.2.6 Fie fsi g doua functii cu urmatoarele proprietati:
a) feste K-pseudoconvexa natural de ordin superior in functie de ., in x €S,,, in
raport cu H,
b) g este Q-quasiconvexa slab de ordin superior in funcfie de ,, in x €S, in
raport cu G.

Presupunem ca pentru orice (x, p)e Sy xR", sunt indeplinite relatiile (5.1) — (5.3),

pentru orice Ae K", ue Q*. Atunci x este minim tare pentru problema (VP).

Exemplul 5.2.7 Fie S = {(x,, x,)e R?/ X, <2, x,eR}.
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f(x) =f(x,, x,) = (x7-x3,-x3), Hx,p)=2p,(x,+ 1), -p,(x, + 1)),
K={(x,, x,)e RZ/X1 < 0, x, < X, },
g0 = g(x,, X,) = (X7, X7 +x3), G(x,p) = (X,, P, (X, + 1)),
Q=1{(x,, x,)e RZ/O§ X; < X, )
Pentru X =(0,0) si y,(X,p) = y, (X, p)=IIX - pll avem
e f este K-pseudoconvexa natural de ordin superior in functie de y,,In X, in raport

cu H, deoarece

(x-X)"y, (X, pVI(X) +V_ H(X, p)] = 2x,lipll, - x, lIplhe K,
= X, <0, x,eR si p=(p,.p,)eR?,
= f(x)-f(X)-H(X,p)+ p' V,H(X, p)=(x{-x3,-x;)ek.
* geste Q-quasiconvexa slab de ordin superior in functie de v, , In X, in raport cu
G, deoarece
- [0 - g(X) - G(X, p) +p "V, G(X, p)] = (-x7, -x] -x3)eQ,
= x, <0, x,=0si p=(p,,p,)eR’,
=-(x- X))y, (X, pVe(X) +V G(X, p)] = (0,0)€Q.

Regiunea admisibila pentru (VP) este

Sy=1{(x,, x,)eS/ x, <0, x, =0}.
Avem K* ={(x,, x,)e R*/0 <x,<-x,}si Q" ={(x,, x,)e R*/x, > -x, x, > 0}.
Atunci pentru orice (x, p)e S,xR?*, ke K* si pe Q" rezulti
(x- X))y (X, pIVIMH(X) +V, (A H)(X, p)] +
+(x- )Ty, (X, PIV(WT 2)(X) +V, (W G)(X, p)l = 2%, Ipll, - x, lipliA, > 0,
(W' @(X)+ (U G)(X,p)-p'V, (L G)X,p) =0,

(A'HX(X,p)-p" V,(ATH)(X, p) =0.
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Se obtine ca relatiile (5.1), (5.2) si (5.3) sunt indeplinite pentru orice Ae K™, pne Q" si
(x, p)e Sy xR 2 de unde, folosind Teorema 5.2.6, rezulti cd X este minim tare pentru
problema (VP).

Vom asocia urmatoarea problema duala de tip Mond-Weir de ordin superior pentru
problema (VP).
(HD,) K-max f(u)

avand restrictiile (x -u)"y; (u, pIV(ATH(w) +V, (ATH)(u, p)] +
F (-0 Y, (U, PIV(RT W) +V, (W G)u, p)l > 0, V xe S,
(W' g)(@) + (L G)(u, p)-p"V, (1 G)u, p)> 0,
(AH)(u, p)-p 'V, (A H)(u, p)> 0,

unde Ae K"'\{0}, pe Q",ueS, pe R" iar y,: SxR">R _, VY, :SXR"—>R .

Teorema 5.3.1 (Dualitatea slaba) Fie f si g doua functii cu urmatoarele proprietati:
a) feste K-pseudoconvexa tare de ordin superior in functie de ., in ues, in raport
cuH,

b) g este Q-quasiconvexa de ordin superior in functie de ¥, in u€s, in raport

cu G.

Fie x o solutie admisibila pentru problema (VP) si (u, A, 1, p) solutie admisibila pentru
problema ( HD, ). Atunci
flu) - flx)& intK.
Definitia 5.3.2 Vom spune ca f este K-convexa de ordin superior in functie de ., in
X €S, in raport cu H, daca pentru orice (x, p)eSXR", avem:
f) -f(X) - (x- X)W (X, p)[VAX) +V H(X, p)] - H(X, p) + p' V H(X, p)ek.
Observatia 5.3.3 Pentru H(X, p) = 0, vom spune ca f este K-convexa in functie de ,,

in X €S, daca pentru orice (x, p)eSXR" avem:

fix)-f(X)-(x-X)" W, (X, p) V(X )€eK.
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Lema 5.3.5 Daca X este minim slab pentru problema (VP), atunci exista LeK" si
HeQt, cu (A, ) #0 astfel incat
(x- )" W, (X, DIV THX) + V(L T2)(X)] > 0, VxeS, (5.9)
(K7 g)X)=0. (5.10)
In plus, dacd g este Q-convexd in functie de V,, In X€S siexista x" €S astfel incat

(L g)(x") <0, atunci . #0.

Teorema 5.3.9 (Dualitatea tare). Daca x este un punct minim slab pentru problema
(VP), atunci existd L e K" si LeQ", cu (A, L) #0 astfel incat sunt indeplinite
relatiile (5.9) si (5.10). Daca H(x,0)=G(x,0)=0,V_ H(x,0)=V G(x,0)=0, g
este Q-convexd in functie de ,, in X si existda x €S astfel incat (W " g)(x ) <0 iar
Y, = V,, atunci (X, AT, P = 0) este solutie admisibilé pentru problema (HD, ).

In plus, daca sunt indeplinite conditiile din Teorema 5.3.1 pentru orice solutie
admisibila (u, A, u, p) a problemei ( HD, ), atunci ( x , A, L, p = 0) este maxim slab pentru

problema ( HD, ).

In continuare vom generaliza notiunile prezentate anterior prin introducerea unor noi

clase de functii de ordin superior de tip F-con pseudoconvex si F-con quasiconvex.
Pentru aceasta considerdm o aplicatie F(:, -, - ;) : SXSXR"XR" — R 1in raport cu

care vom introduce clasele de aplicatii si vom studia proprietati de optimalitate si

dualitate.
Vom nota F(x, X, p; VI(X) + V_H(X,p)) =
=(F(x, X, p; VI, (X)+ V_ H (X, p)), ... , F(x, X, p; VI _(X)+ V_ H (X, p))).

Definitia 5.4.1 Vom spune ca f este (F, K)-pseudoconvexa de ordin superior in X €S, in

raport cu H, daca pentru orice (x, p)eSXR", avem:
- F(x X, p; ViX) + V H(X, p))& intK = - flx) - f(X) - H(X, p) +

+p' V H(X, p)]e intK.
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Definitia 5.4.2 Vom spune ca f este (F, K)-pseudoconvexa tare de ordin superior in

X €8, in raport cu H, daca pentru orice (x, p)eSXR", avem:
- F(x X, p; (X) + V H(X, p)e iniK = f(x) - fi(X) - H(X, p) +

+p'V H(X, pe K.

Definitia 5.4.3 Vom spune ca f este (F, K)-quasiconvexa de ordin superior in X €8S, in

raport cu H, daca pentru orice (x, p)eSXR", avem:

fix)-f(X)-H(X,p)+ p" V H(X, p)g intK = — lA:(x, X, p; VI(X) +V H(X, p))€e K.

Definitia 5.4.4 Vom spune ca f este (F, K)-pseudoconvexa natural de ordin superior in
X €8, in raport cu H, daca pentru orice (x, p)eSXR", avem:

F(x X, p: VAX) + V. H(X, p))eK = fix)-f(X)-H(X, p) +
+p' V H(X, p)e K.

Definitia 5.4.5 Vom spune ca f este (F, K)-pseudoconvexa strict de ordin superior in
X €S, in raport cu H, daca pentru orice (x, p)eSxR", avem:

- F(x X, p; ViX) + V H(X, p))& intK = -[f(x)~f(X) - H(X, p) +
+p" V H(X, p)le K\OJ.

Definitia 5.4.6 Vom spune ca f este (F, K)-quasiconvexa slab de ordin superior in X €S,

in raport cu H, daca pentru orice (x, p)eSXR", avem:

[ fix)-f(X)-H(X,p)+ p" V H(X,p)leK = - F(x, X, p; V/(X)+V H(X, p))eKk.

Consideram problema de optimizare multiobiectiv
(VP) K-min f(x)
avand restrictiile - g(x)eQ
unde f: S —R™ si g:S — R? sunt functii diferentiabile definite pe o submultime
nevida deschisa S din R". Fie K si Q doud conuri critice convexe Inchise din R™si R*

respectiv, cu interioarele nevide.

Multimea admisibild pentru problema (VP) este data de
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S, ={xeS/-gx)eQ}.
Fie H: SXR"—>R"™ si G:SXR"— R functii diferentiabile vectoriale iar
E(,- ;) :SXSXR"XR" =R, E (-, ;) : SXSXR"XR"—= R, F(x,X,p;"),
E (x,X, p; -) functii convexe.
Vom nota lA:l(x, X, p; VI(X) + V_H(X,p)) =
=(E(x, X,p; VI, (X)+ V, H (X, p), ..., E(x, X, p; VI, (X)+ V,H, (X, p)
si BE(x X,p; Va(X)+ V,G(X,p)) =
=(B(x, X,p; Vg (X)+ V, G (X,p),.... E(x, X,p; Vg, (X)+ V G (X, D).

Teorema 5.4.7 Fie f si g doua functii cu urmdtoarele proprietati:

a) feste (F , K)-pseudoconvexa tare de ordin superior in x €S,,, in raport cu H,

b) g este (E,, Q)-quasiconvexa de ordin superior in x €S, in raport cu G.
Presupunem cd existd h € K*\{0}, A >0, Ae=1sigeQ >0, W'e=1, astfel
incat pentru orice (x, p)e Sy xR ",

E(x X,p: WUA"f(X)+ V, (A"H)(X, p)) +

+ E(x X, p; VR gI(X)+V (R'G)(X,p)>0, (5.12)
(B g)X)+ ("G x,p)-p V(RGN X,p)> 0, (5.13)
(MTH) %, p)-p"V,(AH)( X,p)> 0. (5.14)

Atunci X este minim slab pentru problema (VP).

Teorema 5.4.8 Fie fsi g doua functii cu urmatoarele proprietati:

a) feste (E, K)-pseudoconvexa strict de ordin superiorin x €S, in raport cu H,

b) g este (E,, Q)-quasiconvexa de ordin superior in x €S, in raport cu G.
Presupunem cd exista L e K5, A >0, Ae=1sigeQ’ > 0, W'e= 1, astfel incat,
pentru orice (x, p)e SyxR", sunt indeplinite relatiile (5.12) — (5.14). Atunci X este

solutie minima pentru problema (VP).
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Teorema 5.4.9 Fie fsi g doua functii cu urmatoarele proprietati:

a) feste (E, K)-pseudoconvexa natural de ordin superiorinx €S, in raport cu H,

b) g este (E,, Q)-quasiconvexa slab de ordin superior inx €S,,, in raport cu G.
Presupunem ca pentru orice (x, p)e S, XR", sunt indeplinite relatiile (5.12) — (5.14),
pentru orice L€ K*, A>0, M'e=15i ue Q", ;. > 0, u'e= 1. Atunci x este minim tare
pentru problema (VP).

Vom asocia urmdtoarea problema duala de tip Mond-Weir de ordin superior pentru

problema (VP).
(HD,) K-max f(u)

avand restrictiile F (x, u, p; V(A" f)(u) + v, (M H)(u, p)) +
+ E (X, u,p; V(LT @) +V, (LG) (u,p)> 0, VxeS,,
(LW @) + (L' G)u, p)-p" V(L G)(u, p)> 0,
(AH)(u, p)-p' V, (A H)(u, p)> 0,
unde Ae K"\{0},1>0, A'e=1, ue Q",u >0, n'e=1,ues, pe R" iar

F (x,X,p; ), E (x,X, p; ) sunt functii convexe.
Teorema 5.4.10 (Dualitatea slaba) Fie f si g doua functii cu urmatoarele proprietati:

a) feste (E, K)-pseudoconvexa tare de ordin superior, in ues, in raport cu H,
b) g este (E,, Q)-quasiconvexa de ordin superior, in ues, in raport cu G.
Fie x o solutie admisibila pentru problema (VP) si (u, 4, 1, p) solutie admisibila pentru

problema ( HD, ). Atunci
flu) - fix)& intK.

Teorema 5.4.13 Fie X minim slab pentru problema (VP) cu proprietatea ca exista
AeK" A>0 Ae=1sigeQ", i>0 Tf'e=1 cu (A, [T)#0 astfel incat
B (x X, p;ILH(X)+ VI g)(X))> 0, VxeS, (5.20)
(HL'g)X)=0. (5.21)
Daca g este (F,, Q)-convexa in X €S gi exista x" €S astfel incat (W " g)(x ) <0,

atunci A #0.
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VI. Conditii de optimalitate si dualitatea

in optimizarea fractionara multiobiectiv semiinfinita

Consideram urmadtoarea problema de programare fractionard multiobiectiv semiinfinita:

£ f
(P) Min @) =(Q,(), ..., §,(x) = LCONRRIACY,
g x)  g,(x)

cu restrictiile G j(x, t) <0, pentru orice te T, jef{l, ..., q}
H, (x,s) =0, pentruorice se S, , ke{l, ..., 1},
xe R",
unde Tj, S, sunt intervale reale compacte, f, ,gi,Gj(-, t),H, (,s) :R"—= R,
G;(x,):T,—>R, H (x,) :S, — R sunt functii continue iar g, (x) > 0, pentru orice
je{l, ..., q}, ke{l, ..., r},ie{l, ..., p}.
Presupunem ca multimea admisibild este data de:
E={xeR": Gj(x, t) < 0, Vte Tj,je Lq, H, (x,5)=0, Vse S, , ke I,r }.

Vom demonstra citeva rezultate de eficientd, in ipotezele de (a, F, p)-V-invexitate,
pentru problema de optimizare multiobiectiv (P).

Pentru aceasta consideram o aplicatie F(, - ; ©) :R"XR"XR" — R, F(x, x" ;)
subliniara si o aplicatie A :R"XR" — R, in raport cu care vom studia urmatoarele
proprietdti de invexitate.

Consideram multimile:
p A
U={ue R?:u>0, Zui =1}, T;(x)={te T;: G;(x", ) =0}.
i=1

Teorema 6.1.8 Fie x"€E, ' = ¢(x")>0, functiile f,, g, i€ L,p, functiile G (-, 1),

H, (-, s) diferentiabile Vte T, jel,q, Vs€S,, ke l,r i sa presupunem ca exista u e,

0<V,<v<n+l, v, indicicuI<j,< q, Vv, puncte t°€T, (x*), €1, v,

V -V, indicicu 1<k, <r, V-V, puncte s® €S, , we1,v\1,v, 5i vV numere reale

v, > 0 pentru we1,v,, cu proprietatea ca

p Vo v
Dul [VE(X")-K Vg (x )] +D vy VG, (x", t°)+ D vy VH, (x,s%)=0. (6.1)
i=1 o=1 0=v,+1
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Presupunem, de asemenea, ca unul din urmatoarele seturi de conditii este indeplinit:

a) (i) (f,, ..., f )este (6 F, A p)-V-invexa in X"
(i) (=g, ..., —g,)este (& F, AP )-V-invexd in x";
(iii) (viG; ¢t ., ViOGjVO (,t") ) este (@ F, A P )-V-invexa in x*;

() (v, Hy, 687, o, viH, (8"))este (8 F, A p)-V-invexa in x;

(v) 8,= &, = n,= 8, = O pentru orice i jel,p, kev, si Le1,V\L,v, ;

p Vo \
(Vl) Zuf (51 + }\:‘; 61) + Zﬁm + Zr)m z 0’.
i=1 w=1

0=V, +1

b) functia (L,(5u”, v, A", 1,3), ..., Lp(-,u*,v*,k*,fj)) este (6 F, A 0)-V-

pseudoinvexa in x°, unde

Li(Z,u*7V*’}\f*’E’§) = u? [fl (Z) '}\:‘; gi(Z) + ZV; Gjm(Z, tm) +
=1

+ YvyH (2 5°)], ielp.

0=V, +1

Atunci X este o solutie eficienta pentru problema (P).

In continuare, vom formula cateva conditii suficiente de eficienta 1n care proprietatile

de invexitate, pseudoinvexitate si quasiinvexitate sunt aplicate functiei vectoriale

(g,(;A), ..., & (A), unde € (z,Aw)= u,[f (2) -, g (2)], VielLp,zeR".
Teorema 6.1.9 Fie x" €E, X' = ¢(x"), functiile f,, g,, iéﬁ,func,tiile G(,t) H ()

diferentiabile Vte Tj,jél,_q, VseS,, kel,r si sa presupunem cd exista u" €U,

0<V,<v<n+l, v, indicicu 1< j,< q, v, puncte t°€T, (x*), €L, v,

V - v, indicicu 1<k, <r V-V, puncte s°€S, , we,V\L,v, si vV numere reale

v, > 0 pentru we1,v,, cu proprietatea ca

p Vo v
DUl [VE(x")- K Ve (x )]+ D.vy VG, (x", t°)+ D vy VH, (x", s°)=0.
i=1 w=1 0=V, +1

Presupunem, de asemenea, ca unul din urmatoarele seturi de conditii este indeplinit:

a) (i) (g,(,N,u"), ..., e (\A,u")) este (6 F, A p)-V-pseudoinvexd in X',
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(ii) (v,G, G.th, ..., ViOGjVO (,t") ) este (@ F, A P )-V-quasiinvexa in X",
(iii) (Vf,OHHkW] G,s"™), ..., v.H, (,s"))este (3, F, A, p)-V-quasiinvexa in x';
(iv) p+p +p >0;
b) (i) (g,(\A',u"), ..., € ,(wA',u")) este prestrict (6, F, A, p)-V-quasiinvexd in X',
(ii) (viG, .t ..., ViOGjVO (,t") ) este (m F, A P )-V-quasiinvexa in x*;

(iii) (v, . H, G,s", ..., v, H, (,8"))este (S F, 4 p)-V-quasiinvexa in x";

(iv) p+p +p >0;
c) (i) (&,GA,u"), ..., e (A,u")) esteprestrict (6, F, A p)-V-quasiinvexa in x";

(ii) (viG; ¢t .., ViOGjVO (-,t") ) este strict (7, F, A, p )-V-pseudoinvexa in x*;

(iii) (v, . H, G,s", ..., v.H, (,8"))este (S F, 4 p)-V-quasiinvexa in x";

(iv) p+p +p >0
d) (i) (g,(,A,u), ..., e (A u’)) este prestrict (6, F, A, p)-V-quasiinvexd in x*;
(ii) (viG; .t ..., Vf,OGjVO (,t") ) este (& F, A P )-V-quasiinvexa in x";

(iii) (v, . H, G,s", ..., v, H, (-,8")) este strict (3, F, 4, p )-V-pseudoinvexd

vo +1
in X°;

(iv) p+ P +p >0;
Atunci X" este o solutie eficientd pentru problema (P).

In continuare, vom formula o generalizare a schemelor de partitie propuse de B. Mond
si T. Weir ([96]) pentru constructia problemelor duale generalizate de optimizare
neliniara. Pentru aceasta vom folosi cateva notatii suplimentare.

Fie vy siv cul<v,<v<n+lsi{J,, J,.... I}, {Ky, Ky, ..., Ky}, partitii

ale multimilor L v, respectiv 1,v\L, v, . Astfel, J,c1,v, pentru orice i€ 1,Q2 U{0},

- Q
Jir\Jj = (J pentru orice i,je ,LQU{0} cu i#j si UJi = 1,v, . De asemenea,
i=0
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proprietati similare au loc si pentru { K, K,, ..., K, }. Mai mult, daca o, si ®, sunt

numere din partitiile multimilor 1,v, respectiv L_V\l,Vo ,atunci Q =max{®,, o, } si
J. =0 sau K, =, pentru i>min{®,, ®, }.
in plus, vom defini functiile

D, (z,u,v, L, 1,5)= w[f,(2)- A, g, @+ Y v,G, (z t°)+

wel,

+ > v,H, (z s°)], ielp,

weK,

A (z,v,t,8)= szij (z, t°) + szka (z,s°), 1€1,Q,
wel,

weK

unde t = (t', t3, ..., t"), 5 =(s"™, sV, ..., s").

Teorema 6.2.1 Fie x"€E, ' = o(x"), functiile f,, g,, i€ L,p, functiile G (- t), H, (- s)

diferenfiabile Vte T, jel,q, Vs€S,, ke l,r si sa presupunem ca exista uel,

0<V,<v<n+l, v, indicicu 1< j,< q, v, puncte t°€T, (x"), ®el,v,,

V - v, indicicu 1<k, <r V-V, puncte s° €S, , we1,V\L,v, si Vnumere reale

v, > 0 pentru we1,v,, cu proprietatea ca

i=1

p Vo v
Dul [VE(x")- K Vg (x)]+ D vy VG, (x", t°)+ D vy VH, (x", s°)=0.
o=1 0=V, +1

Presupunem, de asemenea, ca unul din urmatoarele seturi de conditii este indeplinit:

a) (i) (®,¢,u”, v ,A,L5), ..., CIDP(-,u*,V*,k*,fj)) este (6 F, A p)-V-

pseudoinvexa in x*;
(ii) (A, (,V5,63), o, Ag (V'L 1,8) ) este (1 F, A P )-V-quasiinvexa in x*;
(iii) p + p > 0;
b) (i) (®,(,u",v N, t5), ..., @ (,u',v ,N,15)) este prestrict (6, F, A D )-V-
quasiinvexd in x';

(ii) (A, (\V,03), oo, Ag(V7,1,8)) este (7, F, A, P )-V-quasiinvexa in x";
(iii) D+ P >0;

c) (i) (®,¢,u",v,A,59),..., qDP(-,u*,V*,X*,fj)) este prestrict (6, F, A,p )-V-

quasiinvexa in x°;
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(ii) (A, V5, 1,8), ..., Ay (wV",1,3) ) este strict (&, F, A, P )-V-pseudoinvexd in x";
(iii) p +p > 0.

Atunci X" este o solutie eficientd pentru problema (P).

In continuare, vom formula doui modele duale pentru problema (P) si vom stabili
cateva rezultate privind dualitatea slaba, dualitatea tare si dualitatea strict inversa in
ipotezele de (F, p)-V-invexitate.

Fie

H={(zuwv,\Vv,v,, T, , K, , t,s):ze R",ueU,0<v,<v<n+l,ve R",v.>0,

1 i 1 i V0’ Jvo =(j1’j2’ e jvo)’ 1 i Jli q’ Kv\v0=(kv0+1’ cer kv)’

—_
AN
=~
AN
Lo
-1

<k < =(t', ), teT 5 =(s"", "7, L, sY), s'e S L

Vom presupune ca functiile f,,g,,ie E , Gj (-, 1), te Tj ,jel,q, H, (-,8)=0,se S,
ke I,_r sunt diferentiabile.

Consideram urmatoarea problema:
(D) sup ®(z,u,v,\t,5)

(¥,V,V,V0, Iy, KV\v, t,5)eH

cu @ (z,u,v,\,1,5)= u,[f (2)- X, g (z)+ ZVmij (z, t°) +

wel,

+ szka (z, s”)], ie R,

@K,

e (z,h,u)=u,[f (2) -\, g,(2)], i€ Lp,

p Vo v
Du [VE@-LVg @]+ Y v, VG, (z. t°)+ D v,VH, (z,5°)=0, (6.9)
i=1 w=1 0=V, +1

D VoG, @ t°)+ D v H, (z,5°) >0, 1€1,Q.

wel, ek,

Teorema 6.3.1 (Dualitatea Slaba). Fie xeE si w=(x", u’, v\, A, v, v,, J, , K

A\ Vv, 2

t, s ) solutii admisibile pentru problemele (P) si (D), respectiv.
Presupunem, de asemenea, ca unul din urmatoarele seturi de conditii este indeplinit:

a) (i) (®,¢,u",v',A',1,5), ..., CIDP(-,u*,V*,k*,fj)) este prestrict (6, F, A,p )-V-

quasiinvexa in x°;
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(ii) (A, (,V',1,8), ..., Ay (L', 1,8)) este strict (T F, A P )-V-pseudoinvexa in x*;
(iti) p + p > 0.
b) (i) (®,(¢,u", v, A", 1,9), ..., @F(',u*,v*,k*,fj)) este (6, F, A p )-V-pseudoinvexa
in x*;
(ii) (A, (,V5,03), o, Ay (V7L 1,8) ) este (T F, A P )-V-quasiinvexd in x*;
(iii) p +p > 0;
c) (i) (®,¢,u",v',\',1,3), ..., @F(',u*,v*,k*,fj)) este prestrict (6, F, A,p )-V-
quasiinvexa in x*;
(ii) (A, GV,638), ..., Ag (V' 1,8)) este (7 F, A P )-V-quasiinvexa in x*;
(iii) D+ P >0;
Atunci  €(x,\",u’”) 7{ d(x",u", v, ALLS).

VII. Exemple

In acest capitol am considerat exemple pentru anumite clase de aplicatii considerate in
lucrare. Aceste exemple completeaza pe cele care apar 1n literaturd ([8], [S0], [140])
pentru concepte utilizate in diferite capitole. Astfel am avut in vedere exemple pentru
concepte privind functiile p-invexe, p-pseudoinvexe, p-slab pseudoinvexe, p-slab strict
pseudoinvexe, p-tare pseudoinvexe, p-quasiinvexe, p-slab quasiinvexe, p-tare
quasiinvexe si pentru probleme de optimizare multiobiectiv cu functii obiectiv de tip
fuzzy.

Din definitia functiei p-quasiinvexa si functiei p-slab quasiinvexa este evident cd orice
functie p-quasiinvexa este p-slab quasiinvexa, in raport cu aceeasi functie 1. Reciproca

acestei proprietati este falsa dupd cum vom vedea din exemplul urmator.
Exemplul 7.1.1 Fie X=Rsi f: X —» R?, f= (f,, f,)cuf,(x)= x*(x -3)si f,(x)=
x(x=3)*,p=(0,1),n(x, X) =x - X, X=0. Avem ci f este functie p-slab quasiinvexi in
X, deoarece
f(x) <f(X) = (x> (x=3), x(x=3)*)<(0,0) =>x <0
VE(x) = 2x(x = 3) + x*, (x=3)>+2x(x - 3)) = V(X )M(x, X) = (0, 9x) =
-pd(x, X)=-(0, DIxI = (0, x)
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= Vi(x)n(x, X) < -pd(x , X).
Pentrux =3 = f(x) < f(X)
VEi(xn(x, x)=(0, 27)
-pd(x, X)=1(0, -3) = Vi(xn(x, X) L" -pd(x, X) = fnu este

functie p-quasiinvexa in X, in raport cu 1.

Din definitia functiei p-slab strict pseudoinvexa si functiei p-tare pseudoinvexa este
evident cd orice functie p-slab strict pseudoinvexa este p-tare pseudoinvexa, in raport cu
aceeasi functie 1. Reciproca acestei proprietdti este falsd dupa cum vom vedea din

exemplul urmator.
Exemplul 7.1.2 Fie X=Rsi f: X - R?, f= (f,, f,)cuf,(x)= x’ si f,(x)= X (x+3)?%,
p=(0,2),nx, Xx)=x, x=0. Avem ca f este functie p-tare pseudoinvexa in X, deoarece
fx)<f(X) = (x°,x(x+3))<(0,0) =>x<0
VI(x) = (5x*, (x+3)°+ 2x(x + 3)) = V(X )N(x , X) = (0, 9x) =
-pd(x , X)=-(0, 2)Ixl = (0, 2x)
= Vi(x)n(x, X) <-pd(x, X).

Pentru x =-2 = Vf(x)n(x, x) = (0, -18)

-pd(x, x)=1(0,-4) } = Vi(xn(x, X) % -pd(x, X) = fnueste

functie p-slab strict pseudoinvexa in X, in raport cu 1.

Din definitia functiei p-invexa si functiei p-slab pseudoinvexa este evident ca orice
functie p-invexa este p-slab pseudoinvexa, in raport cu aceeasi functie 1. Reciproca
acestei proprietati este falsa dupd cum vom vedea din exemplul urmator.

Exemplul 7.1.3 Fie X=Rsi f: X —» R?, f= (fi, fcuf,x)=xx+4)si f,(x) =
x(x+4)%, p=(1,0),nx, x)=x+ X, x=0. Avem ca f este functie p-slab pseudoinvexa
in X, deoarece
f(x) < f(X) = (x(x +4), x (x+4)*) < (0, 0) = x €(- 4, 0)
VEX) = (X + 4 + X, (x+4)+2x(x +4)) = VE(XM(x , X) = (4x, 16x) =
-pd(x , X)=-(1, 0)lxl = (x, 0)
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= Vi(xX)n(x, X) <-pd(x, X).
Pentru x = -9 = f(x) - f(X) = (45, -225)

VI(xn(x, x) =(-36, -144)
pd(x, x)=(9,0) = f(x) - f(X) ﬁ V(X , X)+pdx, X)=

= f nu este functie p-invexa in X, in raport cu n.
Exemplul 7.1.7 Consideram urmatoarea problema de programare multiobiectiv cu
functii obiectiv de tip fuzzy
Min £ (x) = ( £V (X000 x5), £ P (X500 X5)), (P)
a FUx,.x=el peGel pe el e dlel e der,)
~0 ~s ~ ~~Y ~ ~/ ~ ~/ ~
P (X, X5)=(-5® 1,))®CI®L OB, )21, )
6X,+4x,+9x;+3x,+4x,<42
TIX, +6X,+ 17X+ 5x,+7x5< 77

X;sXgsX5,X,,X5 >0,
unde _1 = (_29 _1’ 1)9 _2 = (_37 _29 _1)’ _3 = (_47 _39 _1)9 _4 = (_59 _4’ _2)9 _5 = (_69 _5’ _4)9
C\6/ = (-7, -6, -5), sunt numere fuzzy triunghiulare.

Fie g, (X;,....X5)=6X,+4x,+9x,+3x,+4x,-42
g, (X, Xs) = 11X, 46X, + 17X, +5Xx,+7x,-77

g; (xl,...,xs)=—xj_2, pentru je{3,4,5,6,7}.
Folosind notiunile din § IV.1 obtinem ca
()8 (X X5) = (00 2) X, + (0= 4) X, + (0= T) X5+ (00- 2) X, + (0L - 5) X,
(F @) (X X5) = (0= 6) X, + (00-2) X, + (0L - 4) X, + (00 - 3) X,
(FDY (X e Xs) = (1200 %, + (-1 - 200 X, + (-5 - 0 x5+ (1 - 200 X, + (-2 - 200 X 5,

(£ Xy xs) = (A= 00 %, +(1-20)X,+ (-1 - 200, + (1 - W)X,

pentru orice o€ [0, 1], de unde rezulta ca
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oa-—2 a—6
a—4 oa—2

VIENDEx) =a=7|, VE) ) =|a-4|,
a-2 a-3
a-5

- 0
1-20 —4—q 6 11
—1-20 1- 2a 4 6
VIENYx)=|-5-—a |, V(E?)Y(x) =| -1-2a|, Vg,(x)=|9|, Vg,(x) =|17|.
1-2a —1- o 3
-2-20 0 4

Din rezolvarea ecuatiilor g,(x) = g,(x) =0 obtinem
X =(X],X5,X;,X;,Xs)=(0, 1.5,4,0,0).
Deoarece g,(x") =-1.5 si g,(x') =-4 rezulticd p,(a) = p(a) =0.

Aplicim notiunile din § IV.1 pentru x si obtinem ci

VIENEE) + VIE)EE) + VIEN)Y (x) + V(EF?)V(x) + iuj(a).ng(x*):

j=1

—11-o +6u, +11u, -,
—-6-20+4u, + 6y,

=|—-17—o+9u, +17u, =0 = (o) =20, p,(o0) =1-a si u;(o) =0,
-5-0o +3M1+ 5M2—M6

-7T-a +4H1+ 7“2_M7

pentru je {3,4,5,6,7}, Ar(a) = As(00) = AV(a) = AY(ar) = 1, Voe[0, 1] =

= x =(0,1.5,4,0,0) este solutie optima Pareto pentru problema (P,).
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