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Introducere

Introducere

Teza are drept scop modelarea materialelor elasto-plastice ortotrope si elaborarea de
metode numerice care sd permitd pe de o parte descrierea de modele care au la bazd date
de naturd experimentald si pe de alta parte sa simuleze comportamentul real al acestor ma-
teriale, prin rezolvarea de probleme matematice cu date initiale si la limitd. Dezvoltdrile
teoretice se realizeazd 1n cadrul general al mecanicii mediilor continuu deformabile.

Modele constitutive sunt elaborate Tn cadrul axiomatic al materialelor elasto-plastice
cu deformatii finite, anizotrope, cu variabile interne de stare, avand la baza formalismul
propus de Cleja-Tigoiu si Soos (1989),(1990). Mentiondm ipotezele fundamentale ale
descrierii constitutive:

(1) descompunerea multiplicativa a gradientului miscdrii in componentele sale distor-
siunea elasticd si plastica,

(2) conceptul de configuratie locald, relaxatd si izoclind, pe baza cdruia sunt introduse
distorsiunea plastica si elastica,

(3) conceptul de simetrie materiald specific cadrului constitutiv al materialelor elasto-
plastice.

Rezultatele originale prezentate in capitolele 2,3 s1 4 din aceastd teza au facut obiectul
urmatoarelor articole deja publicate:

Cleja-Tigoiu S., Iancu L., 2011, Orientational Anisotropy and Plastic Spin in
Finite Elasto- Plasticity. International Journal of Solids and Structures, 48 (6), 939-
952.

Cleja-Tigoiu S., Iancu L., 2013. Orientational anisotropy and strength-differential
effect in orthotropic elasto-plastic materials. International Journal of Plasticity, 47,
80-110.

Directiile principale 1n care au fost aduse contributii sunt:

1) Modelarea constitutiva a materialelor elasto-plastice ortotrope.

Modelarea constitutiva propusa descrie anizotropia orientationald, concept care se re-
ferd la schimbarea (rotirea) 1n spatiu a directiilor de ortotropie in timpul procesului de
deformare elasto-plasticd. Prin intermediul unghiurilor lui Euler se descrie pozitia axelor
de ortotropie, iar spinul plastic are un rol esential in descrierea miscarii acestora. Modelul
constitutiv elaborat generalizeazd, in cazul rotatiilor arbitrare, modelul propus de Cleja-
Tigoiu (2007) 1n care se considerd numai rotatiile plane ale directiilor de ortotropie.

Modele cu spin plastic si anizotropie orientationald au fost propuse si dezvoltate in
lucrdrile mentionate, cu precizarea cd n articolul publicat in IJSS, Cleja-Tigoiu si lancu
(2011), functia de plasticitate este consideratd patraticd in tensiuni, in timp ce in articolul
publicat in IJP, Cleja-Tigoiu si Iancu (2013), se adopta o functie de plasticitate omogena,
dependentd si de al treilea invariant al tensorului de tensiune.

Rezultatele originale se refera la:

a) reprezentdrile pentru spinii plastici ortotropi, descrigi matematic pe baza teoremelor
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Introducere

de reprezentare pentru functii anizotrope prezentate in Liu (1982) si a teoremelor de
reprezentare pentru functii izotrope propuse de Wang (1970),

b) descrierea ecruisdrii cinematice, care este de tip Prager-Ziegler in Cleja-Tigoiu
si lancu (2011) si de tip Armstrong-Frederick in Cleja-Tigoiu si Iancu (2013), adaptata
conceptului de simetrie materiald pentru corpul elasto-plastic ortotrop.

2) Identificarea si validarea modelelor constitutive pe baza datelor experimen-
tale.

Modelele constitutive elaborate in lucrarile mentionate contin functii si constante de
material care au fost determinate pe baza datelor experimentale elaborate de Verma et
al. (2011), Kim, Yin (1997), cu scopul de a simula si modela comportamentul real al
materialelor.

In lucrarea Cleja-Tigoiu si Iancu (2013) se elaboreazi o strategie privind validarea
modelelor teoretice. Strategie propusd presupune rezolvarea numericad a sistemelor de tip
diferential, care descriu modelele constitutive, pentru procese de deformatie omogene a
corpurilor.

Referitor la caracterizarea spinului plastic, in articolele Cleja-Tigoiu si Iancu (2011)
si Cleja-Tigoiu si Iancu (2013) se propun algoritmi numerici, care sd permitd identificarea
constantelor de spin si punerea 1n evidentd a efectelor de tip Kim si Yin (1997) privind
anizotropia orientationala.

3) Modelarea prin inegalitate variationala

Problemele cu date initiale si la limitd se reformuleazd prin inegalitdti variationale
cuplate cu modelul de tip “rate” (diferential) al materialelor elasto-plastice prezentat in
capitolul 2. Formuldrile problemelor cu date initiale si la limitd pentru materiale elasto-
plastice rate-independente, cu deformatii finite asociate cu algoritmi de actualizare a stdrii
de tensiune si de deformare a corpurilor, au fost deduse in articolele Cleja-Tigoiu (2000b),
Cleja-Tigoiu si Matei (2012). Modelarea constitutiva abordata in articolele mentionate
este mai generald decat cadrul constitutiv elaborat In prezenta teza.

In capitolul 5, se formuleazi inegalitatea variationald pentru modelul constitutiv al
materialelor elasto-plastice ortotrope, in configuratia deformatd. Inegalitatea variationala
este asosciatd ecuatiilor de echilibru formulate incremental si are necunoscutele viteza si
factorul plastic, la momentul curent de timp, presupunand cunoscutd starea de tensiune si
de deformare elasto-plasticd a corpului.

Se considerd problema deformadrii pldcilor plane in ipoteza cd se realizeazd o stare
pland de tensiune si cd planul plicii este plan de simetrie materiald, directia de ortotropie
n3 este perpendiculara pe placd. Se obtine inegalitatea variationald asociatd utilizind
rezultatele din capitolul 4 ce se referd la viteza de deformare axiald pe directia n3.

Procedeul de actualizare a starii de tensiune si de deformare a corpului are la bazd un
algoritm bazat pe sistemul diferential care descrie constitutiv modelul in particula mate-
riald fixatd. Algoritmul de actualizare are la bazd o metodologie diferitd de cea abordata
in lucrarile Cleja-Tigoiu (2000b), Cleja-Tigoiu si Matei (2012).



Capitolul 1

Materiale elasto-plastice.
Descompunerea multiplicativa

In acest capitol prezentdm succint conceptele de miscare si deformare in cadrul constitu-
tiv al elasto-plasticitatii cu deformatii finite si descompunere multiplicativd a gradientului
migcdrii. Descrierea matematicd a comportamentului corpurilor continuu deformabile
are la bazd cadrul axiomatic descris de Noll (1958), Truesdell si Noll (1965), Truesdell
(1972). Modelul axiomatic propus de Cleja-Tigoiu si Soos (1989), Cleja-Tigoiu si Soos
(1990) si Cleja-Tigoiu (1990) a permis constructia axiomatica a grupului de simetrie pen-
tru materiale elasto-plastice cu configuratii locale, curente, relaxate, izocline si variabile
interne de stare.

Corpul continuu deformabil, B poate fi identificat cu o multime deschisd, conexa in
spatiul euclidian tridimensional intr-o configuratie a sa de referinta.

Miscarea corpului in timp este descrisd prin functia y : B X [0,0) — ‘E.
Definitia 1.1. Viteza si acceleratia in configuratia actuald la momentul t se definesc:

d
V(x,1) i= S X0 x 1
(1.1)
2

d
a(x,1) := ?QZ((XJHX:X”(XJ)'

Definitia 1.2. Gradientul deformatiei in raport cu configuratia de referintd k in punctul
X = k(X) este definit prin:

Fk(X,Z‘) = ka(X,t)

sau, reprezentat intr-o bazd carteziand {ji,j2,j3},

(1.2)

ox' ..
F(X,1) = 5 23 ®k.



Cap. 1. Materiale elasto-plastice. Descompunerea multiplicativa

In prezenta tezi se utilizeazii conceptul de simetrie materiald pentru corpuri elasto-
plastice ortotrope.

In modelarea constitutivd a comportamentului corpurilor elasto-plastice se folosesc
trei configuratii, reprezentate in figura 1.1:

-configuratia de la momentul initial,

-configuratia locald, curentd, relaxatd, izoclina,

-configuratia actuald.

Figura 1.1:

Descompunerea multiplicativa F = EgP are la bazd conceptele de distorsiune elastica
si plasticd, care permit punerea in evidentd a specificititii corpurilor elastice si respectiv
elasto-plastice:

e Daca P =Irezultd F = E, iar corpul are un comportament elastic,

e Daca P # Q, V Q € Ort corpul are un comportament elasto-plastic.

Se introduc tensorii viteze de deformare:

L=FF 1 L®*=EE~!, in configuratia actuali

LP = PP~ in configuratia relaxati. -
Relatia cinematica intre L, L® si LP este reprezentata prin:
L=EE ' +EPP'E ! =L°+ELPE L. (1.4)
Se noteaza:
D= {L}", Df = {L°}", D = (L7},
(1.5)

W = {L}%, W¢ = {L°}4, WP = {LP}4,

partile lor simetrice si respectiv antisimetrice.
Comportamentul elasto-plastic este caracterizat prin reprezentari functionale (modele
constitutive), care permit definirea stdrii de tensiune si de deformare a corpurilor.
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Cap. 1. Materiale elasto-plastice. Descompunerea multiplicativa

Urmadtoarele mdsuri de tensiune vor fi utilizate 1n teza:

T -tensorul de tensiune Cauchy in configuratia deformata,

[1-tensorul de tensiune simetric Piola-Kirchhoff in configuratia de referinta.
Relatia de legaturd intre aceste cimpuri tensoriale este dataprin:

1= (detF)F'TF . (1.6)

Axioma: Materialul are un comportament elastic in raport cu configuratiile relaxate,
care este descris folosind tensorul de elasticitate E : Sim — Sim, liniar, prin urmatoarea
relatie constitutiva:

1= E(A%), Ae:%(G—I), G=E'E. (1.7)

Axioma: Conditia curentd de plasticitate este descrisd in spatiul tensiunilorprin inter-
mediul functiei de plasticitate ¥ :

F(ILo,x) =0 (1.8)

care depinde de setul de variabile interne de stare o, kK numite variabile de ecruisare.
Aceste variabile descriu evolutia Tn timp a suprafetei de plasticitate.
Conditia initiald de plasticitate caracterizeazd limita comportamentului elastic, ante-
rior procesului initial de deformatie plastica, pentru o0 = 0,k = 0, prin:

F(I1, 0, 0) = 0. (1.9)

Axioma: Comportamentul ireversibil al materialului este descris, intr-o particula
materiald fixatd, prin relatii de tip diferential, (de evolutie), pentru campurile specifice
prezente in modelare:

-distorsiunea plasticd, P,

-variabilla de ecruisare cinematicd, o care descrie miscarea suprafetei de plasticitate,

-variabila de ecruisare scalard, k care descrie schimbarea formei suprafetei de plastic-
itate.

Axioma: Deformatiile elastice sunt presupuse mici, iar rotatiile elastice si deformatiile
plastice sunt finite. Utilizdnd descompunerea polard a distorsiunii elastice E = R°U¢ =
V¢R¢, Mandel (1972) introduce ipotezele:

Ue~T4ee, |U—I|< 1, (1.10)

unde €° este tensorului micilor deformatii.
Urmadtoarele formule de transformare au loc:

I~ (R)'TR’, o= (R°)TAR,
(1.11)
G~1+2¢e A°~¢".



Cap. 1. Materiale elasto-plastice. Descompunerea multiplicativa

Observatia 1.1. Tensorul rotatiilor elastice R® caracterizeazd transformarea de la configuratia
curentd, relaxatd la configuratia actuald, iar mdsura deformatiei elastice este tensorul
micilor deformatii, €°.

Propozitia 1.1. Descrierea constitutivd a modelului, formalizat prin ipotezele mentionate
anterior, in raport cu configuratiile curente, relaxate este caracterizatd prin ecuatiile:

IT1= E[e],

R¢¢(R®)T = D — uR*NP(I1, o, ) (R¢)7

R¢(RO)T = W — uR*QP (11, 1, ) (R%)7 (1.12)
o = ul(IT, o, %),
K = pb(I1, 0, ).

1
F defineste suprafata de plasticitate, u este factorul plastic, u = . <B>H(F).
Factorul plastic u, prin definiie, satisface conditiile: ‘

u>0, F(I1,o,x)<0, uF (I1,t,x) = 0 conditiile Kuhn-Tucker

(1.13)
u¥ (IT,o, x) = 0 conditia de consistent.
Functiile B, A au expresiile:
B=E[NP]-D, h.=E[NP]-NP +NP.1—0cFb, (1.14)

in care D = (R®)T DR este tensorul vitezi de deformatie rotit cu rotatia elastici R®.

Simetrie materiala in elasto-plasticitate

Notiunea de grup de simetrie materiald este introdusa si formalizatd n articolele Cleja-
Tigoiu, Soos (1989),(1990), pe baza conceptului de configuratie locald introdus de Noll
(1967, 1972), in contextul elasto-plasticitdtii cu configuratii locale, relaxate, izocline si
variabile interne de stare. In cadrul constitutiv adoptat in tezi, pentru o formulare concis,
vom folosi urmatoarea definitie a grupului de simetrie materiala:

Definitia 1.3. Se numeste grup de simetrie a unui material solid elasto-plastic in particula
X, relativ la configuratia de referintd k, multimea tuturor elementelor H € Ort pentru care
au loc simultan relatiile:

E(HAHT) =HEAH', F(HIH? HoH? x)= F(I1,0,%)
BHIHT HoHT x) = HB(IT,a, x)H”, 1(HIIH” HoH %) = HI(IT, o, %) H (1.15)
b(HITH” ,HoHT k) = b(IT,a,%x), VAT, € Sim, Vx € R.
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Cap. 1. Materiale elasto-plastice. Descompunerea multiplicativa

Aceastd multime se noteazd gr(X) si elementele ei se numesc transformdri de simetrie
materiald relativ la configuratia k.
Vom utiliza in mod consecvent definitia adoptatd de Liu (1982) pentru corp ortotrop.

Definitia 1.4. (Liu (1982))
Un material elastic este ortotrop intr-o particuld X dacd existd o configuratie de
referingd k si trei directii ortonormate n; € V, |n;| = 1 astfel incat grupul de simetrie sd

fie

g6 =1{Q € 0rt,Qn; =n; sau Qn; = —n; Vi€ {1,2,3}} =
(1.16)
={Q e 0rt, Q; ®n;)Q" =n;®n;, Vi € {1,2}}.

Observatia 1.2. Grupul de ortotropie g¢ este caracterizat prin transformdrile ortogonale
care lasd invarianti tensorii ny @ Ny §i Ny @ No.

Prezentdm o teoremd de caracterizare pentru functii invariante in raport cu gg, care
reprezintd un caz particular al teoremei de reprezentare pentru functii anizotrope data de
Liu (1982).

Introducem urmitoarele multimi: 2 C R x Lin" si M = {(Q(n; ®n;)Q”,Q(ny ®
n,)Q7)| Q € Ort}.

Teorema 1.1. O functie f : D — X cu X € {R, Lin} este invariantd relativ la grupul de
ortotropie g¢ (ortotropd), dacd si numai dacd existd f : D x M — X izotropd, astfel incdt

f(x,A) = f(x,A,n;@n;,m®mny), V (k,A) € D. (1.17)

Teorema 1.2. In cadrul constitutiv al materialelor elasto-plastice ortotrope cu mici deformatii
elastice, functiile constitutive §i de evolutie sunt reprezentate prin functiile izotrope aso-
ciate, conform egalitdtilor:

A

E[A] = E(n; ®nj,np @ny)[A],

Np(H,O(.,K) = NP(H,OL,K,nl ®n1,n2®n2),
Q(H,OC,K) = Q(H, o, K, N ®ng, Ny ®n2)
l(H,OC,K) = i(H,OC,K,nl ®nip,ny ®n2)
b(I1, 0, k) = b(IT,, %, @ Ny, Ny @ My)
VA, I1, o € Sim, x € R,

(1.18)

unde @,N”, Qp, 1, b sunt functii izotrope in raport cu toate argumentele lor.

Aceastd caracterizare a functiilor constitutive si de evolutie invariante relativ la grupul
de ortotropie ge, de exemplu £, prin intermediul functiilor notate f care devin izotrope in
raport cu argumentele specifice, permite trecerea de la configuratia relaxata la cea actuald.



Capitolul 2

Model elasto-plastic ortotrop cu
anizotropie orientationala si spin plastic

Capitolul 2 prezintd rezultate publicate in articolul Cleja Tigoiu, lancu (2011). Rezultatele
principale sunt formalizate prin teoremele 2.1 si 2.2.

Ipoteza micilor deformatii elastice (E ~ R®), permite caracterizarea comportamen-
tului materialului in configuratia actuald. Transformarea R® realizeazd trecerea de la
configuratia relaxati la configuratia actuali. In mod natural se introduc derivatele obiec-
tive ale cAmpurilor, asociate spinului elastic ®® = R¢(R¢)7.

Formuldm reprezentarea constitutivd a materialului pentru o istorie a procesului de
deformatie datd prin ecuatii de tip rate (ecuatii de tip diferential).

Modelul elasto-plastic prezentat este dezvoltat in articolul Cleja Tigoiu (2007) si este
caracterizat de anizotropie orientationala: directiile de ortotropie din configuratia ac-
tuald nu raman fixe in timpul procesului de deformare. Un rol esential in descrierea
evolutiei axelor de ortotropie il are spinul plastic. Variatia in timp a rotatiei elastice
se exprima prin derivatele temporale ale unghiurilor lui Euler. Rezultatele privind rotatia
arbitrard au fost publicate in articolul Cleja Tigoiu si lancu (2011), iar cazul rotatiei plane
a axelor de ortotropie a fost considerat in articolul Cleja-Tigoiu (2007).

Pentru cazul cand axa initiald de ortotropie n3 este perpendiculard pe placd, pentru un
proces de deformatie omogen, se obtine o teorema cu caracter general care descrie un set
de conditii suficiente ca rotatia axelor sd se desfasoare in planul pldcii.

Campurilor definite in configuratia izoclina:

IT-tensorul Piola Kirchhoff,

o~ variabila de ecruisare cinematica,

€°- tensorul micilor deformatii rotit,

n;, i = 1,2,3- directiile de ortotropie din configuratia relaxata

li se asociaza campurile din configuratia actuald:

T-tensorul de tensiune Cauchy,

A-variabila de ecruisare cinematica

€° -tensorul micilor deformatii elastice rotit

m;, i = 1,2, 3- directiile de ortotropie din configuratia actuala



Cap.2. Model elasto-plastic ortotrop cu anizotropie orientationald si spin plastic

prin intermediul rotatiei R®:

T = RTII(R*)”, A = R°a(R°)7,
Q.1
g =R%(R%)T, m;=R°n;,i=1,2,3

Variabila scalard de ecruisare ramane aceeasi prin trecerea de la configuratia relaxata,
izoclind la configuratia actuala.

Observatia 2.1. Proprietatea functiilor introduse in teorema 1.2, de exemplu NP, de a fi
izotrope in raport cu argumentele din domeniul lor de definitie, conduce la egalitdti de
forma:

RENP(K,H,OL,nl Qng,np ®n2)(R6)T = NP(K,'LA,m] ®mj,my Q@my),

VR € Ort. (2.2)

Relatii analoage au loc §i pentru celelalte functii tensoriale constitutive si de evolutie
izotrope asociate.

Modelul de tip rate utilizeaza definitia derivatelor obiective. Pentru cAmpuri tensori-
ale simetrice si respectiv pentru campuri vectoriale, derivatele obiective asociate spinului
elastic ® := R°(R¢)~! sunt definite prin:

T:= di(T) — 0°T + T’ = RTI(R®)T
! (2.3)

[e]
my.=my; — (x)emk = Reflk

Propozitia 2.1. (Cleja-Tigoiu (2007))
Proiectia derivatei obiective atasate spinului elastic a tensorului de tensiune pe directiile
de anizotropie reprezintd derivata temporald a componentei pe aceleasi directii:
d o

E(mk . ij) =mg Tm; 2.4)

Descrierea anizotropiei orientationale se va realiza prin intermediul unghiurilor lui
Euler. Se vor folosi 3 repere ortonormate:

® j1,j2,j3 reperul ortonormat fixat,

e n,ny,n3 axele initiale de ortotropie in configuratia relaxata,

e m|,my, m3 axele de ortotropie in configuratia actuald.

Axele actuale de ortotropie satisfac conditia initiald m;(zp) = n;, i=1,2,3.

In figura 2.1 sunt reprezentate axele j; sim;, i € {1,2,3}.

Notdm cu R € Ort tensorul de rotatie ce caracterizeaza pozitia axelor de ortotropie
m;,mp, m3 in raport cu axele fixe ji,j2,j3 :

Rjk = Iy, k= 1,2,3.

Notam cu Ry € Ort rotatia ce caracterizeaza pozitia axelor initiale de ortotropie n; fata
de axele fixe j; astfel ca R(79) = Ry, Ro(jx) = mt, k = 1,2,3 . Rotatia elasticd R® € Ort
este legati de R prin relatia R°(¢) = R(#)R(#y) ! si are loc conditia initiald R¢(fy) = L.
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Cap.2. Model elasto-plastic ortotrop cu anizotropie orientationald si spin plastic

I

M

L

Figura 2.1: Placa, axele jj si axele de ortotropie in configuratia actuala

Notim 7;; :=m;-Tm;, A;; :=m;-Am;, Dy = m;- Dmy, Wy, = m;- Wmy, componentele
in raport cu baza formata de axele actuale de anizotropie.

Pentru a caracteriza evolutia componentelor variabilelor modelului in raport cu baza
m; @ m;, se exprima:

-componentele Rz = j; - Rji ale rotatiei R cu ajutorul unghiurilor lui Euler notate
astfel: y -unghiul de precesie, 6-unghiul de nutatie, @-rotatia proprie.

-componentele spinului elastic ®° ca functii de unghiurile lui Euler si de derivatele
lor.

Rotatia generala a axelor de ortotropie are loc daci sin(6) # 0 pe un anumit inter-
val de timp. In acest caz se pot exprima derivatele unghiurilor lui Euler in functie de
componentele W; i §i ij

Mentionam:

-f1 reprezintd factorul plastic regandit prin functia izotropa asociata,

-NP reprezinti functia izotropi care defineste partea simetrici a vitezei de deformare
plastica,

-1 reprezinti functia izotropi care caracterizeazi evolutia variabilei cinematice de
ecruisare,

-b reprezintd functia izotropd care caracterizeaza evolutia variabilei scalare de ecruis-
are

oX reprezintd functia izotropd care defineste spinul plastic.

Functiile constitutive si de evolutie izotrope asociate depind de tensorul de tensiune
Cauchy T, variabilele de ecruisare A, k si de unghiurile lui Euler prin prezenta axelor de
ortotropie.

Se obtine urmdtorul rezultat prin care se descrie evolutia In timp a campurilor, pen-
tru procese de deformare caracterizate, in punctul material fixat, prin functii netede pe
portiuni.
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Cap.2. Model elasto-plastic ortotrop cu anizotropie orientationald si spin plastic

Teorema 2.1. Fie o istorie a procesului de deformatiet — F(t) € C},_([to,t¢))NC°([to, 7))
intr-un punct material fixat. Dacd sin(0) # 0 de-a lungul procesului, evolutia in timp
a componentelor tensiunii Cauchy T §i a variabilei tensoriale de ecruisare A in baza
m; @ mj, a variabilei scalare de ecruisare K §i a unghiurilor \y,0,@ este descrisd de sis-
temul diferential:

Tii= —a(t, T,A, % ,0,0) (a1 N, (T,A) + ainN5 (T, A) + a3 N (T, A))+
+a1D11(t,¥,0,9) +a12Dy(1,,0,0) +a13D33(t,y,0,9)

To= —p(t,T,Ax,Y,0,0)(aiN]| (T,A) +anN5,(T,A) +anNi (T,A))+
+a12D11(t,¥,0,9) + 22Dy (1,,0,0) + axD33(t,v,0,9)

Ty = —a(t, T,A%Y,0,0)(ai3N]| (T, A) +ax N5, (T, A) +azNj5 (T, A)) +
+a13D11(1,¥,6,9) + a3 Dxn(1,y,0,0) +a33D33(t,y,0,¢)

Tio= —p(t, T,A,%,0,0)(aul],(T,A)) +auaDia (1, y,6,0)

Tis= —o(t,T,A,k,0,0)(assN5(T,A)) +assDi3(t, v, 0,0)

T23 == _,a(t7 T7 A7 K, \Ua 97 (P) (a55fv53 (T7 A)) + 055[)23 (ta Wa 97 (P)

. (2.5)

Aij= [, T,A%y,0,0)0;(T,A),i,j=1,2,3

k= {(r,T,A%xy,0,0)b(T,A)

o= A, T,Axy,0,9)[Q0(T,A) —cot(Qf3(T,A) cos ¢+ Q45 (T, A) sing)] -
~Wia(t,w,0,9) + cot®(Wy3(t,w,8,9) cos @ + Was (1, y,0,0) sin®)

6= A(t,T,A,x,,0,0)(Q5(T,A)cosp — QF, (T,A)sing)+
+Wis(t,¥,0,0)sing — Wasz (¢, v, 0, 9) cos @

W= AT A Y0,0) < (O (T, A) cosg+ O (T,A) sing)
—ﬁ(Ww(t,w,e,(p) cos @+ Was(t,w,0,¢)sin®)

cu conditiile initiale
Tij(to) = 0,4;j(10) = 0,K(10) = 0,0(to) = 0, 6(to) = B0, W(to) = Wo. (2.6)
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Cap.2. Model elasto-plastic ortotrop cu anizotropie orientationald si spin plastic

Fie n;,n;,n3 directiile de ortotropie astfel incat n3 = j3 (6p = 0). Se doreste deter-
minarea unui set de conditii suficiente pentru care rotatia R sa pastreze directia m3 fixa.
In acest caz spunem ci procesul elasto-plastic omogen se desfisoari cu rotatie plani a
axelor de anizotropie si are loc egalitatea 6() =0V ¢ € [to, ).

Ipoteze:
6p=0
T13 = 7:23 =A3=A»n=0=> (Nfg = 5)3 = O) §i (Q.% = 953 = O) §i
(h3 =1h3=0)
hC > 0-

Prezentam teorema de caracterizare a pentru cazul rotatiei plane:
Teorema 2.2. Fie procesul de deformatie t — F(t) € CL ([to,tr)) N C%([to.t)), astfel
incdit W =0, D13(t) = 0 5i D23(t) =0Vt € [to,tf). Dacd sunt verificate ipotezele (2.7) si
conditiile initiale T;j(t) = 0, A;;(to) =0, i, j = 1,2,3, k(t9) = 0 §i 9(t9) = @0, 6(tp) =
0, y(t9) = 0, atunci componentele T3, Tr3, A3, Ar3 si unghiul © sunt nule in timpul

procesului elasto-plastic.
Evolutia variabilelor nenule este descrisd de sistemul diferential:

Tin= —p(t,T,A,%0)aul], (T,A) +anl,(T,A) +ai N (T,A)]+
+a11D11(@) + a12D2n (@) +ai3D33(9)

Tzz = —fl(t,:r,A, K, (p) [algﬁﬁ (T,A) —l—flzzNé’Z (T,A) + a231§7§’3 (T,A)]+
+a12D11 (@) + anDxn (@) + axD33(9)

Ty = —p(t,T,A.% 9)[a3N]|(T,A) +anNp(T,A) +azN5(T,A)]+
+a13D11 (@) + a3Dxn (@) + a3 D33 (9)

Tin= —p(t,T,A K ¢@)auN(T,A)+auDi(¢)

A= a(t,T,Ax ) (T,A) (2.8)
Ay = At,T,A K ) (T,A)

Az = p(t,T,A,x 0)l3(T,A)

Ap= ot T,A K )(T,A)

k= j(t,T,A % 0)b(T,A)

p=  ATAKQ(TA) cui= < B> H(F)

1 ~
cuﬁ=E<B>5—[(T).

Observatia 2.2. Rotatia axelor de anizotropie are loc in planul (j1,j2) = (ny,ny) §i este
descrisd de unghiul @.
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Capitolul 3

Model constitutiv cu spin plastic,
anizotropie orientationala si cu
suprafata de plasticitate patratica in
tensiuni

Prezentarea din acest capitol are la baza rezultatele publicate in articolul Cleja-Tigoiu
si lancu (2011) si are drept scop punerea in evidentd a capacitdtii reprezentdrii constitu-
tive elaborate de a modela comportamentul real, determinat experimental, al materialelor
elasto-plastice. Se elaboreazd o strategie privind determinarea constantelor de spin si de
ecruisare care si corespunda datelor experimentale, prin simuldri numerice a raspunsului
materialului in procese omogene de deformare.

Se va folosi modelul constitutiv descris 1n capitolul 2 cu urmatoarele precizari:

1) Functia de plasticitate este pitratici in raport cu variabila S := T — A numiti tensi-
une efectiva:

A

=2 =2 -2 -2
T(T,A,ml &my,my ®m2) = K11511 + K225, + K33535 + K1 S+

(3.1
+Kn2S13 + (2K33 + Kint — Kin2) S>3 + K12811522 — &,
2) Se utilizeaza trei tipuri de spini plastici:
e Spinul plastic de tip Mandel:
.Q.p :Al{(ml ®m1)§}“+A2{(m2®m2)§}“, (3.2)
e Spinul plastic de tip Liu-Wang:
Q" =i {NF(m; @my)} +m2{NF (my @my) }+
(3.3)
+1n3{(m; @m)N”(my @ my) }¢,
e Spinul plastic de tip Dafalias:
QOF =n(SKRP —N*S), (3.4)



Cap.3. Model constitutiv cu spin plastic, anizotropie orientationald si cu
suprafata de plasticitate pdtraticd in tensiuni

3) Ecuatia de evolutie pentru variabila de ecruisare cinematica in configuratia actuald
este descrisa de o lege de tip Prager-Ziegler adaptata materialului ortotrop:

I(T,A,;m; ®@m;,my; ®my) = coN? + ¢ [N?(m; ®my) + (m; @m;)NP]+
3.5
+c [Np(mz ®m2) + (mz (029 mg)NP].

Modelul constitutiv este descris prin sisteme de ecuatii de tip diferential prezentate in
teorema 2.1 pentru cazul 6y # 0, respectiv 1n teorema 2.2 pentru cazul 6y = 0.

In simularea numerici se consideri problema deformirii omogene a plicii plane pen-
tru cazurile 6 # 0 si pentru 6 = 0.

Se studiaza:

e influenta constantelor de plasticitate asupra modelului, prin intermediul solutiei nu-
merice a sistemului diferential obtinute folosind aplicatii Matlab,

e evolutia axelor de ortotropie, pentru conditia initiald g = 0, cu scopul de a determina
constante de spin si de ecruisare cinematica ce realizeaza o buna concordantd cu datele
experimentale prezentate in articolul Kim si Yin (1997).

Prezentam cateva dintre rezultatele numerice obtinute pentru o placd omogena supusa
unei deformatii uniaxiale omogene.

Problema Se considerd o placd ce este confectionatd dintr-un material ortotrop,
avand forma unui paralelipiped dreptunghic cu muchiile paralele cu axele ji,k =
1,2,3. Pozitia axelor inifiale de ortotropie ng,k = 1,2,3 in raport cu axele fixe
Ji, k= 1,2,3 este descrisa de valorile initiale ale unghiurilor lui Euler ¢g, 69, Wo.

Se considerd cd in fiecare punct al plécii este impus procesul de deformatie:
F(t) =M)j1®j1 +22(1)j2 ®j2 +A3(1)ja®]j3, Vi € [to =0,T] (3.6)

cul(t) =A3(t) =1Vt € [t =0,T], ce corespunde unei stiri axiale de deformatie
de-a lungul axei j;.
Gradientul vitezei, tensorul vitezd de deformatie si spinul miscdrii sunt:

M.
LZT]J1®J1

1 (3.7
D=L, W=0

Sd se determine variabilele T,A,«K,®,0,y care caracterizeazd comportamentul
elasto-plastic ortotrop.

Rotatia elasticd este descrisa prin intermediul unghiurilor lui Euler v, 0, ¢ care descriu
pozitia axelor actuale de anizotropie mj,my,m3 in raport cu un reper ortogonal fixat

j17j27j3-
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Cap.3. Model constitutiv cu spin plastic, anizotropie orientationald si cu
suprafata de plasticitate pdtraticd in tensiuni

in cazul rotatiei generale (6 # 0):

Este studiatd influenta constantelor de plasticitate K1; si K»» asupra evolutiei unghi-
urilor lui Euler si a componentelor tensiunii, pentru conditiile initiale ¥o = 7t/3,09 = 1/3,
Po € {75/6, 7[/4, TC/3}

Observatia 3.1. Se constatd cd pentru conditiile initiale @y = n/3, @9 = n/4,, prin
injumdtdtirea constantei de plasticitate Ky, functia h devine nuld si, in consecinta, €F' (x) :

X2 A
/ \/gDP(u) -DP(u)du — 0. In acest caz spunem ca s-a produs deteriorarea materialu-
X1

lui. Pentru Ky, /2, valoarea initiald @y = T/6 ne conduce la un comportament diferit:
procesul ramdne elastic, B < 0. Deoarece spinul total este nul, unghiurile ce descriu
evolutia rotatiei ramadn constante.

In cazul rotatiei plane (6p = 0), se analizeaza:

1) influenta spinului plastic si a anizotropiei initiale asupra:

e -componentelor Ay, si 717 - figura 3.1

e -evolutiei axelor de ortotropie - figura 3.2

2) evolutia tensiunii uniaxiale 6, := j; - Tj; = T1; ca functie de unghiul &, pentru
diferite valori ale deformatiei plastice echivalente - figura 3.3(a),

DP
3) raportul R := D—%z -figura 3.3(b),
4) evolutia unghiului dintre vectorul propriu vy, asociat tensiunii din planul (ji,j2), si

directia ji, notat cu o -figura 3.4(a) pentru spin de tip Mandel si figura 3.4(b) pentru spin
de tip Dafalias.

0.15¢ 061
0.1t ‘ * @,=-30°D 0.4r; : = ,=-30°D
’ | —— @.=-30°M A —@.=-30°M
0.05f o boinoo @
- - - @=-30°L-W| - -~ @="30°L-W
o @==45°D o g,==45°D
| ——=—45°M ——y=-45°M
- - - §,=—45°L-W| - - - =-45°L-W
1 @,=-60°D 1 g==60°D
© =-60°M « @=-60°M
. ¢0:,500L,W —— @;=-60°L-W
-0.2 L L L L L L Il _08 L L L L L L
[¢] 0.02 0.04 0.06 0.08 0.1 0.12 0.14 0 0.02 0.04 0.06 0.08 0.1 0.12
£, €11
(@) (b)

Figura 3.1: Influenta ortotropiei initiale (a) asupra componentei A1, a tensorului de ecruis-
are cinematicd si (b) asupra componentei 777 a tensiunii, pentru toti cei trei spini.

Observatia 3.2. O bund concordanta cu datele experimentale din articolul Kim si Yin
(1997) se obtine pentru spinul plastic de tip Dafalias. Precizdm cd s-a folosit acelagi set
de constante de material pentru toate cele trei valori initiale @y € {—30°,—45° —60°},
spre deosebire de reprezentarile din Dafalias (2000) pentru care se utilizeazd mai multe
constante de spin. Pentru spini de tip Mandel §i Liu Wang nu s-au gdsit constante care

sd conducd pentru @y = —30° la rotatia in sens opus fatd de rotatia obtinutd pentru
Qo € {—45%, —60°}.
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Cap.3. Model constitutiv cu spin plastic, anizotropie orientationald si cu
suprafata de plasticitate pdtraticd in tensiuni

401 401
301 30p '
Mandel type plastic spin for K ;100
20l Dafalias type plastic spin for K *100 20l M, gy=-30°
4 LD, @ =-30° - =—45°
oo @y : 10F M, g =45
10- - - =D, =-45 -\, %:,500
g - D,%=-so° S o] %=_45n Kim,Yin N
g Kim,Yin g 10k +  Kim,Yin experiment, ,=-30
= * Kim,Yin experiment, @,=-30° = o Kim,Yin experiment, @,=-45°
S ©  Kim,Yin experiment, @,=-45° S 201 o Kim,Yin experiment, ,=-60°
Kim,Yi t @=-60° | TP AL
©  Kim,Yin experiment, @ _30 .
-40
—s0f
-50 -60 -
0.02 0.04 0.06 0.08 0.1 0.12 0.14 0.02 0.04 0.06 0.08 0.1 0.12 0.14
11 11
(a) (b)

Figura 3.2: Variatia unghiului ® — ®( (cu & = @) ca functie de €11, (a) pentru spinul
plastic de tip Dafalias corespunzator unui material cu K;; * 100 si (b) pentru spin plastic
de tip Mandel cu A; = 15 and A, = 1615. Liniile solide corespund solutiei din modelul
propus de Kim and Yin (1997), iar punctele corespund datelor experimentale, care se
gdsesc 1n figura lor Fig. 5 pentru y = —®dy.

—_— (pO:O
—— @,=TV12
— =TV
—o— @,=1v4
-15F Y
—— Q=51712
— %:rvz

06 0.008 0.01 0012 _0.014 0016 0.018  0.02
In(

(b)

Figura 3.3: (a) Tensiunea uniaxiald 6, := j; - Tj; in functie de unghiul &y, pentru diverse
valori ale deformatiei plastice echivalente si conditiile initiale 8p = 0, Wy = 0. (b) Raportul
R — ratio pentru diferite valori ale unghiului ®¢ si pentru 6g = 0,%¥o = 0.

201
15} © e
——@,=10°
10 - - - @=20°
5 ‘%:300 .
S} - @=40° ga
5 —50° =
oft 7,750 =
3 ——,=60°
57 2 === @=70°
A ’o: .
10k . —,=80°
—_— q;gzgo0
-15 ; . . . . . . . . ,
0 0.01 0.02 0.03 0.04 0.001 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05 0.06
&P &P
(@) (b)

Figura 3.4: Unghiul o, care masoara rotatia vectorului propriu v; al tensiunii in plan ca
functie de deformatia plastici echivalentd €, (a) pentru spin plastic de tip Dafalias si (b)
pentru spin plastic de tip Mandel.
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Capitolul 4

Model elasto-plastic ortotrop cu
suprafata de plasticitate dependenta de
al treilea invariant al tensiunii

Prezentarea din acest capitol are la bazd principalele rezultatele publicate in articolul
Cleja-Tigoiu si Iancu (2013), in care se pune accentul pe asimetria conditiei initiale de
plasticitate pentru tractiune si compresiune (de naturd experimentald).

Modelarea constitutiva realizeaza:

e descrierea efectului de tip Bauchinger initial, numit in literaturd “strength differ-
ential effect”, care este realizatd prin utilizarea functiei de plasticitate dependentd de al
treilea invariant, nesimetrica, reprezentatd prin invarianti ortotropi,

e introducerea spinilor plastici generalizati care, prin particularizdri ale constantelor,
se reduc la spinii considerati in capitolul 3,

e introducerea unei legi de evolutie pentru ecruisarea cinematica ce reprezintd o gen-
eralizare la cazul ortotrop a legii de tip Armstrong-Frederick pentru materiale izotrope,

e utilizarea teoremei de reprezentare pentru functii anizotrope a lui Liu (1982) si a
teoremelor lui Wang (1970) pentru a genera functiile constitutive si de evolutie,

e deducerea sistemelor diferentiale care permit simularea proceselor omogene cu stare
plana de tensiune, folosind tehnica recalcularii factorului plastic din Cleja-Tigoiu (2007).

Contributiile privind rezultatele numerice sunt bazate pe simularea proceselor de
deformare omogena si se referd la:

e determinarea setului de constante de material care permite descrierea prin simulare
numericd a datelor experimentale din articolele: Verma et. al (2011) (asimetria suprafetei
initiale de plasticitate si influenta ecruisdrii), si Kim, Yin (1997) ( evolutia axelor de or-
totropie in timpul proceselor elasto-plastice de deformare),

e introducerea criteriului de selectie a tipului de spin prin conditia de realizare a
concordantei rezultatelor numerice cu datele experimentale din Kim si Yin (1997).

e utilizarea ipotezei de stare pland de tensiune si modelarea conditiilor de predefor-
mare a placii pe baza solutiilor sistemului diferential, astfel Tncat in simuldrile numerice
sd se find seama de conditiile 1n care au fost realizate experimentele prezentate in articolul
Kim, Yin (1997).
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Cap.4. Model elasto-plastic ortotrop cu suprafata de plasticitate dependenta de al
treilea invariant al tensiunii

In cele ce urmeazi precizim citeva detalii legate de modelul constitutiv utilizat in
acest capitol.
1) Functia de plasticitate dependenta de al treilea invariant este de tip Drucker:

F = (R} —vf/—F, (4.1)

cu fo, f3 functii omogene de gradul doi respectiv trei 1n raport cu tensiunea efectiva,
notatd S =T — A, si F functie ce depinde numai de variabila scalara de ecruisare, K.

Problemi: Si se determine expresii generale pentru functiile izotrope f> si f3 cu ar-
gumentul (S,m; ®m;, my ®m;), folosind teorema de reprezentare pentru functii izotrope
cu valori scalare de tip Wang (1970), care sd fie independente de presiunea hidrostatica.

Propozitia 4.1. Functia f> independentd de presiunea hidrostaticd are urmdtoarea reprezentare:

A 1 _ _ 1 _ _
f == (K1 +Kpp—K33)(S11 —S20)> + E(K“ + K33 —K22)(S11 — S33) %+ 42

= = 2 2 2
+§(K22 + K33 — K11) (S22 — $33)% + Kin1 S12 + K213 + K3 Sa3.
Functia f» independentd de presiunea hidrostaticd (4.2), este pozitiv definitd dacd Si nu-
mai dacd:

Ki1+Kx»n—K33 >0, Kij1+Kz—Kp>0, Kpn+Ki3—Kj>0,

Ku1 >0, Kup>0, K,3>0. 4.3)

Functia f3 independentd de presiunea hidrostaticd are urmdtoarea reprezentare:

A

=3 =3 3 2 = 2 = 2 = 2 < 2 <
f3 == lell + k2S22 + k3S33 + k4511522 + k5511S33 +k6522S11 + k7S22533 +k8S33511+
2 < 2 < 2 < 2 < 2 < 2 <
+koS33520 + k10512511 + k115712522 + k12572533 + k13513511 + k14S[3520+ 4.4)

- - - - - - - - -
+k15513833 + k16523511 + k17553522 + k18553533 + k19811522833 + k20512513523

Ki1,K>»,K33, K1, Ko, K3, ki, 1 € {1, 20} sunt constante.

2) Spinul plastic este modelat prin functii ortotrope, dependente de variabile speci-
fice, cu valori tensori antisimetrici.

e Spinul plastic generat de S si variabilele orientationale m; ® m;,m> ® m, numit
spin plastic I, este descris de functia:

O = A (S(m; @m,) — (m; @m,)S) + A (S(my @ my) — (my ®my)S)+

+A3((m; @my)S(m; ®@my) — (M @my)S(my ®my))+
4.5)

+A4(§2(m1 ®m1) — (m1 ®m1)§2) +As (§2(m2 ®m2) — (m2 ®m2)§2)+

+A6((m2 @m)S™ (m; ®m;) — (m; @my)S™ (my ®my)).

Pentru A3 = Ay = A5 = Ag = 0, se obtine spinul plastic de tip Mandel propus de Cleja-
Tigoiu (2007) si utilizat in Cleja-Tigoiu si Iancu (2011).
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Cap.4. Model elasto-plastic ortotrop cu suprafata de plasticitate dependenta de al
treilea invariant al tensiunii

e Spinul plastic generat de N si variabilele orientationale m; ® m|, m; ® m, numit
spin plastic 11, este descris de functia:

Q" = (N?(m; @m;) — (m; @m;)N?) 4+1,(NP(my @ my) — (my @ my)NP)+

—n3((my ®m2)N1’(m1 ®@mp) — (m ®m1)N1’(m2®m2)) +114((Np)2(m1 ®@mp)—
(4.6)

—(m; @my)(N?)?) +1s((N?)? (my @ my) — (my @ my ) (NP)?) +

+N6((my @my)(NP)2(m; @m;) — (m; @my)(NP)?(my @my)).

Dacd n4 =ms =ne = 0, se obtine spinul plastic de tip Liu-Wang, folosit de Cleja-Tigoiu
(2007) si in capitolul 3.

e Spinul plastic generat de S, N” si variabilele orientationale m; ®m;, m; ® m, numit
spin plastic 111, este descris de functia:

Qp = ﬁ(ng - Npg) +ﬁ1 (§N”(m1 ®m1) — (ml Q@m; )NP§)+

+12(SN? (m; ® my) — (mp @ my)NPS) + 4.7)

A — — A

+ﬁ3((m2 ®m2)Nl’S(m1 & m1) — (m1 ®my )SNl’(mz & mz))
Pentru 11 = M2 = N3 = 0, se obtine spinul plastic de tip Dafalias introdus in Cleja-
Tigoiu (2007), si folosit in Cleja-Tigoiu si Iancu (2011).

3) Ecuatia de evolutie pentru variabila de ecruisare cinematica este de tip Armstrong-
Frederick generalizatd pentru materiale ortotrope:

lg :,Ui(T7A,K7m1 ®m17m2 ®m2)7 cu

A,

= CoNp—i-C][Np(m] ®m1) + (m1 ®m1)N1’]+

>

4.8)
+c2[N”(m2 ®m2) + (m2 ®m2)NP] — B(T,A,K,ml ®mp,mp ®m2)[d0A+

+di(A(m; @my) + (m; ®@m;)A) +da (A(my @my) + (mz @my)A)]

unde cg,cy,c2,do,d,d> sunt constante de material.

Pentru dy = d; = dy = 0 se reduce la legea de tip Prager-Zigler pentru materiale or-
totrope introdusa de Cleja-Tigoiu (2007). O lege de ecruisare de tip Armstrong-Frederick
este introdusd 1n Cleja-Tigoiu (2000a) dar pentru un model cu variabila tensoriald de
ecruisare nesimetrica.

4) Ecuatia de evolutie pentru variabila de ecruisare scalara este propusa sub forma:

1 — .

k=0b(T,A,x,;m; @m;,my@my), b= S-NP 4.9
fub( 1 ®my,m ®@my) P ER— (4.9)

unde k,n,x.,y¢,zc sunt constante de material.

Se foloseste functia scalard F de tip Voce cu expresia F (k) = 63 (x, +yce %¥)3.

Formulidm sistemul diferential care descrie o stare de rotatie plani (6(¢) = 0), si core-
spunde conditiei de stare plana de tensiune.
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Cap.4. Model elasto-plastic ortotrop cu suprafata de plasticitate dependenta de al

treilea invariant al tensiunii

Teorema 4.1. Fie un proces de deformatie t — F(t), ,t € [to,t5) astfel incat Dy3(t) =

Dy3(t) =Wi3(t) = Was(r) = 0.

1. Sistemul diferential care descrie procesul elasto-plastic supus conditiei de stare

pland de tensiune este:
Ti= —pplan NP (T,A)+anNg, (T,A)] +ai; Dii(t,9) +an Da(t,0)
Ty = —pplaa NP (T,A) +axn N2, (T,A)] +di D (1,9) +anbxn(t,)
T = —fipiasaNTy (T, A) + asaDio (2, @)

A= fpl(co+2c1)NP (T, A) —b(T, A, k)(do+2d))A ]

An = [pil(co+2c2)N5(T,A) —b(T, A, x)(do +2d2)A2)]

A= fpl(co+er+c)Nh(T,A) —b(T,A,x)(do+dy +da)A12)

K= ;apll;(TaAaK)

¢ = /:lplﬁfz(T»A) - le((P)

cu constanta de ecruisare co = 0 §i cu conditiile initiale
Tij(to) = 0,A;j(t0) = 0,i,j = 1,2,x(to = 0 5i 9(t0) = Po.

2. Expresia factorului plastic modificat fiy, este:
fpi(t, T,A K, Q) = ——
cu By i he pr avand expresiile:
By =lan NP+ a2 N5, Dy + [dra NP, + daa NDy|Dop +2asaND, Do,
hepr = N7y (@uN]) +a@1285) + N3 (@127 +aN5,) +2a1a (N)?
+NP Dy + NSy by +28%, Do+ (9¢F (x)) b.

3. Setul de constante elastice este:

2 2

- ajs - aizans ~ axs
ajl =4ail ——, app =aiz — ) ajy =dax — —.

ass ass ass

4. Viteza de deformare axiald este:

A

a3 =

(4.10)

4.11)

(4.12)

4.13)

~ N A A a ~
D33(¢) = all (a13NY, (T, A) + a3N3, (T, A) + as3Ni (T, A)) — —Dy1(9) — £D22(¢)~ (4.14)

ass ass
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Cap.4. Model elasto-plastic ortotrop cu suprafata de plasticitate dependenta de al
treilea invariant al tensiunii

Strategia privind determinarea constantelor de material are la bazd simuldri nu-
merice ale unor procese pentru deformatii omogene si se realizeaza in trei etape:

1) Se determind constantele ce descriu suprafata initiald de plasticitate folosind un
set de caracteristici de ortotropie pentru un material ce prezintad efect Bauschinger initial,
prezente in Verma et al. (2011).

2) Se determina o parte din constantele de ecruisare folosind curbele pentru experiente
unidimensionale tensiune-deformatie din Verma et al. (2011).

3) Se determind constantele de spin si constantele de ecruisare raimase urmarind obtinerea
compatibilitafii cu datele experimentale privind evolutia unghiurilor de ortotropie, din ar-
ticolul Kim si Yin (1997).

Figurile 4.1 si 4.2 aratd o bund concordantd cu datele experimentale din Verma et al.
(2011).

600

1.08

500 —, =0
— . =0.02
i 0 ~Tension, y=1 a00k £,=0.0
1.06¢ a,~Compression, y=1 —,,=0.04
\= =0 ~Tension, y=0 300+ E11:0"14
O Experiments tension, Verma et. al. O Experiment Verna et. al.
1.04f {) Experiments compression, Verma et. al. 200
S 100f
o
©° 1.02f = ok
N
«
~  -100r
1 S -200f
-
~r~,~,,w".““—"mw‘_‘,‘,‘::“ _300k
0.98} SN0} _400-
-500
0.96 - - L i
o 20 40 60 80 100 600t
o (deg.) -600-500-400-300-200-100 0 100 200 300 400 500 600
’ T,.(MPa)
11
(a) (b)

Figura 4.1: (a) Limita de plasticitate uniaxiala c, si datele experimentale din Verma
et al. (2011), (b) curbele de plasticitate (771,7»2) reprezentate pentru diferite valori ale
deformatiei uniaxiale €11.

500 500
400 400
300 300
200 200
100 — 100
— ©
g a
s o = 0
<, =
E] —
— —
100 = _100
200} 1 200t
_aool- - 1 -300f
-400- 1 -400F
500 I I I I I I 500 I I I I I
o 0.02 0.04 0.06 0.08 0.1 —0.08 —0.06 —0.04 —0.02 0
f11 € 11
() (b)

Figura 4.2: Curbele deformatie-tensiune obtinute pentru tensiune uniaxiald pentru (a)
teste TCT cu pre-deformare de 2%,4%,6%,8%,10% si (b) teste CTC cu pre-deformare
de —4% si —8%.
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Cap.4. Model elasto-plastic ortotrop cu suprafata de plasticitate dependenta de al
treilea invariant al tensiunii

Se utilizeaza sistemul diferential (4.10) pentru a simula experimentele folosite de Kim
si Yin (1997) pentru studiul evolutiei axelor de ortotropie.

Se analizeaza:

-influenta constantelor de ecruisare c;, d» asupra evolutiei unghiului @- figura 4.3(a),

-influenta tipului de spin asupra evolutiei unghiului @ -figurile 4.3(b), 4.3(c), 4.3(d)

-influenta tipului de spin asupra evolutiei componentelor 711, T1>- figura 4.4.

40 401
—ag® o || aemme e
30f ooy == - ¢=-30"c,=d,=0 —_ . N *
=== y=30° 20¢ 0
‘%
20 e ie- @ =-45%c_=d_=0 *,0
\\\\\ q)0=745° e - 5
10t ) 0rg - - -Spinl, ¢=-30
—q)D:—GO .02:d2:0 .
3 o g=-60° 3 ——spin ll, g= - 30
5] \ (7] . _ o
3 *  Kim,Yin exp., (pu=730° S o0t ~==Spin Il @~ - 30
o o
3—10* O Kim,Yin exp., g=-45° z * Kim,Yin experiment, @=- 30°
O Kim,Yin exp., @O:—GO"
-20 -40
-30
-s0f 0 —S====a
-40 -’-'-‘\‘.‘<;_‘—_“'-‘r-dn.‘r-.‘n.‘n.‘mmmmmm@
_50 . . . . . _80 . . . . .
0.02 0.04 0.06 0.08 0.1 0.02 0.04 0.06 0.08 0.1
E11 811
(@) (b)
Ory.. or
K
-5 S, ---Spinl, g=~ 45° ---Spinl, g=~ 60°
. Spin Il, g = - 45° -l i = - 60°
10l v ——Spin I, @)= ——Spin I, Q=" 60
A}
1 © == Spin Il (po:—45° = = Spin I, @0:7600
L -10r
-15 \ . X .
v ¢ Kim,Yin experiment, Q=" 45° O Kim,Yin experiment, Q== 60°
1
—~ -20 3 -
=2} A o -15¢
(7] (7]
& 251 2
S S _ool
S &
-35¢ o5t
Cr=ma
‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘ °
—40 -5
_30 —————
_45)
_50 . . . . , _35 . . . . ,
0 0.02 0.04 0.06 0.08 0.1 0.02 0.04 0.06 0.08 0.1
811 811
(© (d)

Figura 4.3: Variatia unghiului lui Euler ¢ — @, cu notatia ® := @, dupa o pre-deformare de
3% ca functie de a doua deformatie axiald, €1, reprezentatd pentru (a) spin plastic III cu
c2 =0,dr» =01 cp = 120,d> = 250, si pentru cele trei tipuri de spin cu conditiile initiale
(b) @o = —30°, (c) @9 = —45° (d) @9 = —60°. Efectul Kim si Yin observat experimental
se obtine pentru spin III, in cazul stdrii plane de tensiune.
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6001

---spinl, ¢=- 30°
——spinll, ¢=- 30°

1001 ) 5
+==-Spin I, 0=~ 30

o . . . . ,
0 0.02 0.04 0.06 0.08 0.1
&
(@)

201

101

--=-spinl, g=- 30°
——spin I, g=-30°
== Spin Il q>0=—30°

0.04 0.06 0.08 0.1

811

(b)

0.02

Figura 4.4: Influenta spinului plastic asupra (a) componentei normale 771 a tensiunii si
asupra (b) componentei de forfecare T7,, pentru conditia initiald @y = —30°,

Se modeleaza experimente ce implicd deformatii de tip forfecare in planul plicii cu
ipoteza de stare pland de tensiune si se analizeaza:
- influenta spinului plastic §i a anizotropiei initiale asupra evolutiei unghiului @ in
prezenta deformarii cu spin total nenul -figura 4.5,
- influenta spinului plastic asupra evolutiei componentelor tensiunii Tn prezenta defor-

marii cu spin total nenul -figura 4.6.

201

101

=)
(3}
Z
zo
~15} [===-spinl, ¢=30°
——Spin I, @.= 30°
-20 0
= =spinlll, g;= 30°
=250 1. without plastic spin, ;= 30°
_30 . . , . ,
0.1 0.2 03 0.4 0.5
r
(a)

| |=--spinl, g= 45°

——sSpinll, g;= 45°
= =-spinlll, g= 45°

~+++ Without plastic spin, @ = 45°

0.1 0.2 0.3 0.4 0.5
r

(b)

Figura 4.5: Variatia unghiului lui Euler ca functie de componenta de forfecare a
deformatiei, I" pentru cele trei tipuri de spin plastic si de asemenea fard spin plastic,

folosind valorile initiale (a) @y = 30°, (b) @9 = 45°,

Concluzii:

1) Suprafata de plasticitate dependentd de al treilea invariant este suficient de flexi-
bild pentru a putea modela comportamentul materialelor ce au limite de plasticitate cu
module diferite la tractiune si compresiune. Curbele TCT si CTC aratd evolutia efectu-
lui Bauschinger, iar evolutia curbelor de plasticitate este efectul ecruisarii cinematice si

scalare folosite Tn modelul elasto-plastic.

24



Cap.4. Model elasto-plastic ortotrop cu suprafata de plasticitate dependenta de al
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Figura 4.6: Variatia componentelor (a) 711, (b) T12, ca functii de componenta de forfecare
a deformatiei, I', pentru cele trei tipuri de spin plastic si de asemenea fira spin plastic,
folosind valoarea initialda @y = 45°.

2) Pentru spinii plastici I si II nu s-au determinat constante care sa conduca la efectul
Kim si Yin dar o bund concordanta cu datele experimentale se obtine pentru @y = —45°
§i Qo = —60°.

Efectul Kim s-a putut obtine numai pentru spinul III care este o generalizare a spinului
de tip Dafalias. Pentru spinul III, se imbunétitesc rezultatele folosind c», d> nenule:
¢y = 120,d>» = 250 asa cum se observa in figura 4.3(a).

Aceastd constatare aratd ca variabila Ay, influenteazd evolutia axelor de ortotropie.
Efectul Kim este obtinut si de cdtre Dafalias (2000) care utilizeazd valori diferite ale
constantei ce descrie spinul plastic pentru a obtine curbe mai apropiate de valorile experi-
mentale. In modelarea din prezenta lucrare, pentru acelasi set de constante al spinului III,
se obtine o buni aproximare pentru toate valorile initiale @y € {—30°, —45° —60°}.

3) In figura 4.5, obtinuti pentru deformatii caracterizate de prezenta componentei de
forfecare nenuld, se observa cd pentru spinii plastici I si III are loc o stabilizare a unghiului
de ortotropie. Pentru spinul plastic II si Tn absenta spinului plastic comportamentul este
diferit, aproape liniar.

Reprezentari similare celor din figura 4.6, pentru componenta de forfecare 71, si com-
ponenta normald 771, se gasesc In Kuroda (1996) (figura 1 si figura 2) pentru un spin
plastic ce corespunde spinului III Tntr-un model izotrop.
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Capitolul 5

Metode numerice pentru inegalitati
variationale 1n elasto-plasticitatea finita
anizotropa

In acest capitol se reformuleazi problema cvasistatici de echilibru, la momentul ¢, cu
date pe frontierd si conditii initiale, prin inegalitatea variationald in necunoscutele v -
viteza actuali si B -factorul plastic, cuplatd cu modelul constitutiv de tip “rate” elaborat
in capitolul 2.

Este reconsideratd forma inegalitdfii variationale Tn cazul stdrii plane de tensiune, la
momentul de timp 7, folosind rezultatele prezentate in capitolul 4. Asocierea inegalitatii
variationale cu sistemul diferential ce caracterizeazd evolutia in timp a variabilelor mod-
elului elasto-plastic permite actualizarea stdrii sistemului. Inegalitatea variationald reprezen-
tatd la momentul ¢ contine in coeficienti valorile curente ale tensiunii, variabilelor de
ecruisare si ale rotatiei R.

Se formuleaza un algoritm numeric de rezolvare a problemei de elasto-plasticitate cu

Exemplificdim metoda numerica pentru o placd plana constituitd dintr-un material or-
totrop, in stare plana de tensiune, supusa unor condifii pe frontiera in viteze. Se prezinta
rezultatele numerice obfinute si se analizeazad influenta unghiului @g, ce caracterizeaza
pozitia axelor inifiale de ortotropie fatd de axele geometriei pldcii, asupra variabilelor
modelului. Pentru un proces elastic izotrop se compara rezultatele cu cele obtinute folosind
programul de element finit COMSOL.

In acest capitol se foloseste formalismul miscirii relative care a stat la baza arti-
colelor Cleja-Tigoiu (2000b), Cleja-Tigoiu si Matei (2012), pentru a obtine formularea
”in viteze” a ecuatiel cvasistatice de echilibru si a conditiilor pe frontierd asociate.

Conditii necesare si suficiente pentru existenta si unicitatea solutiei inegalitdfilor variationale
abstracte sunt aplicabile formalismului considerat 1n teza si pot fi gdsite in lucrarile Lions
(1969), Glowinski et al. (1976).
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Cap.5. Metode numerice pentru inegalitdti variationale in elasto-plasticitatea
finitd anizotropd

Formularea prin inegalitate variationala a problemei elasto-plastice - cazul starii
plane de tensiune

Ipoteze:

-domeniul are forma unei plici subtiri de grosime 2h: Q x [—h,h] cu Q C R? si

2h
meas(Q)

-axele de ortotropie n; si ny sunt in planul plicii, axa n3 este perpendiculard pe planul
pldcii (n3 = j3),

-se impun conditii pe frontierd in viteze, compatibile cu ipoteza: Tjz = 0 in timpul
procesului elasto-plastic,

-cadrul constitutiv este cel descris 1n capitolul 2, §2.1, cu restrictia: Tjz =0 = N13 =
Ny = Qi3 =003=l3=0hy=h=0.

Se formuleazi in domeniul Q C R? urmitoarea problemi:

<< 1,

Problema cu date pe frontiera si conditii initiale pentru cazul stirii plane de tensiune
(Problema (EP)): . .
Se consideri date functiile S, € (L=(€,))? 5i U, € (H'/?(Q,))>.
S se determine functiile u : &, X [fg,7¢] — R, T, A:Q x [to,1f] — Sim,
Q,%: Q X [t9,17] — R care verifica:
div (S,(x,1)) =01n Q,
Si(x,t) = L(x,))T (x, 1)+ E[D] — pE[dr Flin &, G5.0)
St(Xat)n( )| 1',;_St(xat)v '
V<X7I)|F2,t = Ut(X,t), Vte [t07tf]7
conditiile initiale
T(X,l()) = A(X,t()) = 0, (p(X,t()) = K(X,to) =0, ll(X,l()) = 0,
(5.2)
vVXe Q
ecuatiile constitutive gi de evolutie ce caracterizeazd modelul elasto-plastic ortotrop:
T= f(ml Q@mp, my ®m2)[D] —,ﬁf(ml ®myp,mp ®m2)[N1’],
A= Ai(T)Av K, my ® mp,mp ® m2)>
K= ﬂb(TvAaKaml @mp,my ®m2)7
° (5.3)
m;= 0,
1 n . TN An
ﬁl:h— B>H(F), h [N”] NP + NP 1— 0, Fb,
Ac A
B=E[N]-D

Se introduce spatiul normat:
V(t) = (H'())? x L*(€;) cu norma

e ¢ il g+ 1021 g+ 1812, YV = (w102, 8) € V(o). (5
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Multimea campurilor de viteze cinematic admisibile la momentul ¢, multimea multi-
plicatorilor plastici admisibili si mulfimea vectorilor admisibili se definesc prin:

Vaa(t) = {v C (H'(Q))? | VI, = O}, (5.5)

M) ={8c L*(Q)] 8(x)=0, dacixecQ —QF,
(5.6)
8(x) >0, dacix € QF},

K (t) == {(vi,v2,B) C V() | (vi,v2)|r, = 0(1), p € M(1)}. (5.7)
Expresia tensorului de elasticitate, tensor simetric de ordinul 4, este precizatd prin:
E(D) = (@1 D11 +anbDy)m; @my + (@12D11 + dnDyn)my @my + agyuDiz(m; @ my +my @my). (5.8)

unde dy1,d2,dz, sunt constante ce caracterizeaza starea plana de tensiune si depind de
constantele elasticitifii liniare ortotrope.

Se introduc:

-operatorul V, Vv(x,1) = Z vik(X,1)j; @ ji. in spatiul bidimensional R?,

ik=12
-tensorul de tensiune, T, reprezentat prin: T(x,t) = Z Tir(%,1)j; ® ji si similar
ik=12

functiile tensoriale N7, 1.

Teorema 5.1. La orice moment de timp t, cimpul vitezelor, v si factorul plastic echivalent,
B, (v,B) € K(¢), satisfac urmdtoarea inegalitate:

/Q {VVT - (VW —VV)+ E[{VVv}]- (VW —VV)}dx—

~ [ B EPnF) (Yw—Vvax— [ (6-B)—ERrd] (VvPax  (59)
Q! Q

he pi 4 he pi

_|_/Q ! (S—B)dez/ é,'(w—v)da

P he pi Iy

pentru orice camp de vectori admisibili (w,8) € K (t).
Notdm:

alU,0] = /Q {VWVT - (VW) + E[{Vv}]- (VW) dx—

| N 1

1
_ Pl.(V _ Pl Yyl
/Q{’thplZ[N] (Vw)dx /leﬁhc’pl‘E[N] [vv) dx+/gf o Bbax (5.10)
fl0]= | §i-wda, VU= (v.p). U=(w.8) € ¥
Iy
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Teorema 5.2. (IV-EP-TP)

Sé se determine U = (vi,v2,B) € K(t) astfel incat a[U,U—U] > f[U-U], VU €
K(1)

Se reformuleaza Problema (EP) prin inegalitatea variationala la momentul ¢, cuplata
cu sistemul diferential ce caracterizeaza evolutia variabilelor modelului.

Teorema 5.3. 1) La fiecare moment de timp t, cdmpul de viteze v si factorul plastic B sunt
solutiile problemei de inegalitate variationald (IV-EP-TP):

Sd se determine U = (vi,v2,B) € K(t) astfel incat a[U,U—-U] > f[U-U], VU € K(t);
functionalele a si f sunt definite in formulele (5.10).

2) Evolutia variabilelor Ti1, o, Tia, A1, Azz, Alz, O, X in fiecare punct X € €, fixat, depinde de
Vv si B si este descrisd de sistemul diferential:

Ti = —hBl[dllNﬁ (T,A) +d1oN5, (T, A)] + a1 D11 (9) + @D (¢)
C,p
Ty = _hBI [@1oN]) (T, A) 4 @niN2, (T, A)] +anDi1 (@) +dnDin(9)
C,p
Tio= —hBa44Nf’2(T,A) +azuDia(¢)
c,pl
(5.11)
Aij= Blfll(T,A),i,j€{1,2}
C7p
p= P o o, a)— i
¢= A 12(T,A) — Wiz ()
c,pl
k= P b(T,A)
he pi
Parametrul de ecruisare are expresia: he p = E[NP]-NP 4 NP . [+ (3cF (x)) b.
Componentele Dy, au expresiile dependente de Vv §i R.
3) Ecuatia pentru determinarea vitezei de deformare axiald vz este:
_ p 1 P p p a3 a3 ~
V33 = 77(6113]\711 +ax3N,, —|—£l33N33) ——Dj1——Dyp (5.12)
he ass ass ass

Proprietatea de simetrie a functionalei a[;] (a[U, V] = a[V,U], VU,V € ¥(¢)) ne con-
duce la echivalenta problemei de inegalitate variationald cu problema de minimizare:
Sé se determine U € K (¢) astfel incat J(U) <J(V)VV € X(¢)
1
pentru functionala J : V(¢) — R, J(V) = za[V,V] — fIV].
Prin aplicarea metodei elementului finit se obtine o problemd de minimizare in dimen-
siune finita.
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Problema de minimizare in spatii produs. Algoritmul Gauss-Seidel

In acest paragraf se particularizeazi metoda Gauss Seidel cu constringeri pe spatii
produs. Se demonstreaza convergenta algoritmului particularizidnd demonstratia din Cea
(1971) si se determind o formuld de evaluare a erorii.

Se considerd urmdtoarea problemd de minimizare:

Pmin 1: Si se determine u € X astfel incat J(u) <J(v), Vve X .

Ipoteze:
DNeEN,N>0,V.=%R

N N
1) J: ERN — 9{, J(V) = %k;laklvkw —kzlfkvk,
3) A = (aij)ijefo,1,.Ny € My n(R) o matrice simetricd (5.13)
4) Valorile proprii Aj,Ay,...Axy € R verifica0 <A <Ay <...< Ay
5 (f1.f2s - fv) € RN
6) lp, I C N astfel incat hUI; ={1,2,..,N}silpnl} =&
7 K= [0,00), Vie Iysi Ki=R,Vie 1.

Algoritmul Gauss-Seidel cu constrangeri:( Cea (1971))

( (1) Fieu® = (u?,ug, ..., uY) € K arbitrar.

(2) Se presupune ca u” € X a fost determinat.

Se determini u"*! € K in N pasi calculand succesiv componentele u;”“l ,qie{l,..N}.

Se presupune cd la pasul i sunt determinate componentele u?“ €K, Vj<i. (5.14)

Se determind ul’.’+1 solutie a urmatoarei probleme de minimizare:
Pmin 2: Si se determine /™! € %; astfel incét

n+1 n+l n+l n n n+1 n+1 n n
™ Tl uy) ST T vl i) Vv € K

Teorema 5.4. Dacd ipotezele (5.13) sunt indeplinite, atunci sunt adevdrate urmdtoarele
afirmatii:
1 N N
(1) Problema Pmin 1 pentru functionala J : V — R, J(v) = 5 Z apVivy — Z fevi
ki=1 k=1
are o unicd solutieun € K
(2) Sirul 0" obtinut prin Algoritmul Gauss-Seidel cu constrangeri converge tare la
uin V.

Av [N>—N
(3) lu—u"| < TT\/T(J(unI) — J(u?))
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Algoritm numeric pentru o problema de elasto-plasticitate

Se considerd Problema (EP). Pentru rezolvarea numericd se propune algoritmul nu-
mit Algoritm cu pas de timp variabil pentru rezolvarea problemei elasto-plastice in
cazul starii plane de tensiune ce are la baza teorema 5.3.

Descrierea algoritmului:
Se realizeaza o triangularizare a domeniului . La momentul de timp #p = 0 se cunosc
valorile initiale ale cAmpurilor T, A, @, k. Se alege un pas initial de timp.

Se considera cunoscute campurile T, A, @, K la momentul de timp t = ¢, si se parcurg
etapele:

1) se obtine problema de minimizare Tn dimensiune finitd de forma (Pmin 1) folosind
metoda elementului finit; coeficientii functionalei patratice a(-,-) depind de T, A, @, K si
se calculeaza 1n fiecare element,

2) se aproximeazd solutia problemei in dimensiune finitd folosind algoritmul Gauss-
Seidel de minimizare pe spatii produs cu restrictii, descris 1n (5.14),

3) se actualizeazd campul de deplasare si coordonatele nodurilor,

4) se actualizeazd variabilele T, A, x, ¢ utilizind metoda Runge Kutta de ordinul 4
pentru sistemul diferential (5.11); aceste variabile se considerd constante pe element,

5) se actualizeazi domeniul QF folosind functia de plasticitate si valorile actualizate
pentru tensiune si variabilele de ecruisare.

In timpul procesului elasto-plastic pasul de timp se ajusteazi (se micsoreazi) daci
existd un element e in care starea de tensiune este astfel incat F (1,e) > pF(1,e) unde
¥ contine valorile functiei de plasticitate in fiecare element e, p € (0, 1) reprezintd un
procent, F contine valoarea F (k) in fiecare element e.

Observatia 5.1. Pentru componentele vitezei se folosesc functii de formd liniare in raport
cu fiecare variabild, iar pentru functia B se folosesc functii de formd constante pe element.
Componentele vitezei intervin in problema de inegalitate variationald prin derivatele lor
in raport cu variabilele ce definesc coordonatele punctului de la momentul t, iar pentru
functia B nu intervin derivate.

1
Se va determina tensorul de deformatie Green, A = E(FFT —1) la fiecare pas de timp

si in fiecare element e. Utilizarea unei mdsuri de deformatie specificd elasto-plasticitatii
cu deformatii finite este necesard avand in vedere cd modelul constitutiv este elasto-
plastic ortotrop cu deformatii finite.
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Cap.5. Metode numerice pentru inegalitdti variationale in elasto-plasticitatea
finitd anizotropd

Rezultate numerice

Fie o placd pland dreptunghiulara reprezentatd in figura 5.1, Incastratd pe portiunea
AD, cu viteza impusi pe frontiera BC astfel incit x(BC) este paraleld si egald cu AD in
timpul procesului.

Datele pe frontierd sunt:

V|ipa] =0, V|jpc) = V = vy,j1 -condifia pe frontierd in viteze

S =0 pe (AB) U(CD) -conditia pe frontier in tensiuni

La momentul initial placa este liberd de tensiune si nedeformatd, iar orientarea directiilor
initiale de ortotropie este descrisa prin valoarea initiald @.

D c
=0 v=v
A B

Figura 5.1: Placa nedeformata cu conditiile pe frontierd in viteze

Pentru deplasarea relativd de 1% a punctului B, obtinutd la momentul 7" = 100 se-
cunde, se reprezinta distributia in plan pentru o parte din necunoscutele problemei, folosind
valorile initiale ¢op = /6 si @9 = 7/3:

-componenta 771 este reprezentatd in figura 5.2,

-componenta A este reprezentata in figura 5.3,

-unghiul @ este reprezentat in figura Fig5-8.

Se observa influenta pozifiei axelor initiale de ortotropie asupra evolutiei variabilelor.
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Cap.5. Metode numerice pentru inegalitati variationale in elasto-plasticitatea
finitd anizotropa
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Figura 5.2: Distributia componentei 77; (Pa) a tensiunii pentru (a) 99 =1/6, (b) 99 =1/3

1 P
o 0.02
0.018 0.9 ‘ 1
0.8 ] 0.8 ] 0.018
0.016
0.7
0.016
0.6 1 0.014 0.6
0.5 ] 0.014
0.012
0.4 ] 0.4 0.012
0.01 0.3
0.2 B 0.2 0.01
0.008
0.1 1 0.008
0 0 § |
0 02 04 06 08 1 o 02 04 06 08 1
(a) (b)

Figura 5.3: Distributia componentei A;; a deformatiei pentru (a) o =7/6, (b) @9 =1/3
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Figura 5.4: Distributia unghiului @(grade) pentru (a) @9 =7/6, (b) 9o = 1/3
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Cap.5. Metode numerice pentru inegalitdti variationale in elasto-plasticitatea
finita anizotropd

Validarea algoritmului

Folosind programul de element finit COMSOL, se modeleaza problema descrisa ante-
rior, pentru cazul elastic izotrop.

S-au reprezentat:

-componentele deplasarii u; (figura 5.5), us,

-componentele tensiunii 711 (figura5.6), Tra, Tiz.

P
A5X10 4

x107* )%10
H

]

0 0.2 0.4 0.6

w

vo

02 04 06 08 1

() (b)

Figura 5.5: Distributia componentei #1(m) obtinutd cu (a) COMSOL, (b) Programul Mat-
lab

4103365108

x10%

1.25

v 10177%10° 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

02 04 06 08 1

() (b)

Figura 5.6: Distributia componentei 771(Pa) obtinutd cu (a) COMSOL, (b) Programul

Matlab
Urmadrim 1n primul rand aspectele calitative ale distributiei componentelor deplasarii

si tensiunii. Este de remarcat cd, in cazul izotrop, pentru componentele tensiunii se obtine
o distributie simetricd in raport cu axa mediand orizontald a plicii.
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Concluzii si perspective

Concluzii:

In aceasti tezi, se dezvoltd modele constitutive complexe pentru materiale ortotrope
cu deformatii finite. Modelarea constitutivd de tip rate permite caracterizarea evolutiei
tensiunii Cauchy, a variabilelor de ecruisare cinematica si scalard, dar si a axelor de or-
totropie (a unghiurilor lui Euler) prin sisteme de tip diferential.

Au fost elaborate modele constitutive Euleriene (in configuratia deformatd). Rotatiile
arbitrare ale axelor de ortotropie sunt caracterizate prin unghiurile lui Euler, rotatia plana
fiind un caz particular.

Modelele constitutive descriu proprietdtile reale ale materialelor: efect Bauschinger
initial, ecruisare, incarcdri ciclice, rotatia axelor de ortotropie. Determinarea functiilor
constitutive (prin constantele de material) se realizeazd astfel incit prin simuliri numerice
sd poatd fi descrise datele experimentale din articolele Verma et al. (2011) si Kim, Yin
(1997). Se constatd ca modelul este flexibil si poate descrie:

e anizotropia orientationald (variatia n timp a axelor de ortotropie)

e anizotropia inifiala (suprafata inifiala de plasticitate)

e anizotropia structurald (datd de variabilele de ecruisare)

e deformatiile finite.

Formularea problemelor elasto-plastice cu date pe frontierd si conditii initiale prin
inegalitate variationald la momentul de timp fixat, ¢, cuplata cu sistemul diferential asociat
modelului, permite studiul comportdrii materialului pentru procese neomogene.

Pentru inegalitatea variationald asociatd modelului elasto-plastic cu stare plana de ten-
siune s-a propus un algoritm numeric cu pas de timp ajustat ce are la bazd metoda ele-
mentului finit si algoritmul Gauss-Seidel pentru minimizare cu constrangeri. Actualizarea
domeniului curent de deformatie plastica se realizeaza la fiecare moment de timp ¢, uti-
lizand functia de plasticitate si variabilele de ecruisare actualizate.

S-au prezentat cateva dintre rezultatele numerice obtinute pentru o problema de elasto-
plasticitate, folosind valorile initiale @y = /6 si @9 = m/3 ce descriu pozitia axei de
ortotropie 71 in raport cu geometria placii .

Rezultatele originale din capitolele 2, 3 si 4 au fost publicate Tn doud articole in co-
laborare, iar rezultatele din capitolul 5 vor face obiectul unui articol in curs de elaborare.

Perspective:

-determinarea de solutii numerice pentru domenii si conditii pe frontierd complexe,
compatibile cu probleme de interes tehnic,

-utilizarea de algoritmi numerici specifici inegalitatilor variationale,

-studii calitative privind existenta, unicitatea, stabilitatea solutiilor de elasto-plasticitate
prin intermediul inegalitdfii variationale.
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