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Introducere

Introducere

Teza are drept scop modelarea materialelor elasto-plastice ortotrope şi elaborarea de
metode numerice care să permită pe de o parte descrierea de modele care au la bază date
de natură experimentală şi pe de altă parte să simuleze comportamentul real al acestor ma-
teriale, prin rezolvarea de probleme matematice cu date iniţiale şi la limită. Dezvoltările
teoretice se realizează ı̂n cadrul general al mecanicii mediilor continuu deformabile.

Modele constitutive sunt elaborate ı̂n cadrul axiomatic al materialelor elasto-plastice
cu deformaţii finite, anizotrope, cu variabile interne de stare, având la bază formalismul
propus de Cleja-Ţigoiu şi Soos (1989),(1990). Menţionăm ipotezele fundamentale ale
descrierii constitutive:

(1) descompunerea multiplicativă a gradientului mişcării ı̂n componentele sale distor-
siunea elastică şi plastică,

(2) conceptul de configuraţie locală, relaxată şi izoclină, pe baza căruia sunt introduse
distorsiunea plastică şi elastică,

(3) conceptul de simetrie materială specific cadrului constitutiv al materialelor elasto-
plastice.

Rezultatele originale prezentate ı̂n capitolele 2,3 şi 4 din această teză au făcut obiectul
următoarelor articole deja publicate:

Cleja-Ţigoiu S., Iancu L., 2011, Orientational Anisotropy and Plastic Spin in
Finite Elasto- Plasticity. International Journal of Solids and Structures, 48 (6), 939–
952.

Cleja-Ţigoiu S., Iancu L., 2013. Orientational anisotropy and strength-differential
effect in orthotropic elasto-plastic materials. International Journal of Plasticity, 47,
80-110.

Direcţiile principale ı̂n care au fost aduse contribuţii sunt:

1) Modelarea constitutivă a materialelor elasto-plastice ortotrope.
Modelarea constitutivă propusă descrie anizotropia orientaţională, concept care se re-

feră la schimbarea (rotirea) ı̂n spaţiu a direcţiilor de ortotropie ı̂n timpul procesului de
deformare elasto-plastică. Prin intermediul unghiurilor lui Euler se descrie poziţia axelor
de ortotropie, iar spinul plastic are un rol esenţial ı̂n descrierea mişcării acestora. Modelul
constitutiv elaborat generalizează, ı̂n cazul rotaţiilor arbitrare, modelul propus de Cleja-
Ţigoiu (2007) ı̂n care se consideră numai rotaţiile plane ale direcţiilor de ortotropie.

Modele cu spin plastic şi anizotropie orientaţională au fost propuse şi dezvoltate ı̂n
lucrările menţionate, cu precizarea că ı̂n articolul publicat ı̂n IJSS, Cleja-Ţigoiu şi Iancu
(2011), funcţia de plasticitate este considerată pătratică ı̂n tensiuni, ı̂n timp ce ı̂n articolul
publicat ı̂n IJP, Cleja-Ţigoiu şi Iancu (2013), se adoptă o funcţie de plasticitate omogenă,
dependentă şi de al treilea invariant al tensorului de tensiune.

Rezultatele originale se referă la:
a) reprezentările pentru spinii plastici ortotropi, descrişi matematic pe baza teoremelor
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de reprezentare pentru funcţii anizotrope prezentate ı̂n Liu (1982) şi a teoremelor de
reprezentare pentru funcţii izotrope propuse de Wang (1970),

b) descrierea ecruisării cinematice, care este de tip Prager-Ziegler ı̂n Cleja-Ţigoiu
şi Iancu (2011) şi de tip Armstrong-Frederick ı̂n Cleja-Ţigoiu şi Iancu (2013), adaptată
conceptului de simetrie materială pentru corpul elasto-plastic ortotrop.

2) Identificarea şi validarea modelelor constitutive pe baza datelor experimen-
tale.

Modelele constitutive elaborate ı̂n lucrările menţionate conţin funcţii şi constante de
material care au fost determinate pe baza datelor experimentale elaborate de Verma et
al. (2011), Kim, Yin (1997), cu scopul de a simula şi modela comportamentul real al
materialelor.

În lucrarea Cleja-Ţigoiu şi Iancu (2013) se elaborează o strategie privind validarea
modelelor teoretice. Strategie propusă presupune rezolvarea numerică a sistemelor de tip
diferenţial, care descriu modelele constitutive, pentru procese de deformaţie omogene a
corpurilor.

Referitor la caracterizarea spinului plastic, ı̂n articolele Cleja-Ţigoiu şi Iancu (2011)
şi Cleja-Ţigoiu şi Iancu (2013) se propun algoritmi numerici, care să permită identificarea
constantelor de spin şi punerea ı̂n evidenţă a efectelor de tip Kim si Yin (1997) privind
anizotropia orientaţională.

3) Modelarea prin inegalitate variaţională
Problemele cu date iniţiale şi la limită se reformulează prin inegalităţi variaţionale

cuplate cu modelul de tip ”rate” (diferenţial) al materialelor elasto-plastice prezentat ı̂n
capitolul 2. Formulările problemelor cu date iniţiale şi la limită pentru materiale elasto-
plastice rate-independente, cu deformaţii finite asociate cu algoritmi de actualizare a stării
de tensiune şi de deformare a corpurilor, au fost deduse ı̂n articolele Cleja-Ţigoiu (2000b),
Cleja-Ţigoiu şi Matei (2012). Modelarea constitutivă abordată ı̂n articolele menţionate
este mai generală decât cadrul constitutiv elaborat ı̂n prezenta teză.

În capitolul 5, se formulează inegalitatea variaţională pentru modelul constitutiv al
materialelor elasto-plastice ortotrope, ı̂n configuraţia deformată. Inegalitatea variaţională
este asosciată ecuaţiilor de echilibru formulate incremental şi are necunoscutele viteza şi
factorul plastic, la momentul curent de timp, presupunând cunoscută starea de tensiune şi
de deformare elasto-plastică a corpului.

Se consideră problema deformării plăcilor plane ı̂n ipoteza că se realizează o stare
plană de tensiune şi că planul plăcii este plan de simetrie materială, direcţia de ortotropie
n3 este perpendiculară pe placă. Se obţine inegalitatea variaţională asociată utilizı̂nd
rezultatele din capitolul 4 ce se referă la viteza de deformare axială pe direcţia n3.

Procedeul de actualizare a stării de tensiune şi de deformare a corpului are la bază un
algoritm bazat pe sistemul diferenţial care descrie constitutiv modelul ı̂n particula mate-
rială fixată. Algoritmul de actualizare are la bază o metodologie diferită de cea abordată
ı̂n lucrările Cleja-Ţigoiu (2000b), Cleja-Ţigoiu şi Matei (2012).
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Capitolul 1

Materiale elasto-plastice.
Descompunerea multiplicativă

În acest capitol prezentăm succint conceptele de mişcare şi deformare ı̂n cadrul constitu-
tiv al elasto-plasticităţii cu deformaţii finite şi descompunere multiplicativă a gradientului
mişcării. Descrierea matematică a comportamentului corpurilor continuu deformabile
are la bază cadrul axiomatic descris de Noll (1958), Truesdell şi Noll (1965), Truesdell
(1972). Modelul axiomatic propus de Cleja-Ţigoiu şi Soos (1989), Cleja-Ţigoiu şi Soos
(1990) si Cleja-Ţigoiu (1990) a permis construcţia axiomatică a grupului de simetrie pen-
tru materiale elasto-plastice cu configuraţii locale, curente, relaxate, izocline şi variabile
interne de stare.

Corpul continuu deformabil, B poate fi identificat cu o multime deschisă, conexă ı̂n
spaţiul euclidian tridimensional ı̂ntr-o configuraţie a sa de referinţă.

Mişcarea corpului ı̂n timp este descrisă prin funcţia χ : B× [0,∞)→ E .

Definitia 1.1. Viteza şi acceleraţia ı̂n configuraţia actuală la momentul t se definesc:

v(x, t) :=
∂χ

∂t
(X, t)|X=χ−1(x,t),

a(x, t) :=
∂2χ

∂t2 (X, t)|X=χ−1(x,t).

(1.1)

Definitia 1.2. Gradientul deformaţiei ı̂n raport cu configuraţia de referinţă k ı̂n punctul
X = k(X) este definit prin:

Fk(X, t) := ∇χk(X, t)

sau, reprezentat ı̂ntr-o bază carteziană {j1, j2, j3},

F(X, t) =
∂xi

∂Xk ji⊗ jk.

(1.2)
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Cap.1. Materiale elasto-plastice. Descompunerea multiplicativă

În prezenta teză se utilizează conceptul de simetrie materială pentru corpuri elasto-
plastice ortotrope.

În modelarea constitutivă a comportamentului corpurilor elasto-plastice se folosesc
trei configuraţii, reprezentate ı̂n figura 1.1:

-configuraţia de la momentul iniţial,
-configuraţia locală, curentă, relaxată, izoclină,
-configuraţia actuală.
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Figura 1.1:
Descompunerea multiplicativa F = EP are la bază conceptele de distorsiune elastică

si plastică, care permit punerea in evidenţă a specificităţii corpurilor elastice si respectiv
elasto-plastice:
• Dacă P = I rezultă F = E, iar corpul are un comportament elastic,
• Dacă P 6= Q, ∀Q ∈ Ort corpul are un comportament elasto-plastic.
Se introduc tensorii viteze de deformare:

L = ḞF−1,Le = ĖE−1, ı̂n configuraţia actuală

Lp = ṖP−1, ı̂n configuraţia relaxată.
(1.3)

Relaţia cinematică ı̂ntre L, Le şi Lp este reprezentată prin:

L = ĖE−1 +EṖP−1E−1 = Le +ELpE−1. (1.4)

Se notează:

D = {L}s, De = {Le}s, Dp = {Lp}s,

W = {L}a, We = {Le}a, Wp = {Lp}a.
(1.5)

parţile lor simetrice şi respectiv antisimetrice.
Comportamentul elasto-plastic este caracterizat prin reprezentări funcţionale (modele

constitutive), care permit definirea stării de tensiune şi de deformare a corpurilor.
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Cap.1. Materiale elasto-plastice. Descompunerea multiplicativă

Următoarele măsuri de tensiune vor fi utilizate ı̂n teză:
T -tensorul de tensiune Cauchy ı̂n configuraţia deformată,
Π-tensorul de tensiune simetric Piola-Kirchhoff ı̂n configuraţia de referinţă.
Relaţia de legătură ı̂ntre aceste cı̂mpuri tensoriale este datăprin:

Π = (detF)F−1TF−T . (1.6)

Axiomă: Materialul are un comportament elastic ı̂n raport cu configuraţiile relaxate,
care este descris folosind tensorul de elasticitate E : Sim→ Sim, liniar, prin următoarea
relaţie constitutivă:

Π = E(∆e), ∆
e =

1
2
(G− I), G = ETE. (1.7)

Axiomă: Condiţia curentă de plasticitate este descrisă ı̂n spaţiul tensiunilorprin inter-
mediul funcţiei de plasticitate F :

F (Π,α,κ) = 0 (1.8)

care depinde de setul de variabile interne de stare α,κ numite variabile de ecruisare.
Aceste variabile descriu evoluţia ı̂n timp a suprafeţei de plasticitate.
Condiţia iniţială de plasticitate caracterizează limita comportamentului elastic, ante-

rior procesului iniţial de deformaţie plastică, pentru α = 0,κ = 0, prin:

F (Π, 0, 0) = 0. (1.9)

Axiomă: Comportamentul ireversibil al materialului este descris, ı̂ntr-o particulă
materială fixată, prin relaţii de tip diferenţial, (de evolutie), pentru câmpurile specifice
prezente ı̂n modelare:

-distorsiunea plastică, P,
-variabilla de ecruisare cinematică, α care descrie mişcarea suprafeţei de plasticitate,
-variabila de ecruisare scalară, κ care descrie schimbarea formei suprafeţei de plastic-

itate.
Axiomă: Deformaţiile elastice sunt presupuse mici, iar rotaţiile elastice şi deformaţiile

plastice sunt finite. Utilizând descompunerea polară a distorsiunii elastice E = ReUe =
VeRe, Mandel (1972) introduce ipotezele:

Ue ' I+ εe, ‖ Ue− I ‖� 1, (1.10)

unde εe este tensorului micilor deformaţii.
Următoarele formule de transformare au loc:

Π' (Re)T TRe, α = (Re)T ARe,

G' I+2εe, ∆
e ' εe.

(1.11)
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Cap.1. Materiale elasto-plastice. Descompunerea multiplicativă

Observatia 1.1. Tensorul rotaţiilor elastice Re caracterizează transformarea de la configuraţia
curentă, relaxată la configuraţia actuală, iar măsura deformaţiei elastice este tensorul
micilor deformaţii, εe.

Propozitia 1.1. Descrierea constitutivă a modelului, formalizat prin ipotezele menţionate
anterior, ı̂n raport cu configuraţiile curente, relaxate este caracterizată prin ecuaţiile:

Π = E [εe],

Reε̇
e(Re)T = D−µReNp(Π,α,κ)(Re)T ,

Ṙe(Re)T = W−µReΩ
p(Π,α,κ)(Re)T ,

α̇ = µl(Π,α,κ),

κ̇ = µb(Π,α,κ).

(1.12)

F defineşte suprafaţa de plasticitate, µ este factorul plastic, µ =
1
hc

< β > H (F ).

Factorul plastic µ, prin definiţie, satisface condiţiile:

µ≥ 0, F (Π,α,κ)≤0, µF (Π,α,κ) = 0 condiţiile Kuhn-Tucker

µḞ (Π,α,κ) = 0 condiţia de consistenţă.
(1.13)

Funcţiile β, hc au expresiile:

β = E [Np] ·D, hc = E [Np] ·Np +Np · l−∂κF b, (1.14)

ı̂n care D = (Re)T DRe este tensorul viteză de deformaţie rotit cu rotaţia elastică Re.

Simetrie materială ı̂n elasto-plasticitate

Noţiunea de grup de simetrie materială este introdusă şi formalizată ı̂n articolele Cleja-
Ţigoiu, Soos (1989),(1990), pe baza conceptului de configuraţie locală introdus de Noll
(1967, 1972), ı̂n contextul elasto-plasticităţii cu configuraţii locale, relaxate, izocline şi
variabile interne de stare. În cadrul constitutiv adoptat ı̂n teză, pentru o formulare concisă,
vom folosi următoarea definiţie a grupului de simetrie materială:

Definitia 1.3. Se numeşte grup de simetrie a unui material solid elasto-plastic ı̂n particula
X, relativ la configuraţia de referinţă k, mulţimea tuturor elementelor H∈Ort pentru care
au loc simultan relaţiile:

E(H∆
eHT ) = HE(∆e)HT , F (HΠHT ,HαHT ,κ) = F (Π,α,κ)

B(HΠHT ,HαHT ,κ) = HB(Π,α,κ)HT , l(HΠHT ,HαHT ,κ) = Hl(Π,α,κ)HT ,

b(HΠHT ,HαHT ,κ) = b(Π,α,κ), ∀ ∆,Π,α ∈ Sim, ∀ κ ∈ℜ.

(1.15)
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Cap.1. Materiale elasto-plastice. Descompunerea multiplicativă

Această mulţime se notează gk(X) şi elementele ei se numesc transformări de simetrie
materială relativ la configuraţia k.

Vom utiliza ı̂n mod consecvent definiţia adoptată de Liu (1982) pentru corp ortotrop.

Definitia 1.4. (Liu (1982))
Un material elastic este ortotrop ı̂ntr-o particulă X dacă există o configuraţie de

referinţă k şi trei direcţii ortonormate ni ∈ V , |ni| = 1 astfel ı̂ncât grupul de simetrie să
fie

g6 = {Q ∈ Ort,Qni = ni sau Qni =−ni ∀ i ∈ {1,2,3}} ≡

≡ {Q ∈ Ort, Q(ni⊗ni)QT = ni⊗ni, ∀i ∈ {1,2}}.
(1.16)

Observatia 1.2. Grupul de ortotropie g6 este caracterizat prin transformările ortogonale
care lasă invarianţi tensorii n1⊗n1 şi n2⊗n2.

Prezentăm o teoremă de caracterizare pentru funcţii invariante ı̂n raport cu g6, care
reprezintă un caz particular al teoremei de reprezentare pentru funcţii anizotrope dată de
Liu (1982).

Introducem următoarele mulţimi: D ⊂ ℜ× Linn şi M = {(Q(n1⊗ n1)QT ,Q(n2⊗
n2)QT )|Q ∈ Ort}.

Teorema 1.1. O funcţie f : D → X cu X ∈ {ℜ, Lin} este invariantă relativ la grupul de
ortotropie g6 (ortotropă), dacă şi numai dacă există f̂ : D×M → X izotropă, astfel ı̂ncât

f (κ,A) = f̂ (κ,A,n1⊗n1,n2⊗n2), ∀ (κ,A) ∈D. (1.17)

Teorema 1.2. În cadrul constitutiv al materialelor elasto-plastice ortotrope cu mici deformaţii
elastice, funcţiile constitutive şi de evoluţie sunt reprezentate prin funcţiile izotrope aso-
ciate, conform egalităţilor:

E [∆] = Ê(n1⊗n1,n2⊗n2)[∆],

Np(Π,α,κ) = N̂p(Π,α,κ,n1⊗n1,n2⊗n2),

Ω(Π,α,κ) = Ω̂(Π,α,κ,n1⊗n1,n2⊗n2)

l(Π,α,κ) = l̂(Π,α,κ,n1⊗n1,n2⊗n2)

b(Π,α,κ) = b̂(Π,α,κ,n1⊗n1,n2⊗n2)
∀∆, Π, α ∈ Sim, κ ∈ℜ,

(1.18)

unde Ê , N̂p, Ω̂
p
, l̂, b̂ sunt funcţii izotrope ı̂n raport cu toate argumentele lor.

Această caracterizare a funcţiilor constitutive şi de evoluţie invariante relativ la grupul
de ortotropie g6, de exemplu f , prin intermediul funcţiilor notate f̂ care devin izotrope ı̂n
raport cu argumentele specifice, permite trecerea de la configuraţia relaxată la cea actuală.
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Capitolul 2

Model elasto-plastic ortotrop cu
anizotropie orientaţională şi spin plastic

Capitolul 2 prezintă rezultate publicate ı̂n articolul Cleja Ţigoiu, Iancu (2011). Rezultatele
principale sunt formalizate prin teoremele 2.1 şi 2.2.

Ipoteza micilor deformaţii elastice (E ' Re), permite caracterizarea comportamen-
tului materialului ı̂n configuraţia actuală. Transformarea Re realizează trecerea de la
configuraţia relaxată la configuraţia actuală. În mod natural se introduc derivatele obiec-
tive ale câmpurilor, asociate spinului elastic ωe = Ṙe(Re)T .

Formulăm reprezentarea constitutivă a materialului pentru o istorie a procesului de
deformaţie dată prin ecuaţii de tip rate (ecuaţii de tip diferenţial).

Modelul elasto-plastic prezentat este dezvoltat ı̂n articolul Cleja Ţigoiu (2007) şi este
caracterizat de anizotropie orientatională: direcţiile de ortotropie din configuraţia ac-
tuală nu rămân fixe ı̂n timpul procesului de deformare. Un rol esenţial ı̂n descrierea
evoluţiei axelor de ortotropie ı̂l are spinul plastic. Variaţia ı̂n timp a rotaţiei elastice
se exprimă prin derivatele temporale ale unghiurilor lui Euler. Rezultatele privind rotaţia
arbitrară au fost publicate ı̂n articolul Cleja Ţigoiu şi Iancu (2011), iar cazul rotaţiei plane
a axelor de ortotropie a fost considerat ı̂n articolul Cleja-Ţigoiu (2007).

Pentru cazul când axa iniţială de ortotropie n3 este perpendiculară pe placă, pentru un
proces de deformaţie omogen, se obţine o teoremă cu caracter general care descrie un set
de condiţii suficiente ca rotaţia axelor să se desfăşoare ı̂n planul plăcii.

Câmpurilor definite ı̂n configuraţia izoclină:
Π-tensorul Piola Kirchhoff,
α- variabila de ecruisare cinematică,
εe- tensorul micilor deformaţii rotit,
ni, i = 1,2,3- direcţiile de ortotropie din configuraţia relaxată

li se asociaza câmpurile din configuraţia actuală:
T-tensorul de tensiune Cauchy,
A-variabila de ecruisare cinematică
ε

e -tensorul micilor deformaţii elastice rotit
mi, i = 1,2,3- direcţiile de ortotropie din configuraţia actuală
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Cap.2. Model elasto-plastic ortotrop cu anizotropie orientaţională şi spin plastic

prin intermediul rotatiei Re:

T = ReΠ(Re)T , A = Reα(Re)T ,

ε
e = Reε(Re)T , mi = Reni, i = 1,2,3

(2.1)

Variabila scalară de ecruisare rămâne aceeaşi prin trecerea de la configuraţia relaxată,
izoclină la configuraţia actuală.

Observatia 2.1. Proprietatea funcţiilor introduse ı̂n teorema 1.2, de exemplu N̂p, de a fi
izotrope ı̂n raport cu argumentele din domeniul lor de definiţie, conduce la egalităţi de
forma:

ReN̂p(κ,Π,α,n1⊗n1,n2⊗n2)(Re)T = N̂p(κ,T,A,m1⊗m1,m2⊗m2),
∀ Re ∈ Ort.

(2.2)

Relaţii analoage au loc şi pentru celelalte funcţii tensoriale constitutive şi de evoluţie
izotrope asociate.

Modelul de tip rate utilizează definiţia derivatelor obiective. Pentru câmpuri tensori-
ale simetrice şi respectiv pentru câmpuri vectoriale, derivatele obiective asociate spinului
elastic ωe := Ṙe(Re)−1 sunt definite prin:

◦
T:=

d
dt
(T)−ω

eT+Tω
e ≡ Re

Π̇(Re)T

◦
mk:= ṁk−ωemk ≡ Reṅk

(2.3)

Propozitia 2.1. (Cleja-Ţigoiu (2007))
Proiecţia derivatei obiective ataşate spinului elastic a tensorului de tensiune pe direcţiile

de anizotropie reprezintă derivata temporală a componentei pe aceleaşi direcţii:

d
dt
(mk ·Tm j) = mk·

◦
T m j (2.4)

Descrierea anizotropiei orientationale se va realiza prin intermediul unghiurilor lui
Euler. Se vor folosi 3 repere ortonormate:
• j1, j2, j3 reperul ortonormat fixat,
• n1,n2,n3 axele iniţiale de ortotropie ı̂n configuraţia relaxată,
• m1,m2,m3 axele de ortotropie ı̂n configuraţia actuală.
Axele actuale de ortotropie satisfac condiţia iniţială mi(t0) = ni, i=1,2,3.
În figura 2.1 sunt reprezentate axele ji şi mi, i ∈ {1,2,3}.
Notăm cu R ∈ Ort tensorul de rotaţie ce caracterizează poziţia axelor de ortotropie

m1,m2,m3 ı̂n raport cu axele fixe j1, j2, j3 :
Rjk = mk, k = 1,2,3.
Notăm cu R0 ∈Ort rotaţia ce caracterizează poziţia axelor iniţiale de ortotropie ni faţă

de axele fixe ji astfel ca R(t0) = R0, R0(jk) = nk, k = 1,2,3 . Rotaţia elastică Re ∈ Ort
este legată de R prin relaţia Re(t) = R(t)R(t0)−1 şi are loc condiţia iniţială Re(t0) = I.
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Cap.2. Model elasto-plastic ortotrop cu anizotropie orientaţională şi spin plastic
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Figura 2.1: Placa, axele jk şi axele de ortotropie ı̂n configuraţia actuală

Notăm T̃i j :=mi ·Tmi, Ãi j :=mi ·Ami, D̃ik =mi ·Dmk, W̃ik =mi ·Wmk, componentele
ı̂n raport cu baza formată de axele actuale de anizotropie.

Pentru a caracteriza evoluţia componentelor variabilelor modelului ı̂n raport cu baza
mi⊗m j, se exprimă:

-componentele Rik = ji ·Rjk ale rotaţiei R cu ajutorul unghiurilor lui Euler notate
astfel: ψ -unghiul de precesie, θ-unghiul de nutaţie, ϕ-rotaţia proprie.

-componentele spinului elastic ωe ca funcţii de unghiurile lui Euler şi de derivatele
lor.

Rotaţia generală a axelor de ortotropie are loc dacă sin(θ) 6= 0 pe un anumit inter-
val de timp. În acest caz se pot exprima derivatele unghiurilor lui Euler ı̂n funcţie de
componentele W̃i j şi Ω̂

p
i j.

Menţionăm:
-µ̂ reprezintă factorul plastic regândit prin funcţia izotropă asociată,
-N̂p reprezintă funcţia izotropă care defineşte partea simetrică a vitezei de deformare

plastică,
-l̂ reprezintă funcţia izotropă care caracterizează evoluţia variabilei cinematice de

ecruisare,
-b̂ reprezintă funcţia izotropă care caracterizează evoluţia variabilei scalare de ecruis-

are
-Ω̂

p
reprezintă funcţia izotropă care defineşte spinul plastic.

Funcţiile constitutive şi de evoluţie izotrope asociate depind de tensorul de tensiune
Cauchy T, variabilele de ecruisare A, κ şi de unghiurile lui Euler prin prezenţa axelor de
ortotropie.

Se obţine următorul rezultat prin care se descrie evoluţia ı̂n timp a câmpurilor, pen-
tru procese de deformare caracterizate, ı̂n punctul material fixat, prin funcţii netede pe
porţiuni.
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Cap.2. Model elasto-plastic ortotrop cu anizotropie orientaţională şi spin plastic

Teorema 2.1. Fie o istorie a procesului de deformaţie t→F(t)∈C1
loc([t0, t f ))∩C0([t0, t f ))

ı̂ntr-un punct material fixat. Dacă sin(θ) 6= 0 de-a lungul procesului, evoluţia ı̂n timp
a componentelor tensiunii Cauchy T şi a variabilei tensoriale de ecruisare A ı̂n baza
mi⊗m j, a variabilei scalare de ecruisare κ şi a unghiurilor ψ,θ,ϕ este descrisă de sis-
temul diferenţial:

˙̃T11 = −µ̂(t,T,A,κ,ψ,θ,ϕ)(a11N̂ p
11(T,A)+a12N̂ p

22(T,A)+a13N̂ p
33(T,A))+

+a11D̃11(t,ψ,θ,ϕ)+a12D̃22(t,ψ,θ,ϕ)+a13D̃33(t,ψ,θ,ϕ)

˙̃T22 = −µ̂(t,T,A,κ,ψ,θ,ϕ)(a12N̂ p
11(T,A)+a22N̂ p

22(T,A)+a23N̂ p
33(T,A))+

+a12D̃11(t,ψ,θ,ϕ)+a22D̃22(t,ψ,θ,ϕ)+a23D̃33(t,ψ,θ,ϕ)

˙̃T33 = −µ̂(t,T,A,κ,ψ,θ,ϕ)(a13N̂ p
11(T,A)+a23N̂ p

22(T,A)+a33N̂ p
33(T,A))+

+a13D̃11(t,ψ,θ,ϕ)+a23D̃22(t,ψ,θ,ϕ)+a33D̃33(t,ψ,θ,ϕ)

˙̃T12 = −µ̂(t,T,A,κ,ψ,θ,ϕ)(a44N̂ p
12(T,A))+a44D̃12(t,ψ,θ,ϕ)

˙̃T13 = −µ̂(t,T,A,κ,ψ,θ,ϕ)(a66N̂ p
13(T,A))+a66D̃13(t,ψ,θ,ϕ)

˙̃T23 = −µ̂(t,T,A,κ,ψ,θ,ϕ)(a55N̂ p
23(T,A))+a55D̃23(t,ψ,θ,ϕ)

˙̃Ai j = µ̂(t,T,A,κ,ψ,θ,ϕ)l̂i j(T,A), i, j = 1,2,3

κ̇ = µ̂(t,T,A,κ,ψ,θ,ϕ)b̂(T,A)

ϕ̇ = µ̂(t,T,A,κ,ψ,θ,ϕ)[Ω̂p
12(T,A)− cotθ(Ω̂p

13(T,A)cosϕ+ Ω̂
p
23(T,A)sinϕ)]−

−W̃12(t,ψ,θ,ϕ)+ cotθ(W̃13(t,ψ,θ,ϕ)cosϕ+W̃23(t,ψ,θ,ϕ)sinϕ)

θ̇ = µ̂(t,T,A,κ,ψ,θ,ϕ)(Ω̂p
23(T,A)cosϕ− Ω̂

p
13(T,A)sinϕ)+

+W̃13(t,ψ,θ,ϕ)sinϕ−W̃23(t,ψ,θ,ϕ)cosϕ

ψ̇ = µ̂(t,T,A,κ,ψ,θ,ϕ)
1

sinθ
(Ω̂p

13(T,A)cosϕ+ Ω̂
p
23(T,A)sinϕ)−

− 1
sinθ

(W̃13(t,ψ,θ,ϕ)cosϕ+W̃23(t,ψ,θ,ϕ)sinϕ)

(2.5)

cu condiţiile iniţiale

T̃i j(t0) = 0, Ãi j(t0) = 0,κ(t0) = 0,ϕ(t0) = ϕ0,θ(t0) = θ0,ψ(t0) = ψ0. (2.6)
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Cap.2. Model elasto-plastic ortotrop cu anizotropie orientaţională şi spin plastic

Fie n1,n2,n3 direcţiile de ortotropie astfel ı̂ncât n3 = j3 (θ0 = 0). Se doreşte deter-
minarea unui set de condiţii suficiente pentru care rotaţia R să păstreze direcţia m3 fixă.
În acest caz spunem că procesul elasto-plastic omogen se desfăşoară cu rotaţie plană a
axelor de anizotropie şi are loc egalitatea θ(t) = 0 ∀ t ∈ [t0, t f ).

Ipoteze:

θ0 = 0
T̃13 = T̃23 = Ã13 = Ã23 = 0⇒ (N̂ p

13 = N̂ p
23 = 0) şi (Ω̂p

13 = Ω̂
p
23 = 0) şi

(l̂13 = l̂23 = 0)
hc > 0.

(2.7)

Prezentăm teorema de caracterizare a pentru cazul rotaţiei plane:

Teorema 2.2. Fie procesul de deformaţie t → F(t) ∈ C1
loc([t0, t f ))∩C0([t0, t f )), astfel

ı̂ncât W = 0, D13(t) = 0 şi D23(t) = 0 ∀t ∈ [t0, t f ). Dacă sunt verificate ipotezele (2.7) şi
condiţiile iniţiale Ti j(t0) = 0, Ai j(t0) = 0, i, j = 1,2,3, κ(t0) = 0 şi ϕ(t0) = ϕ0, θ(t0) =
0, ψ(t0) = 0, atunci componentele T13, T23, A13, A23 şi unghiul θ sunt nule ı̂n timpul
procesului elasto-plastic.

Evoluţia variabilelor nenule este descrisă de sistemul diferenţial:
˙̃T 11 = −µ̂(t,T,A,κ,ϕ)[a11N̂ p

11(T,A)+a12N̂ p
22(T,A)+a13N̂ p

33(T,A)]+
+a11D̃11(ϕ)+a12D̃22(ϕ)+a13D̃33(ϕ)

˙̃T 22 = −µ̂(t,T,A,κ,ϕ)[a12N̂ p
11(T,A)+a22N̂ p

22(T,A)+a23N̂ p
33(T,A)]+

+a12D̃11(ϕ)+a22D̃22(ϕ)+a23D̃33(ϕ)

˙̃T 33 = −µ̂(t,T,A,κ,ϕ)[a13N̂ p
11(T,A)+a23N̂ p

22(T,A)+a33N̂ p
33(T,A)]+

+a13D̃11(ϕ)+a23D̃22(ϕ)+a33D̃33(ϕ)

˙̃T 12 = −µ̂(t,T,A,κ,ϕ)a44N̂ p
12(T,A)+a44D̃12(ϕ)

˙̃A11 = µ̂(t,T,A,κ,ϕ)l̂11(T,A)

˙̃A22 = µ̂(t,T,A,κ,ϕ)l̂22(T,A)

˙̃A33 = µ̂(t,T,A,κ,ϕ)l̂33(T,A)

˙̃A12 = µ̂(t,T,A,κ,ϕ)l̂12(T,A)

κ̇ = µ̂(t,T,A,κ,ϕ)b̂(T,A)

ϕ̇ = µ̂(t,T,A,κ,ϕ)Ω̂p
12(T,A) cu µ̂ =

1
hc

< β̂ > H (F̂ )

(2.8)

cu µ̂ =
1
hc

< β̂ > H (F̂ ).

Observatia 2.2. Rotaţia axelor de anizotropie are loc ı̂n planul (j1, j2) = (n1,n2) şi este
descrisă de unghiul ϕ.
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Capitolul 3

Model constitutiv cu spin plastic,
anizotropie orientaţională şi cu
suprafaţa de plasticitate pătratică ı̂n
tensiuni

Prezentarea din acest capitol are la bază rezultatele publicate ı̂n articolul Cleja-Ţigoiu
şi Iancu (2011) şi are drept scop punerea ı̂n evidenţă a capacităţii reprezentării constitu-
tive elaborate de a modela comportamentul real, determinat experimental, al materialelor
elasto-plastice. Se elaborează o strategie privind determinarea constantelor de spin şi de
ecruisare care să corespundă datelor experimentale, prin simulări numerice a răspunsului
materialului ı̂n procese omogene de deformare.

Se va folosi modelul constitutiv descris ı̂n capitolul 2 cu următoarele precizări:
1) Funcţia de plasticitate este pătratică ı̂n raport cu variabila S := T−A numită tensi-

une efectivă:

F̂ (T,A,m1⊗m1,m2⊗m2) = K11S2
11 +K22S2

22 +K33S2
33 +Km1S2

12+

+Km2S2
13 +(2K33 +Km1−Km2)S

2
23 +K12S11S22− k,

(3.1)

2) Se utilizează trei tipuri de spini plastici:
• Spinul plastic de tip Mandel:

Ω̂
p
= A1{(m1⊗m1)S}a +A2{(m2⊗m2)S}a, (3.2)

• Spinul plastic de tip Liu-Wang:

Ω̂
p

= η1{N̂p(m1⊗m1)}a +η2{N̂p(m2⊗m2)}a+

+η3{(m1⊗m1)N̂p(m2⊗m2)}a,

(3.3)

• Spinul plastic de tip Dafalias:

Ω̂
p
= η(SN̂p− N̂pS), (3.4)
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Cap.3. Model constitutiv cu spin plastic, anizotropie orientaţională şi cu
suprafaţa de plasticitate pătratică ı̂n tensiuni

3) Ecuaţia de evoluţie pentru variabila de ecruisare cinematică ı̂n configuraţia actuală
este descrisă de o lege de tip Prager-Ziegler adaptată materialului ortotrop:

l̂(T,A,m1⊗m1,m2⊗m2) = c0N̂p + c1[N̂p(m1⊗m1)+(m1⊗m1)N̂p]+

+c2[N̂p(m2⊗m2)+(m2⊗m2)N̂p].
(3.5)

Modelul constitutiv este descris prin sisteme de ecuaţii de tip diferenţial prezentate ı̂n
teorema 2.1 pentru cazul θ0 6= 0, respectiv ı̂n teorema 2.2 pentru cazul θ0 = 0.

În simularea numerică se consideră problema deformării omogene a plăcii plane pen-
tru cazurile θ0 6= 0 şi pentru θ = 0.

Se studiază:
• influenţa constantelor de plasticitate asupra modelului, prin intermediul soluţiei nu-

merice a sistemului diferenţial obţinute folosind aplicaţii Matlab,
• evoluţia axelor de ortotropie, pentru condiţia iniţială θ0 = 0, cu scopul de a determina

constante de spin şi de ecruisare cinematică ce realizează o bună concordanţă cu datele
experimentale prezentate ı̂n articolul Kim şi Yin (1997).

Prezentăm câteva dintre rezultatele numerice obţinute pentru o placă omogenă supusă
unei deformaţii uniaxiale omogene.

Problema Se consideră o placă ce este confectionată dintr-un material ortotrop,
având forma unui paralelipiped dreptunghic cu muchiile paralele cu axele jk,k =
1,2,3. Poziţia axelor iniţiale de ortotropie nk,k = 1,2,3 ı̂n raport cu axele fixe
jk,k = 1,2,3 este descrisă de valorile iniţiale ale unghiurilor lui Euler ϕ0,θ0,ψ0.

Se consideră că ı̂n fiecare punct al plăcii este impus procesul de deformaţie:

F(t) = λ1(t)j1⊗ j1 +λ2(t)j2⊗ j2 +λ3(t)j3⊗ j3, ∀ t ∈ [t0 = 0,T ] (3.6)

cu λ2(t) = λ3(t) = 1 ∀ t ∈ [t0 = 0,T ], ce corespunde unei stări axiale de deformaţie
de-a lungul axei j1.
Gradientul vitezei, tensorul viteză de deformaţie şi spinul miscării sunt:

L =
λ̇1

λ1
j1⊗ j1

D = L, W = 0

(3.7)

Să se determine variabilele T,A,κ,ϕ,θ,ψ care caracterizează comportamentul
elasto-plastic ortotrop.

Rotaţia elastică este descrisă prin intermediul unghiurilor lui Euler ψ, θ, φ care descriu
poziţia axelor actuale de anizotropie m1,m2,m3 ı̂n raport cu un reper ortogonal fixat
j1, j2, j3.
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Cap.3. Model constitutiv cu spin plastic, anizotropie orientaţională şi cu
suprafaţa de plasticitate pătratică ı̂n tensiuni

În cazul rotaţiei generale (θ0 6= 0):
Este studiată influenţa constantelor de plasticitate K11 şi K22 asupra evoluţiei unghi-

urilor lui Euler şi a componentelor tensiunii, pentru condiţiile iniţiale Ψ0 = π/3,θ0 = π/3,
ϕ0 ∈ {π/6, π/4, π/3}.

Observatia 3.1. Se constată că pentru condiţiile iniţiale ϕ0 = π/3, ϕ0 = π/4,, prin
ı̂njumătăţirea constantei de plasticitate K22 funcţia hc devine nulă şi, ı̂n consecinţa, εP(x) :=∫ x

x1

√
2
3

DP(u) ·DP(u)du→∞. În acest caz spunem ca s-a produs deteriorarea materialu-

lui. Pentru K22/2, valoarea iniţială ϕ0 = π/6 ne conduce la un comportament diferit:
procesul rămâne elastic, β ≤ 0. Deoarece spinul total este nul, unghiurile ce descriu
evoluţia rotaţiei rămân constante.

În cazul rotaţiei plane (θ0 = 0), se analizează:
1) influenţa spinului plastic şi a anizotropiei iniţiale asupra:
• -componentelor A12 şi T12 - figura 3.1
• -evoluţiei axelor de ortotropie - figura 3.2
2) evoluţia tensiunii uniaxiale σu := j1 ·Tj1 = T11 ca funcţie de unghiul Φ0, pentru

diferite valori ale deformaţiei plastice echivalente - figura 3.3(a),

3) raportul R :=
Dp

33
Dp

22
-figura 3.3(b),

4) evoluţia unghiului dintre vectorul propriu v1, asociat tensiunii din planul (j1, j2), şi
direcţia j1, notat cu α -figura 3.4(a) pentru spin de tip Mandel şi figura 3.4(b) pentru spin
de tip Dafalias.
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Figura 3.1: Influenţa ortotropiei iniţiale (a) asupra componentei A12 a tensorului de ecruis-
are cinematică şi (b) asupra componentei T12 a tensiunii, pentru toţi cei trei spini.

Observatia 3.2. O bună concordanţă cu datele experimentale din articolul Kim şi Yin
(1997) se obţine pentru spinul plastic de tip Dafalias. Precizăm că s-a folosit acelaşi set
de constante de material pentru toate cele trei valori iniţiale ϕ0 ∈ {−30o,−45o, −60o},
spre deosebire de reprezentarile din Dafalias (2000) pentru care se utilizează mai multe
constante de spin. Pentru spini de tip Mandel şi Liu Wang nu s-au găsit constante care
să conducă pentru ϕ0 = −30o la rotaţia ı̂n sens opus faţă de rotaţia obţinută pentru
ϕ0 ∈ {−45o, −60o}.
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Cap.3. Model constitutiv cu spin plastic, anizotropie orientaţională şi cu
suprafaţa de plasticitate pătratică ı̂n tensiuni
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Figura 3.2: Variatia unghiului Φ−Φ0 (cu Φ = ϕ) ca funcţie de ε11, (a) pentru spinul
plastic de tip Dafalias corespunzator unui material cu Ki j ∗ 100 şi (b) pentru spin plastic
de tip Mandel cu A1 = 15 and A2 = 1615. Liniile solide corespund solutiei din modelul
propus de Kim and Yin (1997), iar punctele corespund datelor experimentale, care se
găsesc ı̂n figura lor Fig. 5 pentru ψ =−Φ0.
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Figura 3.3: (a) Tensiunea uniaxială σu := j1 ·Tj1 ı̂n funcţie de unghiul Φ0, pentru diverse
valori ale deformaţiei plastice echivalente şi condiţiile iniţiale θ0 = 0,Ψ0 = 0. (b) Raportul
R− ratio pentru diferite valori ale unghiului Φ0 şi pentru θ0 = 0,Ψ0 = 0.

0 0.01 0.02 0.03 0.04
−15

−10

−5

0

5

10

15

20

εp

α

 

 

φ
0
=0o

φ
0
=10o

φ
0
=20o

φ
0
=30o

φ
0
=40o

φ
0
=50o

φ
0
=60o

φ
0
=70o

φ
0
=80o

φ
0
=90o

(a)

0.001 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05 0.06

−20

−15

−10

−5

0

εp

α(
de

g.
)

 

 

φ
0
=0o

φ
0
=10o

φ
0
=20o

φ
0
=30o

φ
0
=40o

φ
0
=50o

φ
0
=60o

φ
0
=70o

φ
0
=80o

φ
0
=90o

(b)

Figura 3.4: Unghiul α, care măsoară rotaţia vectorului propriu v1 al tensiunii ı̂n plan ca
funcţie de deformaţia plastică echivalentă εP, (a) pentru spin plastic de tip Dafalias şi (b)
pentru spin plastic de tip Mandel.
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Capitolul 4

Model elasto-plastic ortotrop cu
suprafaţa de plasticitate dependentă de
al treilea invariant al tensiunii

Prezentarea din acest capitol are la bază principalele rezultatele publicate ı̂n articolul
Cleja-Ţigoiu şi Iancu (2013), ı̂n care se pune accentul pe asimetria condiţiei iniţiale de
plasticitate pentru tracţiune şi compresiune (de natură experimentală).

Modelarea constitutivă realizează:
• descrierea efectului de tip Bauchinger iniţial, numit ı̂n literatură ”strength differ-

ential effect”, care este realizată prin utilizarea funcţiei de plasticitate dependentă de al
treilea invariant, nesimetrică, reprezentată prin invarianţi ortotropi,
• introducerea spinilor plastici generalizaţi care, prin particularizări ale constantelor,

se reduc la spinii consideraţi ı̂n capitolul 3,
• introducerea unei legi de evoluţie pentru ecruisarea cinematică ce reprezintă o gen-

eralizare la cazul ortotrop a legii de tip Armstrong-Frederick pentru materiale izotrope,
• utilizarea teoremei de reprezentare pentru funcţii anizotrope a lui Liu (1982) şi a

teoremelor lui Wang (1970) pentru a genera funcţiile constitutive şi de evoluţie,
• deducerea sistemelor diferenţiale care permit simularea proceselor omogene cu stare

plană de tensiune, folosind tehnica recalculării factorului plastic din Cleja-Ţigoiu (2007).

Contribuţiile privind rezultatele numerice sunt bazate pe simularea proceselor de
deformare omogenă şi se referă la:
• determinarea setului de constante de material care permite descrierea prin simulare

numerică a datelor experimentale din articolele: Verma et. al (2011) (asimetria suprafeţei
iniţiale de plasticitate şi influenţa ecruisării), şi Kim, Yin (1997) ( evoluţia axelor de or-
totropie ı̂n timpul proceselor elasto-plastice de deformare),
• introducerea criteriului de selecţie a tipului de spin prin condiţia de realizare a

concordanţei rezultatelor numerice cu datele experimentale din Kim şi Yin (1997).
• utilizarea ipotezei de stare plană de tensiune şi modelarea condiţiilor de predefor-

mare a plăcii pe baza soluţiilor sistemului diferenţial, astfel ı̂ncât ı̂n simulările numerice
să se ţină seama de condiţiile ı̂n care au fost realizate experimentele prezentate ı̂n articolul
Kim, Yin (1997).
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Cap.4. Model elasto-plastic ortotrop cu suprafaţa de plasticitate dependentă de al
treilea invariant al tensiunii

În cele ce urmează precizăm câteva detalii legate de modelul constitutiv utilizat ı̂n
acest capitol.

1) Funcţia de plasticitate dependentă de al treilea invariant este de tip Drucker:

F := ( f̂2)
3/2− γ f̂3−F, (4.1)

cu f̂2, f̂3 funcţii omogene de gradul doi respectiv trei ı̂n raport cu tensiunea efectivă,
notată S = T−A, şi F funcţie ce depinde numai de variabila scalară de ecruisare, κ.

Problemă: Să se determine expresii generale pentru funcţiile izotrope f̂2 şi f̂3 cu ar-
gumentul (S,m1⊗m1,m2⊗m2), folosind teorema de reprezentare pentru funcţii izotrope
cu valori scalare de tip Wang (1970), care să fie independente de presiunea hidrostatică.

Propozitia 4.1. Funcţia f̂2 independentă de presiunea hidrostatică are următoarea reprezentare:

f̂2 =
1
2
(K11 +K22−K33)(S11−S22)

2 +
1
2
(K11 +K33−K22)(S11−S33)

2+

+
1
2
(K22 +K33−K11)(S22−S33)

2 +Km1S2
12 +Km2S2

13 +Km3S2
23.

(4.2)

Funcţia f̂2 independentă de presiunea hidrostatică (4.2), este pozitiv definită dacă şi nu-
mai dacă:

K11 +K22−K33 > 0, K11 +K33−K22 > 0, K22 +K33−K11 > 0,
Km1 > 0, Km2 > 0, Km3 > 0. (4.3)

Funcţia f̂3 independentă de presiunea hidrostatică are următoarea reprezentare:

f̂3 = k1S3
11 + k2S3

22 + k3S3
33 + k4S2

11S22 + k5S2
11S33 + k6S2

22S11 + k7S2
22S33 + k8S2

33S11+

+k9S2
33S22 + k10S2

12S11 + k11S2
12S22 + k12S2

12S33 + k13S2
13S11 + k14S2

13S22+

+k15S2
13S33 + k16S2

23S11 + k17S2
23S22 + k18S2

23S33 + k19S11S22S33 + k20S12S13S23.

(4.4)

K11,K22,K33,Km1,Km2,Km3, ki, i ∈ {1, ...20} sunt constante.
2) Spinul plastic este modelat prin funcţii ortotrope, dependente de variabile speci-

fice, cu valori tensori antisimetrici.
• Spinul plastic generat de S şi variabilele orientaţionale m1⊗m1,m2⊗m2 numit

spin plastic I, este descris de funcţia:

Ω̂
p
= A1(S(m1⊗m1)− (m1⊗m1)S)+A2(S(m2⊗m2)− (m2⊗m2)S)+

+A3((m2⊗m2)S(m1⊗m1)− (m1⊗m1)S(m2⊗m2))+

+A4(S
2
(m1⊗m1)− (m1⊗m1)S

2
)+A5(S

2
(m2⊗m2)− (m2⊗m2)S

2
)+

+A6((m2⊗m2)S
2
(m1⊗m1)− (m1⊗m1)S

2
(m2⊗m2)).

(4.5)

Pentru A3 = A4 = A5 = A6 = 0, se obţine spinul plastic de tip Mandel propus de Cleja-
Ţigoiu (2007) şi utilizat ı̂n Cleja-Ţigoiu şi Iancu (2011).
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• Spinul plastic generat de N̂p şi variabilele orientaţionale m1⊗m1,m2⊗m2 numit
spin plastic II, este descris de funcţia:

Ω̂
p

= η1(N̂p(m1⊗m1)− (m1⊗m1)N̂p)+η2(N̂p(m2⊗m2)− (m2⊗m2)N̂p)+

−η3((m2⊗m2)N̂p(m1⊗m1)− (m1⊗m1)N̂p(m2⊗m2))+η4((N̂p)2(m1⊗m1)−

−(m1⊗m1)(N̂p)2)+η5((N̂p)2(m2⊗m2)− (m2⊗m2)(N̂p)2)+

+η6((m2⊗m2)(N̂p)2(m1⊗m1)− (m1⊗m1)(N̂p)2(m2⊗m2)).

(4.6)

Dacă η4 = η5 = η6 = 0, se obţine spinul plastic de tip Liu-Wang, folosit de Cleja-Ţigoiu
(2007) şi ı̂n capitolul 3.
• Spinul plastic generat de S, N̂p şi variabilele orientaţionale m1⊗m1,m2⊗m2 numit

spin plastic III, este descris de funcţia:

Ω̂
p
= η̃(SN̂p− N̂pS)+ η̃1(SN̂p(m1⊗m1)− (m1⊗m1)N̂pS)+

+η̃2(SN̂p(m2⊗m2)− (m2⊗m2)N̂pS)+

+η̃3((m2⊗m2)N̂pS(m1⊗m1)− (m1⊗m1)SN̂p(m2⊗m2)).

(4.7)

Pentru η̃1 = η̃2 = η̃3 = 0, se obţine spinul plastic de tip Dafalias introdus ı̂n Cleja-
Ţigoiu (2007), şi folosit ı̂n Cleja-Ţigoiu şi Iancu (2011).

3) Ecuaţia de evoluţie pentru variabila de ecruisare cinematică este de tip Armstrong-
Frederick generalizată pentru materiale ortotrope:

◦
A = µl̂(T,A,κ,m1⊗m1,m2⊗m2), cu

l̂ = c0N̂p + c1[N̂p(m1⊗m1)+(m1⊗m1)N̂p]+

+c2[N̂p(m2⊗m2)+(m2⊗m2)N̂p]− b̂(T,A,κ,m1⊗m1,m2⊗m2)[d0A+

+d1(A(m1⊗m1)+(m1⊗m1)A)+d2(A(m2⊗m2)+(m2⊗m2)A)]

(4.8)

unde c0,c1,c2,d0,d1,d2 sunt constante de material.
Pentru d0 = d1 = d2 = 0 se reduce la legea de tip Prager-Zigler pentru materiale or-

totrope introdusă de Cleja-Ţigoiu (2007). O lege de ecruisare de tip Armstrong-Frederick
este introdusă ı̂n Cleja-Ţigoiu (2000a) dar pentru un model cu variabila tensorială de
ecruisare nesimetrică.

4) Ecuaţia de evoluţie pentru variabila de ecruisare scalară este propusă sub forma:

κ̇ = µ̂b̂(T,A,κ,m1⊗m1,m2⊗m2), b̂ =
1

σY (xc + yce−zcκ)
S · N̂p (4.9)

unde k,n,xc,yc,zc sunt constante de material.
Se foloseşte funcţia scalară F de tip Voce cu expresia F(κ) = σ3

Y (xc + yce−zcκ)3.

Formulăm sistemul diferenţial care descrie o stare de rotaţie plană (θ(t) = 0), şi core-
spunde condiţiei de stare plană de tensiune.
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Teorema 4.1. Fie un proces de deformaţie t → F(t), , t ∈ [t0, t f ) astfel ı̂ncât D13(t) =
D23(t) =W13(t) =W23(t) = 0.

1. Sistemul diferenţial care descrie procesul elasto-plastic supus condiţiei de stare
plană de tensiune este:

˙̃T 11 = −µ̂pl[ã11 N̂ p
11(T,A)+ ã12N̂ p

22(T,A)]+ ã11 D̃11(t,ϕ)+ ã12 D̃22(t,ϕ)

˙̃T 22 = −µ̂pl[ã12 N̂ p
11(T,A)+ ã22 N̂ p

22(T,A)]+ ã12 D̃11(t,ϕ)+ ã22D̃22(t,ϕ)

˙̃T 12 = −µ̂pla44N̂ p
12(T,A)+a44D̃12(t,ϕ)

˙̃A11 = µ̂pl[(c0 +2c1)N̂
p
11(T,A)− b̂(T,A,κ)(d0 +2d1)A11]

˙̃A22 = µ̂pl[(c0 +2c2)N̂
p
22(T,A)− b̂(T,A,κ)(d0 +2d2)A22]

˙̃A12 = µ̂pl[(c0 + c1 + c2)N̂
p
12(T,A)− b̂(T,A,κ)(d0 +d1 +d2)A12]

κ̇ = µ̂pl b̂(T,A,κ)

ϕ̇ = µ̂plΩ̂
p
12(T,A)−W̃12(ϕ)

(4.10)

cu constanta de ecruisare c0 = 0 şi cu condiţiile iniţiale
Ti j(t0) = 0,Ai j(t0) = 0, i, j = 1,2,κ(t0 = 0 şi ϕ(t0) = ϕ0.

2. Expresia factorului plastic modificat µ̂pl, este:

µ̂pl(t,T,A,κ,ϕ) =
βpl

hc,pl
, (4.11)

cu βpl şi hc,pl avand expresiile:

βpl = [ã11 N̂ p
11 + ã12 N̂ p

22]D̃11 +[ã12 N̂ p
11 + ã22 N̂ p

22]D̃22 +2a44N̂ p
12D̃12,

hc,pl = N̂ p
11(ã11N̂ p

11 + ã12N̂ p
22)+ N̂ p

22(ã12N̂ p
11 + ã22N̂ p

22)+2a44(N̂
p
12)

2

+N̂ p
11 l̂11 + N̂ p

22 l̂22 +2N̂ p
12 l̂12 +(∂κF(κ)) b̂.

(4.12)

3. Setul de constante elastice este:

ã11 = a11−
a2

13
a33

, ã12 = a12−
a13a23

a33
, ã22 = a22−

a2
23

a33
. (4.13)

4. Viteza de deformare axială este:

D̃33(ϕ) =
µ̂pl

a33
(a13N̂ p

11(T,A)+a23N̂ p
22(T,A)+a33N̂ p

33(T,A))− a13

a33
D̃11(ϕ)−

a23

a33
D̃22(ϕ). (4.14)
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Strategia privind determinarea constantelor de material are la bază simulări nu-
merice ale unor procese pentru deformaţii omogene şi se realizează ı̂n trei etape:

1) Se determină constantele ce descriu suprafaţa iniţială de plasticitate folosind un
set de caracteristici de ortotropie pentru un material ce prezintă efect Bauschinger iniţial,
prezente ı̂n Verma et al. (2011).

2) Se determină o parte din constantele de ecruisare folosind curbele pentru experienţe
unidimensionale tensiune-deformaţie din Verma et al. (2011).

3) Se determină constantele de spin şi constantele de ecruisare rămase urmărind obţinerea
compatibilităţii cu datele experimentale privind evoluţia unghiurilor de ortotropie, din ar-
ticolul Kim şi Yin (1997).

Figurile 4.1 şi 4.2 arată o bună concordanţă cu datele experimentale din Verma et al.
(2011).
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Figura 4.1: (a) Limita de plasticitate uniaxială σα şi datele experimentale din Verma
et al. (2011), (b) curbele de plasticitate (T11,T22) reprezentate pentru diferite valori ale
deformaţiei uniaxiale ε11.
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Figura 4.2: Curbele deformaţie-tensiune obţinute pentru tensiune uniaxială pentru (a)
teste TCT cu pre-deformare de 2%,4%,6%,8%,10% şi (b) teste CTC cu pre-deformare
de −4% şi −8%.
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Se utilizează sistemul diferenţial (4.10) pentru a simula experimentele folosite de Kim
şi Yin (1997) pentru studiul evoluţiei axelor de ortotropie.

Se analizează:
-influenţa constantelor de ecruisare c2, d2 asupra evoluţiei unghiului ϕ- figura 4.3(a),
-influenţa tipului de spin asupra evoluţiei unghiului ϕ -figurile 4.3(b), 4.3(c), 4.3(d)
-influenţa tipului de spin asupra evoluţiei componentelor T11, T12- figura 4.4.
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Figura 4.3: Variaţia unghiului lui Euler ϕ−ϕ0, cu notatia Φ :=ϕ, după o pre-deformare de
3% ca funcţie de a doua deformaţie axială, ε11, reprezentată pentru (a) spin plastic III cu
c2 = 0,d2 = 0 şi c2 = 120,d2 = 250, şi pentru cele trei tipuri de spin cu condiţiile iniţiale
(b) ϕ0 =−30◦, (c) ϕ0 =−45◦ (d) ϕ0 =−60◦. Efectul Kim şi Yin observat experimental
se obţine pentru spin III, ı̂n cazul stării plane de tensiune.
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Figura 4.4: Influenţa spinului plastic asupra (a) componentei normale T11 a tensiunii şi
asupra (b) componentei de forfecare T12, pentru condiţia iniţială ϕ0 =−30◦,

Se modelează experimente ce implică deformaţii de tip forfecare ı̂n planul plăcii cu
ipoteza de stare plană de tensiune şi se analizează:

- influenţa spinului plastic şi a anizotropiei iniţiale asupra evoluţiei unghiului ϕ0 ı̂n
prezenţa deformării cu spin total nenul -figura 4.5,

- influenţa spinului plastic asupra evolutiei componentelor tensiunii ı̂n prezenta defor-
marii cu spin total nenul -figura 4.6.
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Figura 4.5: Variaţia unghiului lui Euler ca funcţie de componenta de forfecare a
deformaţiei, Γ pentru cele trei tipuri de spin plastic şi de asemenea fără spin plastic,
folosind valorile iniţiale (a) ϕ0 = 30◦, (b) ϕ0 = 45◦,

Concluzii:
1) Suprafaţa de plasticitate dependentă de al treilea invariant este suficient de flexi-

bilă pentru a putea modela comportamentul materialelor ce au limite de plasticitate cu
module diferite la tractiune şi compresiune. Curbele TCT şi CTC arată evoluţia efectu-
lui Bauschinger, iar evoluţia curbelor de plasticitate este efectul ecruisării cinematice şi
scalare folosite ı̂n modelul elasto-plastic.
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Figura 4.6: Variaţia componentelor (a) T11, (b) T12, ca funcţii de componenta de forfecare
a deformaţiei, Γ, pentru cele trei tipuri de spin plastic şi de asemenea fără spin plastic,
folosind valoarea iniţială ϕ0 = 45◦.

2) Pentru spinii plastici I şi II nu s-au determinat constante care să conducă la efectul
Kim şi Yin dar o bună concordanta cu datele experimentale se obţine pentru ϕ0 = −45◦

şi ϕ0 =−60◦.
Efectul Kim s-a putut obţine numai pentru spinul III care este o generalizare a spinului

de tip Dafalias. Pentru spinul III, se imbunătăţesc rezultatele folosind c2, d2 nenule:
c2 = 120,d2 = 250 aşa cum se observă ı̂n figura 4.3(a).

Această constatare arată că variabila A22 influenţează evoluţia axelor de ortotropie.
Efectul Kim este obţinut şi de către Dafalias (2000) care utilizează valori diferite ale
constantei ce descrie spinul plastic pentru a obţine curbe mai apropiate de valorile experi-
mentale. În modelarea din prezenta lucrare, pentru acelaşi set de constante al spinului III,
se obţine o bună aproximare pentru toate valorile iniţiale ϕ0 ∈ {−30◦,−45◦,−60◦}.

3) În figura 4.5, obţinută pentru deformaţii caracterizate de prezenţa componentei de
forfecare nenulă, se observă că pentru spinii plastici I şi III are loc o stabilizare a unghiului
de ortotropie. Pentru spinul plastic II şi ı̂n absenţa spinului plastic comportamentul este
diferit, aproape liniar.

Reprezentări similare celor din figura 4.6, pentru componenta de forfecare T12 şi com-
ponenta normală T11, se gasesc ı̂n Kuroda (1996) (figura 1 şi figura 2) pentru un spin
plastic ce corespunde spinului III ı̂ntr-un model izotrop.
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Capitolul 5

Metode numerice pentru inegalităţi
variaţionale ı̂n elasto-plasticitatea finită
anizotropă

În acest capitol se reformulează problema cvasistatică de echilibru, la momentul t, cu
date pe frontieră şi condiţii iniţiale, prin inegalitatea variaţională ı̂n necunoscutele v -
viteza actuală şi β -factorul plastic, cuplată cu modelul constitutiv de tip ”rate” elaborat
ı̂n capitolul 2.

Este reconsiderată forma inegalităţii variaţionale ı̂n cazul stării plane de tensiune, la
momentul de timp t, folosind rezultatele prezentate ı̂n capitolul 4. Asocierea inegalităţii
variaţionale cu sistemul diferenţial ce caracterizează evoluţia ı̂n timp a variabilelor mod-
elului elasto-plastic permite actualizarea stării sistemului. Inegalitatea variaţională reprezen-
tată la momentul t conţine ı̂n coeficienţi valorile curente ale tensiunii, variabilelor de
ecruisare şi ale rotaţiei R.

Se formulează un algoritm numeric de rezolvare a problemei de elasto-plasticitate cu
date pe frontieră şi condiţii iniţiale, formulată ı̂n viteze.

Exemplificăm metoda numerică pentru o placă plană constituită dintr-un material or-
totrop, ı̂n stare plană de tensiune, supusă unor condiţii pe frontieră ı̂n viteze. Se prezintă
rezultatele numerice obţinute şi se analizează influenţa unghiului ϕ0, ce caracterizează
poziţia axelor iniţiale de ortotropie faţă de axele geometriei plăcii, asupra variabilelor
modelului. Pentru un proces elastic izotrop se compară rezultatele cu cele obţinute folosind
programul de element finit COMSOL.

În acest capitol se foloseşte formalismul mişcării relative care a stat la baza arti-
colelor Cleja-Ţigoiu (2000b), Cleja-Ţigoiu şi Matei (2012), pentru a obţine formularea
”ı̂n viteze” a ecuaţiei cvasistatice de echilibru şi a condiţiilor pe frontieră asociate.

Condiţii necesare şi suficiente pentru existenţa şi unicitatea soluţiei inegalităţilor variaţionale
abstracte sunt aplicabile formalismului considerat ı̂n teză şi pot fi găsite ı̂n lucrările Lions
(1969), Glowinski et al. (1976).
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Formularea prin inegalitate variaţională a problemei elasto-plastice - cazul stării
plane de tensiune

Ipoteze:
-domeniul are forma unei plăci subţiri de grosime 2h: Ω× [−h,h] cu Ω ⊂ ℜ2 şi
2h√

meas(Ω)
<< 1,

-axele de ortotropie n1 şi n2 sunt ı̂n planul plăcii, axa n3 este perpendiculară pe planul
plăcii (n3 = j3),

-se impun condiţii pe frontieră ı̂n viteze, compatibile cu ipoteza: Tj3 = 0 ı̂n timpul
procesului elasto-plastic,

-cadrul constitutiv este cel descris ı̂n capitolul 2, §2.1, cu restricţia: Tj3 = 0 ⇒ N̂ p
13 =

N̂ p
23 = Ω̂13 = Ω̂23 = l̂13 = l̂23 = l̂33 = 0.

Se formulează ı̂n domeniul Ω⊂ℜ2 următoarea problemă:

Problema cu date pe frontieră şi condiţii iniţiale pentru cazul stării plane de tensiune
(Problema (EP)):
Se consideră date funcţiile ˙̂St ∈ (L∞(Ωt))

2 şi ˙̂Ut ∈ (H1/2(Ωt))
2.

Să se determine funcţiile u : Ωt × [t0, t f ]→ℜ2, T, A : Ωt × [t0, t f ]→ Sim,
ϕ,κ : Ωt × [t0, t f ]→ℜ care verifică:

div (Ṡt(x, t)) = 0 ı̂n Ωt ,

Ṡt(x, t) = L(x,t)T(x, t)+ Ê [D]− µ̂Ê [∂TF ] ı̂n Ωt ,

Ṡt(x, t)n(t)|Γ1,t =
˙̂St(x, t),

v(x, t)|Γ2,t =
˙̂Ut(x, t), ∀ t ∈ [t0, tf],

(5.1)

condiţiile iniţiale

T(X, t0) = A(X, t0) = 0, ϕ(X, t0) = κ(X, t0) = 0, u(X, t0) = 0,

∀ X ∈ Ω,
(5.2)

ecuaţiile constitutive şi de evoluţie ce caracterizează modelul elasto-plastic ortotrop:

◦
T= Ê(m1⊗m1,m2⊗m2)[D]− µ̂Ê(m1⊗m1,m2⊗m2)[N̂p],
◦
A= µ̂l̂(T,A,κ,m1⊗m1,m2⊗m2),

κ̇ = µ̂b̂(T,A,κ,m1⊗m1,m2⊗m2),
◦
mk= 0,

µ̂ =
1
hc

< β̂ > H (F̂ ), hc = Ê [N̂p] · N̂p + N̂p · l̂−∂κF̂ b̂,

β = Ê [N̂p] ·D.

(5.3)

Se introduce spaţiul normat:
V (t) = (H1(Ωt))

2×L2(Ωt) cu norma

‖V‖=
√
‖w1‖2

H1(Ωt)
+‖w2‖2

H1(Ωt)
+‖δ‖2

L2(Ωt)
,∀V = (w1,w2,δ) ∈ V (t). (5.4)
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Mulţimea câmpurilor de viteze cinematic admisibile la momentul t, mulţimea multi-
plicatorilor plastici admisibili şi mulţimea vectorilor admisibili se definesc prin:

Vad(t)≡ {v⊂ (H1(Ωt))
2 | v|Γ2t =

˙̂Ut}, (5.5)

M (t)≡ {δ ∈ L2(Ωt)| δ(x) = 0, dacă x ∈Ωt−Ω
p
t ,

δ(x)≥ 0, dacă x ∈Ω
p
t },

(5.6)

K (t) := {(v1,v2,β)⊂ V (t) | (v1,v2)|Γ2t =
˙̂U(t), β ∈M (t)}. (5.7)

Expresia tensorului de elasticitate, tensor simetric de ordinul 4, este precizată prin:

Ẽ(D) = (ã11D̃11 + ã12D̃22)m1⊗m1 +(ã12D̃11 + ã22D̃22)m2⊗m2 +a44D̃12(m1⊗m2 +m2⊗m1). (5.8)

unde ã11, ã12, ã22 sunt constante ce caracterizează starea plană de tensiune şi depind de
constantele elasticităţii liniare ortotrope.

Se introduc:
-operatorul ∇, ∇v(x, t) = ∑

i,k=1,2
vi,k(x, t)ji⊗ jk, ı̂n spaţiul bidimensional ℜ2,

-tensorul de tensiune, T, reprezentat prin: T(x, t) = ∑
i,k=1,2

Tik(x, t)ji⊗ jk şi similar

funcţiile tensoriale N̂p, l̂.

Teorema 5.1. La orice moment de timp t, câmpul vitezelor, v şi factorul plastic echivalent,
β, (v,β) ∈K (t), satisfac următoarea inegalitate:

∫
Ωt

{∇vT · (∇w−∇v)+ Ẽ [{∇v}s] · (∇w−∇v)}dx−

−
∫

Ω
p
t

β
1

hc,pl
Ẽ [∂TF̂ ] · (∇w−∇v)dx−

∫
Ω

p
t

(δ−β)
1

hc,pl
Ẽ [∂TF̂ ] · {∇v}sdx

+
∫

Ω
p
t

1
hc,pl

(δ−β)βdx≥
∫

Γ1t

˙̂St · (w−v)da

(5.9)

pentru orice câmp de vectori admisibili (w,δ) ∈K (t).
Notăm:

a[U, Ũ] =
∫

Ωt

{∇vT · (∇w)+ Ẽ [{∇v}s] · (∇w)}dx−

−
∫

Ω
p
t

β
1

hc,pl
Ẽ [Np] · (∇w)dx−

∫
Ω

p
t

δ
1

hc,pl
Ê [Np] · {∇v}sdx+

∫
Ω

p
t

1
hc,pl

δβdx

f [Ũ] =
∫

Γ1t

˙̂St ·wda, ∀ U = (v,β), Ũ = (w,δ) ∈ Vt

(5.10)
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Teorema 5.2. (IV-EP-TP)
Să se determine U = (v1,v2,β) ∈ K (t) astfel ı̂ncât a[U, Ũ−U] ≥ f [Ũ−U], ∀ Ũ ∈

K (t)
Se reformulează Problema (EP) prin inegalitatea variaţională la momentul t, cuplată

cu sistemul diferenţial ce caracterizează evoluţia variabilelor modelului.

Teorema 5.3. 1) La fiecare moment de timp t, câmpul de viteze v şi factorul plastic β sunt
soluţiile problemei de inegalitate variaţională (IV-EP-TP):
Să se determine U = (v1,v2,β) ∈ K (t) astfel ı̂ncât a[U, Ũ−U] ≥ f [Ũ−U], ∀ Ũ ∈ K (t);
funcţionalele a şi f sunt definite ı̂n formulele (5.10).
2) Evoluţia variabilelor T̃11, T̃22, T̃12, Ã11, Ã22, Ã12, ϕ, κ ı̂n fiecare punct x ∈Ωt fixat, depinde de
∇v şi β şi este descrisă de sistemul diferenţial:

˙̃T 11 = − β

hc,pl
[ã11N̂ p

11(T,A)+ ã12N̂ p
22(T,A)]+ ã11D̃11(ϕ)+ ã12D̃22(ϕ)

˙̃T 22 = − β

hc,pl
[ã12N̂ p

11(T,A)+ ã22N̂ p
22(T,A)]+ ã12D̃11(ϕ)+ ã22D̃22(ϕ)

˙̃T 12 = − β

hc,pl
a44N̂ p

12(T,A)+a44D̃12(ϕ)

˙̃Ai j =
β

hc,pl
l̂11(T,A), i, j ∈ {1,2}

ϕ̇ =
β

hc,pl
Ω̂

p
12(T,A)−W̃12(ϕ)

κ̇ =
β

hc,pl
b̂(T,A)

(5.11)

Parametrul de ecruisare are expresia: hc,pl = Ẽ [N̂p] · N̂p + N̂p · l̂ +(∂κF(κ)) b̂.
Componentele D̃ik au expresiile dependente de ∇v şi R.
3) Ecuaţia pentru determinarea vitezei de deformare axială v3 este:

v3,3 =
β

hc

1
a33

(a13N p
11 +a23N p

22 +a33N p
33)−

a13

a33
D̃11−

a23

a33
D̃22 (5.12)

Proprietatea de simetrie a funcţionalei a[,̇]̇ (a[U,V] = a[V,U], ∀U,V ∈ V (t)) ne con-
duce la echivalenţa problemei de inegalitate variaţională cu problema de minimizare:

Să se determine U ∈K (t) astfel ı̂ncât J(U)≤ J(V) ∀ V ∈K (t)

pentru funcţionala J : V (t)→ℜ, J(V) =
1
2

a[V,V]− f [V].
Prin aplicarea metodei elementului finit se obţine o problemă de minimizare ı̂n dimen-

siune finită.
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Problema de minimizare ı̂n spaţii produs. Algoritmul Gauss-Seidel

În acest paragraf se particularizează metoda Gauss Seidel cu constrângeri pe spaţii
produs. Se demonstrează convergenţa algoritmului particularizând demonstraţia din Cea
(1971) şi se determină o formulă de evaluare a erorii.

Se consideră următoarea problemă de minimizare:

Pmin 1: Să se determine u ∈K astfel ı̂ncât J(u)≤ J(v), ∀ v ∈K .

Ipoteze:

1) N ∈ N, N > 0, Vi = ℜ

1) J : ℜN →ℜ, J(v) =
1
2

N

∑
k,l=1

aklvkvl−
N

∑
k=1

fkvk,

3) A = (ai j)i, j∈{0,1,...N} ∈ MN,N(ℜ) o matrice simetrică
4) Valorile proprii λ1,λ2, ...λN ∈ℜ verifică 0 < λ1 ≤ λ2 ≤ ...≤ λN
5) ( f1, f2, ..., fN) ∈ℜN

6) I0, I1 ⊂ N astfel ı̂ncât I0∪ I1 = {1,2, ...,N} şi I0∩ I1 = Φ

7) K i = [0,∞), ∀ i ∈ I0 şi K i = ℜ, ∀ i ∈ I1.

(5.13)

Algoritmul Gauss-Seidel cu constrângeri:( Cea (1971))

(1) Fie u0 = (u0
1,u

0
2, ...,u

0
N) ∈K arbitrar.

(2) Se presupune că un ∈K a fost determinat.
Se determină un+1 ∈K ı̂n N paşi calculând succesiv componentele un+1

i , i ∈ {1, ..,N}.
Se presupune că la pasul i sunt determinate componentele un+1

j ∈K j, ∀ j < i.
Se determină un+1

i soluţie a următoarei probleme de minimizare:
Pmin 2: Să se determine un+1

i ∈Ki astfel ı̂ncât
J(un+1

1 , ...,un+1
i−1 ,u

n+1
i ,un

i+1, ...,u
n
N)≤ J(un+1

1 , ...,un+1
i−1 ,vi,un

i+1, ...,u
n
N) ∀ vi ∈Ki

(5.14)

Teorema 5.4. Dacă ipotezele (5.13) sunt ı̂ndeplinite, atunci sunt adevărate următoarele
afirmaţii:

(1) Problema Pmin 1 pentru funcţionala J : V →ℜ, J(v) =
1
2

N

∑
k,l=1

aklvkvl−
N

∑
k=1

fkvk

are o unică soluţie u ∈ K
(2) Şirul un obţinut prin Algoritmul Gauss-Seidel cu constrângeri converge tare la

u in V .

(3) ‖u−un‖ ≤ λN

λ1

√
N2−N

λ1
(J(un−1)− J(un))
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Algoritm numeric pentru o problemă de elasto-plasticitate

Se consideră Problema (EP). Pentru rezolvarea numerică se propune algoritmul nu-
mit Algoritm cu pas de timp variabil pentru rezolvarea problemei elasto-plastice ı̂n
cazul stării plane de tensiune ce are la bază teorema 5.3.

Descrierea algoritmului:
Se realizează o triangularizare a domeniului Ω. La momentul de timp t0 = 0 se cunosc

valorile iniţiale ale câmpurilor T, A, ϕ, κ. Se alege un pas iniţial de timp.

Se consideră cunoscute câmpurile T, A, ϕ, κ la momentul de timp t = tn şi se parcurg
etapele:

1) se obţine problema de minimizare ı̂n dimensiune finită de forma (Pmin 1) folosind
metoda elementului finit; coeficienţii funcţionalei pătratice a(·, ·) depind de T, A, ϕ, κ şi
se calculează ı̂n fiecare element,

2) se aproximează soluţia problemei ı̂n dimensiune finită folosind algoritmul Gauss-
Seidel de minimizare pe spaţii produs cu restricţii, descris ı̂n (5.14),

3) se actualizează câmpul de deplasare şi coordonatele nodurilor,
4) se actualizează variabilele T,A,κ,ϕ utilizı̂nd metoda Runge Kutta de ordinul 4

pentru sistemul diferenţial (5.11); aceste variabile se consideră constante pe element,
5) se actualizează domeniul Ω

p
t folosind funcţia de plasticitate şi valorile actualizate

pentru tensiune şi variabilele de ecruisare.
În timpul procesului elasto-plastic pasul de timp se ajustează (se micşorează) dacă

există un element e ı̂n care starea de tensiune este astfel ı̂ncât F̂ (1,e) > pF(1,e) unde
F̂ conţine valorile funcţiei de plasticitate ı̂n fiecare element e, p ∈ (0,1) reprezintă un
procent, F contine valoarea F(κ) ı̂n fiecare element e.

Observatia 5.1. Pentru componentele vitezei se folosesc funcţii de formă liniare ı̂n raport
cu fiecare variabilă, iar pentru funcţia β se folosesc funcţii de formă constante pe element.
Componentele vitezei intervin ı̂n problema de inegalitate variaţională prin derivatele lor
ı̂n raport cu variabilele ce definesc coordonatele punctului de la momentul t, iar pentru
funcţia β nu intervin derivate.

Se va determina tensorul de deformaţie Green, ∆ =
1
2
(FFT − I) la fiecare pas de timp

şi ı̂n fiecare element e. Utilizarea unei măsuri de deformaţie specifică elasto-plasticitătii
cu deformaţii finite este necesară având ı̂n vedere că modelul constitutiv este elasto-
plastic ortotrop cu deformatii finite.

31
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Rezultate numerice

Fie o placă plană dreptunghiulară reprezentată ı̂n figura 5.1, ı̂ncastrată pe porţiunea
AD, cu viteză impusă pe frontiera BC astfel ı̂ncât χ(BC) este paralelă şi egală cu AD ı̂n
timpul procesului.

Datele pe frontieră sunt:
v|[DA] = 0, v|[BC] = v = v f rj1 -condiţia pe frontieră ı̂n viteze
˙̂S = 0 pe (AB)∪ (CD) -condiţia pe frontieră ı̂n tensiuni
La momentul iniţial placa este liberă de tensiune şi nedeformată, iar orientarea direcţiilor

iniţiale de ortotropie este descrisă prin valoarea iniţială ϕ0.

Figura 5.1: Placa nedeformată cu condiţiile pe frontieră ı̂n viteze

Pentru deplasarea relativă de 1% a punctului B, obţinută la momentul T = 100 se-
cunde, se reprezintă distribuţia ı̂n plan pentru o parte din necunoscutele problemei, folosind
valorile iniţiale ϕ0 = π/6 şi ϕ0 = π/3:

-componenta T11 este reprezentată ı̂n figura 5.2,
-componenta ∆11 este reprezentată ı̂n figura 5.3,
-unghiul ϕ este reprezentat ı̂n figura Fig5-8.
Se observă influenţa poziţiei axelor iniţiale de ortotropie asupra evoluţiei variabilelor.
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0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

 

 

2

3

4

5

6

7

8

9

x 10
8

(a)

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

0.8

0.9

1

 

 

4

5

6

7

8

9

10

x 10
8

(b)

Figura 5.2: Distributia componentei T11 (Pa) a tensiunii pentru (a) ϕ0 = π/6 , (b) ϕ0 = π/3
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Figura 5.3: Distributia componentei ∆11 a deformatiei pentru (a) ϕ0 = π/6 , (b) ϕ0 = π/3
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Figura 5.4: Distributia unghiului ϕ(grade) pentru (a) ϕ0 = π/6 , (b) ϕ0 = π/3
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Validarea algoritmului
Folosind programul de element finit COMSOL, se modelează problema descrisă ante-

rior, pentru cazul elastic izotrop.
S-au reprezentat:
-componentele deplasării u1 (figura 5.5), u2,
-componentele tensiunii T11( f igura5.6), T22, T12.
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Figura 5.5: Distributia componentei u1(m) obţinută cu (a) COMSOL, (b) Programul Mat-
lab
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Figura 5.6: Distributia componentei T11(Pa) obţinută cu (a) COMSOL, (b) Programul
Matlab

Urmărim ı̂n primul rând aspectele calitative ale distribuţiei componentelor deplasării
şi tensiunii. Este de remarcat că, ı̂n cazul izotrop, pentru componentele tensiunii se obţine
o distribuţie simetrică ı̂n raport cu axa mediană orizontală a plăcii.
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Concluzii şi perspective

Concluzii:

În această teză, se dezvoltă modele constitutive complexe pentru materiale ortotrope
cu deformaţii finite. Modelarea constitutivă de tip rate permite caracterizarea evoluţiei
tensiunii Cauchy, a variabilelor de ecruisare cinematică şi scalară, dar şi a axelor de or-
totropie (a unghiurilor lui Euler) prin sisteme de tip diferenţial.

Au fost elaborate modele constitutive Euleriene (ı̂n configuraţia deformată). Rotaţiile
arbitrare ale axelor de ortotropie sunt caracterizate prin unghiurile lui Euler, rotaţia plană
fiind un caz particular.

Modelele constitutive descriu proprietăţile reale ale materialelor: efect Bauschinger
iniţial, ecruisare, ı̂ncărcări ciclice, rotaţia axelor de ortotropie. Determinarea funcţiilor
constitutive (prin constantele de material) se realizează astfel ı̂ncı̂t prin simulări numerice
să poată fi descrise datele experimentale din articolele Verma et al. (2011) si Kim, Yin
(1997). Se constată că modelul este flexibil şi poate descrie:
• anizotropia orientaţională (variaţia ı̂n timp a axelor de ortotropie)
• anizotropia iniţială (suprafaţa iniţială de plasticitate)
• anizotropia structurală (dată de variabilele de ecruisare)
• deformaţiile finite.
Formularea problemelor elasto-plastice cu date pe frontieră şi condiţii iniţiale prin

inegalitate variaţională la momentul de timp fixat, t, cuplată cu sistemul diferenţial asociat
modelului, permite studiul comportării materialului pentru procese neomogene.

Pentru inegalitatea variaţională asociată modelului elasto-plastic cu stare plană de ten-
siune s-a propus un algoritm numeric cu pas de timp ajustat ce are la bază metoda ele-
mentului finit şi algoritmul Gauss-Seidel pentru minimizare cu constrângeri. Actualizarea
domeniului curent de deformaţie plastică se realizează la fiecare moment de timp t, uti-
lizând funcţia de plasticitate şi variabilele de ecruisare actualizate.

S-au prezentat câteva dintre rezultatele numerice obţinute pentru o problemă de elasto-
plasticitate, folosind valorile iniţiale ϕ0 = π/6 şi ϕ0 = π/3 ce descriu poziţia axei de
ortotropie n1 ı̂n raport cu geometria plăcii .

Rezultatele originale din capitolele 2, 3 şi 4 au fost publicate ı̂n două articole ı̂n co-
laborare, iar rezultatele din capitolul 5 vor face obiectul unui articol ı̂n curs de elaborare.

Perspective:

-determinarea de soluţii numerice pentru domenii şi condiţii pe frontieră complexe,
compatibile cu probleme de interes tehnic,

-utilizarea de algoritmi numerici specifici inegalităţilor variaţionale,
-studii calitative privind existenţa, unicitatea, stabilitatea soluţiilor de elasto-plasticitate

prin intermediul inegalităţii variaţionale.
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Cleja-Ţigoiu S., 2007. Anisotropic Elasto-plastic Model for Large Metal Forming Defor-
mation Processes, In Modeling and Experiments in Material Forming. International Journal of
Forming Processes, 10, 67–87.
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