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INTRODUCERE

1. Motivatia alegerii temei

Curba Lorenz este una dintre cele mai importante modalitati de analiza a distributiei venitului.
sa gasim curba Lorenz n functie de aceasta repartitie, iar a doua metoda este prezentarea directd a
functiei curbei Lorenz ce satisface anumite conditii pentru a fi bine definita.

Teza de doctorat “Curbe Lorenz si aproximare de ordin superior pentru divergense
generalizate” are ca obiectiv general realizarea unui studiu complex privind curbele Lorenz
parametrice si legatura acestora cu divergentele generalizate.

Cercetarea urmareste prezentarea conceptelor teoretice, identificarea metodelor de studiu
empiric privind definirea si aproximarea a unor clase noi de Curbe Lorenz, cu scopul dezvoltarii unor
posibile functii de repartitie care sa modeleze intregul set de date.

Motivatia alegerii temei de cercetare o constituie noutatea, actualitatea si importanta Curbelor
Lorenz. Lucrarea clasica a lui Atkinson (1970) a facut sa creasca interesul pentru ordinea statistica
referitoare la compararea distributiilor venitului, cum ar fi ordinea Lorenz.

Tipuri de cercetare si abordari noi

Originea repartitiei Lorenz este intr-un scurt articol intitulat “Metode de masurare a
concentratiei veniturilor”. Acesta propunea n 1905 o metoda simpld, denumita ulterior repartitia
Lorenz, pentru vizualizarea repartitiei veniturilor sau bunastarii in raport cu inegalitatea sau
concentratia veniturilor dobandite. Conform Derobert si Thieriot (2003), termenul “repartitie Lorenz”
apare pentru prima data in King (1912), o lucrare de statistica scrisa pentru economisti si cercetatori de
stiinte sociale.

Indicele lui Gini in functie de Curba Lorenz

Cea mai cunoscuta modalitate de a masura inegalitatea utilizand Curba Lorenz este indicele
Gini. Acesta a fost introdus in articolul ,,Variability and Mutability” (1912) de catre Corrado Gini
(1884-1965), un ideolog italian, dar totodata un renumit sociolog si demograf.

Activitatea de debut a lui Gini a fost asociata cu problema modului de evaluare a inegalitatilor
dintre venituri si avere In diferite tari. Gini a fost cercetator n cadrul Institutului National de Statistica




Internationald si profesor la catedra de statisticd a Universitatii din Padova. A predat, printre altele,
demografie si statistica economica. Ulterior, ca profesor al Universitatii din Roma (dupa 1925) a facut
multe inovatii semnificative in statistica. Cu toate aceste realizdri, rimane cunoscut posteritatii prin
indicele ce-i poarta numele.

Indicele lui Gini pentru populatia Romdéniei in raport cu Europa
In acest paragraf am dorit evidentierea pozitiei Romaniei in Europa din perspectiva inegalitatii
venitului, masurata prin intermediul indicelui lui Gini.

Am reprezentat indicele lui Gini pentru anii 2005, respectiv 2011, astfel: prin galben am
evidentiat tarile cu inegalitatea veniturilor mai mica decat in Romania, iar prin albastru statele cu
indicele lui Gini mai mare.

Inegalitatea a crescut in Bulgaria, Franta, Germania, dar in Cehia, Elvetia veniturile au devenit
mai putin inegale. Pentru Figura 1.4.3 am selectat tarile cu evolutia crescatoare a inegalitdtii, exact ca
si in Romania. Maximul este atins de Bulgaria, Romania situandu-se printre tdrile cu o crestere
moderata.

Cronologia evolutiei masurilor de inegalitate

In continuarea prezentirii masurilor inegalitatii am ilustrat o succinta cronologie a acestora in
figura de mai jos. Observdm ca abia dupd anii 1970 interesul asupra Curbelor Lorenz a crescut
substantial, fiind declansat de lucrarile lui Atkinson (1970) si Gastwirth (1971). Atkinson a prezentat
importanta compararii Curbelor Lorenz in contextul bundstarii economice, iar Gastwirth a definit
pentru prima datd Curba Lorenz prin intermediul unei functii de repartitie.

Cercetarile recente au avut ca scop dorinta de a caracteriza ordinea Lorenz cu familii
parametrice de distributii ale veniturilor — Wang (2013), Krause (2013), Cowell (2007). Pentru
modelele cu un parametru si cu doi parametri aceasta este directa, si este cunoscuta liniaritatea in cazul
familiilor Pareto si log-normale - Arnold (1987a). Pentru modelele cu trei si patru parametri, ordinea
Lorenz corespunzatoare distributiilor Singh-Maddala si Dagum a fost redata de Wilfling si Kramer
(1993) si Kleiber (1999). Ambele distributii sunt cazuri speciale ale repartitiei Generalizate Beta de
ordinul al doilea (GB2), prezentata de McDonald (1984).

Familia de repartitii Weibull Exponentializata a fost introdusa de Mudholkar si Sarisastva
(1993) ca fiind o generalizare a familiei de repartitii Weibull. Aplicatiile acestei repartitii au fost
ilustrate de Mudholkar (1995).

Pronind de la dualitatea intre functiile de repartitie si Curbele Lorenz am utilizat trei tipuri de
cercetare: generalizarea, extinderea si abordarea noud.

Cercetarile pornind de la:

- o repartitie utilizand generalizarea repartitiilor exponentializate au condus la determinarea

de noi curbe Lorenz;




- o curba Lorenz au avut ca rezultate extinderi prin generari de curbe lorenz utilizand
mecanismul Marshall-Olkin, dar si un alt mecanism: prin compunerea cu repartitia Gamma
am introdus Curbe Lorenz mixte.

Revenind la masuri ale inegalitatii, am abordat noi cercetari privind divergentele generalizate
si aproximarea lor prin Curbe Lorenz.

2. Directii de cercetare

Avantajele alegerii Curbelor Lorenz sunt: simplitatea reprezentarii grafice si claritatea din punct
de vedere vizual (cateva linii explica constructia graficului si Incd de la prima vedere redd toate
informatiile pe care le contine). Metoda permite o estimare numericd a concentratiei bundstarii prin
masurarea ariei definitd de Curba Lorenz si prima bisectoare. Mai mult, aceasta admite comparatii intre
repartitii de venit diferite, cu exceptia cazurilor in care curbele se intesecteaza. Aici intervin limitarile
si deficientele care au condus la o extensie a modelelor existente in literaturd. In primul rand intalnim
nepotrivirea 1n totalitate a curbelor empirice pe setul de date. Pentru o mai buna estimare a setului de
date ne propunem construirea unor modele mai complexe ce combina o curba parametrica Lorenz cu o
densitate de repartitie cunoscutd. Mai mult, utilizarea aproximarii parametrice mixte aduce o
concordantd mai mare prin introducerea de restrictii stricte.

Ipoteza generala urmarita spre verificare a fost preluata in urma documentarii preliminare din
numeroasele studii realizate pe aceasta tema de-a lungul timpului si anume posibilitatea imbunatatirii
familiilor de Curbe Lorenz prin crearea de noi conexiuni cu metode ce pot genera CL performante.

In realizarea scopului propus, este necesari rezolvarea urmitoarelor obiective principale:

= evidentierea importantei curbei Lorenz si a indicelui lui Gini Tn contextul dependentei acestuia
de CL;

= dezvoltarea de noi clase de Curbe Lorenz, prin extinderea familiilor consacrate de curbe Lorenz;

= tratarea complexa a modelor de Curbe Lorenz mixte pentru familii parametrice de CL prin
compunerea acestora cu repartitia Gamma;

= studiul intervalelor de incredere ale curbei Lorenz Generalizata;

= abordarea sistematica a intervalelor de incredere ale Curbelor Lorenz Generalizate pentru
familia de repartitii Weibull Exponentializate;

= dezvoltarea de familii parametrice noi pentru Curbe Leimkuhler, precum si Curbe Leimkuhler
mixte;

= claborarea proprietatilor asimptotice ale estimatorilor non-parametrici ai curbei Leimkuhler si
Indicelui Kakwani;

= generalizarea familiilor parametrice noi de Curbe Leimkuhler in scopul obtinerii unor Curbe
Leimkuhler mixte;

= propunerea unor aproximari de ordin superior pentru divergente generalizate.

Scopul si problemele cercetate au determinat structura tezei, care cuprinde, pe langa
introducere, alte sapte capitole, concluzii si propuneri, bibliografie si anexe.

3. Structura lucrarii

Lucrarea este organizatd in sapte capitole. Dupa sectiunea introductiva ce isi concentreaza
atentia asupra prezentarii Catorva concepte de baza, in primul capitol definim curba Lorenz, indicele
lui Gini in functie de curba Lorenz si modele de Curbe Lorenz parametrice. Pentru exemplificare
analizam indicele lui Gini pentru populatia Romaniei Tn raport cu Europa si Curbele Lorenz
corespunzatoare veniturilor totale ale gospodariilor romanesti in ultimele trei decenii. Acest capitol se
bazeaza pe articolele [1], [2], [3], [14] si [15].

Tn cel de-al doilea capitol dezvoltim noi clase de Curbe Lorenz, prin extinderea familiilor
consacrate de curbe Lorenz, avand ca baza lucrarile [4], [10] si [11]. Propunem folosirea entropiei




maxima Tsallis pentru Curba Lorenz. Prezentam mecanismul Marshall-Olkin pentru a genera familii
Lorenz si Leimkuhler de tip Marshall-Olkin.

Introducem in capitolul al treilea modele de Curbe Lorenz mixte pentru familii parametrice de
CL prin compunerea acestora cu repartitia Gamma, rezultate publicate in [7].

Construim Tn capitolul al patrulea (conform [6]) intervale de incredere ale Curbelor Lorenz
Generalizate pentru familia de repartitii Weibull Exponentializate si rata de hazard corespunzatoare.
Dezvoltam estimatorul de verosimilitate maxima pentru aceasta familie si studiem intervalele de
incredere ale curbei Lorenz Generalizata prin simulare.

Al cincilea capitol contine proprietatile asimptotice ale estimatorilor non-parametrici ai curbei
Leimkubhler si Indicelui Kakwani prezentate in [9].

In stransa legatura cu sectiunea anterioara capitolul al saselea dezvolta familii parametrice noi
de Curbe Leimkuhler, precum si Curbe Leimkuhler mixte, avand la baza articolul [8].

Tn ultimul capitol am prezentat bazandu-ne pe [5] si [13] aproximari de ordin superior pentru
divergente generalizate. Dupa realizarea unei sinteze asupra teoremelor Arnold si Thompson am aplicat
formula lui Taylor in cazul AB-divergentei in vederea obtinerii unor rezultate de aproximare pentru
divergente generalizate folosind curbe Lorenz.

Structura matematica a rezultatelor

Pe langd impartirea firesca a rezultatelor in capitole am urmarit si structurarea din punct de
vedere matematic a rezultatelor in patru directii principale:

a. Prezentarea unei forme analitica noua a functiei din care se obtine Curba Lorenz si
validarea conditiilor de existentd din definitie;

b. Obtinerea estimatorului de verosimilitate maxima ai parametrilor unora dintre modelele
parametrice prezentate si utilizarea aproximarii normale pentru construirea de intervale de
incredere;

c. Estimari neparametrice ale unora dintre modelele studiate;

d. Introducerea unei noi divergente pentru doud masuri de probabilitate, stabilirea unor
marginiri superioare ale acesteia.

4. Contributii autor

Rezultatele cercetarilor efectuate in cadrul tezei de doctorat au fost valorificate prin publicarea

a cincisprezece articole stiintifice, dintre care

e sapte au fost prezentate cu ocazia unor conferinte internationale, dintre care:
(2012) The estimate of generalized Lorenz confidence intervals using Exponentiated Weibull
Distribution, Conferinta 15 SPSR, Universitatea din Bucuresti (studiu cuprins in capitolul 4).
(2013) New parametric families of Leimkuhler Curves, Conferinta 16 SPSR, Bucuresti, (studiu
cuprins in capitolul 6).

e sase sunt publicate in reviste de matematica recenzate:
(2007) Mortality modeling for Romanian population. Proceedings of The 4-th International
Colloquium "Mathematics in Engineering and Numerical Physics" October 6-8 , 2006,
Bucharest, Romania, pp. 38-45. Balkan Society of Geometers, Geometry Balkan Press 2007,
(studiu cuprins partial in capitolul 1).
(2007) The Hill estimator for income of Romanian households, Proceedings of International
Conference Trends and Challenges in Applied Mathematics, ISBN 978-973-755-283-9/pbk, Ed.
Matrix Rom, Bucuresti, p. 193- 196, (studiu cuprins partial in capitolul 1).
(2007) Life tables for Romania. Survival function. Life expectancy for Romanian people, U.P.B,
Scientific Bulletin, Series A, vol. 69, no. 1, Bucuresti, (studiu cuprins partial in capitolul 1).




(2009) Estimation of weighted maximum entropy densities within the study upon Lorenz Curves
for grouped data, Proceedings of 16" European Young Statisticians Meetings, ASE, Bucuresti.
(studiu cuprins partial in capitolul 2)
(2009) Approximation of Csiszar’s f-Divergence using Kullback-Leibler Distance, Proceedings
of 9" Balkan Conference on Operational Reserch, Constanta, (studiu cuprins partial in capitolul
7).
(2013) Mixture Lorenz Curves. Three new models, Proceedings of 18" European Young
Statisticians Meetings, Osjek, Croatia, (studiu cuprins Tn capitolul 3)

e sapte se afla in proces de publicare:
(2013) Asymptotic properties of the nonparametric estimators of the Leimkuhler curve and
Kakwani index, U.P.B, Scientific Bulletin, Bucuresti, cotat 1SI, factor impact 0.30 Tn 2012,
(studiu cuprins Tn capitolul 5).
(2013) Maximum Tsallis entropy and the Lorenz curve(studiu cuprins in capitolul 2)
(2013) A class of Lorenz Curves generated by the Marshall Olkin technique, (studiu cuprins in
capitolul 2).
(2013) Some approximations for generalised divergences, (studiu cuprins in capitolul 7).
(2013) Bounds for some generalised divergences in trems of Lorenz curves, (studiu cuprins n
capitolul 7).
(2013) Alternative measurements of the income inequality among the households (studiu
cuprins patrtial in capitolul 1)
(2013) Analyzing the Romanian income inequality in the European context (studiu cuprins
patrtial in capitolul 1)

I
CURBE LORENZ

Notiuni introductive. Definirea Curbei Lorenz
In 1905 a aparut in “Publicatia Asociatiei de Statistici Americana” un scurt articol intitulat
“Metode de masurare a concentratiei veniturilor”. Acesta propunea o metoda simpla, denumita ulterior
curba Lorenz, pentru vizualizarea distributiei veniturilor sau bunastarii in raport cu inegalitatea sau
concentratia veniturilor dobandite. Autorul Max Otto Lorenz si-a completat lucrarea de doctorat n
1906 la Universitatea din Wiscounsin, fard a mentiona acest articol care dealtfel a fost si singura
publicatie a lui Lorenz intr-o revista stiintifica.
Curba Lorenz este un instrument statistic folosit pentru analiza distributiei veniturilor. Fie f(t)
densitatea de repartitie, unde t reprezinta venitul si verifica o inegalitate de forma o <t < g . Graficul
repartitieci Lorenz corespunzator acestei distributii a veniturilor se obtine prin trasarea punctelor

(x,y) = (x(t), y(t)), unde x =X (t) este procentul de populatie cu venituri mai mici sau egale decat
tsi y=y(t)este procentul veniturilor totale ale acestei populatii.

Fie X, X,,..., X, un esantion independent identic distribuit dintr-o functie de repartitie F,

absolut continud cu F, (0) =0.
Rezulta ecuatiile

x:x(t):jf(s)ds : y:y(t):%jsf (s)ds

B
unde m =_[tf (t)dt este media lui X.




Curba Loren

procentaj venit

procentaj populatie

Figura 1.1. Curba Lorenz
Relatiile (1.1) sunt reprezentarea parametrica a repartitiei Lorenz. Pentru a-l elimina pe t, notam

u=F(s), unde F(t) este functia de repartitie a lui f(t). Rezulti ca du=dF(s)=f(s)ds si s=F "(u).

Vom avea
x=F(t) ;
1 F(t) 1 X
y=— j F(u)du =—j F(u)du =1(x)
m F(a) m 0

Notam coada superioard a lui F, cu
Fe () =1-F (),
iar statisticile de ordine prin
Xoy S S Xy -

Presupunem cd exista media venitului si o0 notdm prin

w = [ yFH(y)dy.
Curba Lorenz este data de

1P, L (p),0<p<1} cu

L (p)=[ 1(x< FH(p)xdF, (%),

unde I(*) este functie indicator.

Fie L clasa tuturor variabilelor aleatoare nenegative cu media finita si fie X din L, cu densitatea
de repartitie f (x). Atunci functia de repartitie F(x) = E (I (o)) va fi procentul de unitti ce au un venit
mai mic sau egal cu x. Valorile pe care le poate lua F(x) sunt intre O si 1. Presupunem ca exista media
veniturilor, aceasta fiind datd de u = E (I(9,00). Atunci momentul de ordinul intai al lui X vafi F;(x) =
B E(X - Igx)) si reprezinta cota veniturilor din totalul castigat de un individ ce are venitul mai mic




sau egal cu x. Graficul trasat in patratul-unitate ce contine F(x) pe axa absciselor si F;(x) pe axa
ordonatelor reprezinta Curba Lorenz, unde x are valori de la 0 la co.

Definitia 1.1. - Gastwirth (1971) - Fie X L cu functia de repartitie F(-) si inversa sa F~1(y) =
inf{x: F(x) = y}. Curba Lorenz L(-) este definita prin

L(p) = u~t [T F~1(y)dy, pentru0 < p < 1.

De fapt, Curba Lorenz este corelatia dintre procentul de populatie si procentul de venituri care
revin acesteia.

Definizsia 1.2. - Kakwani (1980) O functie L, (p), continud pe [0,1] este o curba Lorenz daca satisface

conditiile urmatoare:
1) L(p) = 0,dacap = 0;
i) L(p) =1,dacap =1;
iii) L'(0%) = 0;
iv) L"(p) =0, pentruorice 0 <p < 1.

Shorrocks (1983) a construit Curba Lorenz generalizata:

GLy (p) = 4 Ly (P).
Fie X si Y doua variabile aleatoare cu functiile de repartitie F si G. Curba Lorenz Generalizata
poate fi utilizatd pentru a defini o relatie de ordine partiala pe clasa de functii de repartitie dupa cum
urmeaza:

F<,G<GL, (p)<GL, (p),VO< p<l

In acest caz citim cd Y este mai mic sau egal cu X in sensul Shorrocks.

Proprietiti ale Curbelor Lorenz
Kakwani (1981) a demonstrat ca o Curba Lorenz are urmatoarele proprietati:

1. Este incadrata intr-un patrat p € [0,1], L(p) € [0,1] .
2. Curba L(p) nu este definita pentru g, =0 sau p, =,

3. Daca variabila este pozitiva si are densitatea de repartitie continua, atunci Curba Lorenz este functie
continua si se afla sub prima bisectoare sau este egala cu aceasta.

4. L(p)este o functie crescatoare si convexa (L'(0) > 0, L"(p) > 0 pentru orice 0 < p < 1).
5. Curba Lorenz este invarianta cu factor pozitiv de scalare: X si cX au aceeasi Curba Lorenz.

6. Media populatiei este obtinuta din cuantila F () pentru care L(p) = 1.

Indicele lui Gini in functie de Curba Lorenz

Cea mai importanta modalitate de a masura inegalitatea utilizand Curba Lorenz este indicele
Gini. Acesta a fost introdus in 1912 de catre Corrado Gini.

Indicele lui Gini este reprezentat in Figura 1.1. ca fractia ce are la numarator (A) aria suprafetei
situatd Intre linia de egalitate si curba Lorenz, iar la numitor (A+B) toatd suprafata de sub prima

bisectoare:
A

T A+B




O valoare mica a indicelui lui Gini indica o repartitie mai uniforma a veniturilor. Desi in practica
nu sunt niciodata atinse, valoarea 0 corespunde egalitatii intre venituri, iar 1 inegalitatii totale a
veniturilor.

Alta definitie a indicelui Iui Gini (in functie de Curba Lorenz) este

1
G=1-2[ L(p)dp.
O generalizare importanta a indicelui lui Gini a fost propusa de Yitzhaki (1983):

G, =1-v(v-D| (- )L, (p)dpiv >1

Observam ca pentru v =2 obtinem indicele lui Gini.

[l
NOI CLASE DE CURBE LORENZ

Familii de curbe Lorenz

Distributia veniturilor consta Tn compararea veniturilor indivizilor dintr-un grup sau societate,
si reprezintd unul dintre aspectele economiei si structurii sociale. Studiul statistic al distributiei
veniturilor este util pentru a oferi informatie, nu consta in recomandari de distributie (in acest scop se
utilizeaza “teoria redistribuirii veniturilor”).

Exista multiple modalitati prin care poate fi analizatd distributia veniturilor. Un exemplu ar fi
compararea veniturilor celor mai bogati (10%) cu veniturile celor mai siraci 10%. In majoritatea
societdtilor, cei mai bogati 10% controleazd mai mult de jumatate din venitul total al societatii.

Curba Lorenz este cea mai utilizatd metoda de caracterizare a distributiei veniturilor.

Curbe Lorenz pentru repartitii clasice
Fie X, X,,.., X, un esantion independent dintr-o functie de repartitie F, absolut continua,

cu F,(0)=0. Notdm coada superioard a lui F, cu F (x)=1-F, (x), si statisticile de ordine cu

Xy <-..< X, - Presupunem ca existd media venitului si o notdm cu

o=
p = [ yFH(y)dy.

In 1976 Singh si Maddala au adaugat functiei de repartitie rata de hazard a datelor despre
venit. Fie X o variabila aleatoare dintr-o functie de repartitie Singh-Maddala de forma:

Fx(x)zl—(1+[1f} ,X>0;a,9,0 >0,

O

Daca q> 1 atunci curba Lorenz pentru (2.1.10) este data de Sarabia (2008):
a

Ly (p)= |Z(1+£;—l+qj;0§ p<1
a a

1

unde z=1-(1- p)a si |, este functia Beta regularizata incompleta datd prin raportul dintre functia
B(z;a, )

B(a. )

z

Beta incompleta si functia Beta: |,(a, f) =

Functia de repartitie corespunzdtoare repartitiei Dagum de tipul I este datd de Dagum (1977)
prin
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Fy (X) :1—(1+(1]3J ,X>0;
O

unde a,q,o >0. Curba Lorenz a fost data de Dagum (1977) prin

Ly (p) = |Z(Q+£;l—1j:03 p<1
a a

1
unde z=1-(1-p)? si |, este functia Beta incompleta regularizata.

Fiind disponibil un numar foarte mare de forme functionale, apare intrebarea cum sa alegem
intre ele cand incercam sa facem o estimare. O modalitate este sd estimam mai multe functii si sa o
alegem pe aceea care se potriveste cel mai bine pe setul de date. Modelul cel mai potrivit ar putea fi cel
care maximizeaza functia de verosimilitate, introdus de Chotikapanich si Griffiths (2002).

Curbe Lorenz pentru functii noi de repartitie de tip exponentializat

Prima repartitie exponentializata a fost introdusa de Gupta (1998) ca fiind o familie noud de
functii pe care a denumit-o repartitie exponentiala exponentializata (EE). Cei doi parametri ai acesteia

sunt parametrul de forma si parametrul de scald. Cand @ =1 obtinem familia exponentiala clasica.
Gupta si Kundu (2001) au observat cd majoritatea proprietatilor familiei EE sunt comune cu

cele ale familiilor de functii de repartitic Weibull sau Gamma. Gupta (1998) a introdus o alta repartitie

cu doi parametri, denumita Pareto exponentializata II (EP) care are functia de repartitie de forma:

F(x,0,2)=[1-1+x)"]",x>0,14>0,6>0.
Cand 6 =1, repartitia de mai sus corespunde repartitiei Pareto de ordinul II. Ei au aratat ca
EP(6, 1) poate fi foarte utild in analiza multimilor ce contin date despre supravietuire.

Ali (2007) a introdus functia de repartitie Pareto exponentializata I:
Y
F (X, a, B) :{1—(ij } i X>0,0>0,a>0;,4>0.
(o2

Pentru a determina curba Lorenz avem nevoie de cuantila functiei de repartitie:

1Y\
Fxl(y)za(l—yﬂ] 0<y<1
si de media u, :

My = fo- B(ﬂ,—éjtlj;a >1

unde B(-,-) este functia Beta. Pentru integrala din medie am utilizat t:1_[1j .
(o2

Teorema 2.1
Fie X eL cu functia de repartitie F, () Pareto exponentializatd I si functia sa cuantild F~(y).
Atunci functia Lorenz corespunzatoare va fi

1
L (p) = h(ﬂ;—%ﬂj;t: p”, pentru 0< p<1,

11



Introducem functia de repartitie Singh-Maddala Exponentializata ESM(a,q,0,«) ca o
generalizare a repartitiei Singh-Maddala. Functia de repartitie pentru ESM va fi:

a\™d “
F, (x) = 1—(1{1” x>0;a,q,0,0>0,
O
cu media;

a-1\& k+1 1
ﬂxzaaq( " jZ(—l) aB(—gk—qg;=+1).
k=0 a

Teorema 2.2
Fie X €L cu functia de repartitie Singh Maddala Exponenyializata F, (-). Atunci curba Lorenz este

AT (“k_ 1] l, [—q(k +1);;+1]
i (—1)k*§ [“k_lj B (—q(k +1); ; +1}

pentru 0< p<1, unde s, =(1— p*) °.

-1,

Tn continuare definim functia de repartitie Dagum Exponentializati I ED-1(a,q,0,«) ca 0
generalizare a repartitiei Dagum de tip I. Functia de repartitie pentru ~ ED-I va fi:

X

a1
F(x) = 1—(1+[—j ] ,X>0;a,9,0,a>0,
(o2

cu limita la zero Iirrol F, (x) =0, iar la infinit limF, (x) =1.
Teorema 2.3

Fie X €L cu functia de repartitie F, () Dagum Exponenyializata |. Atunci curba Lorenz este

1
05(—1)0(_5"(It (—05,05)+£It (—ochi—l,oz)JrlJr—?lt (—a+2—1,a)+...j
0 a 0 q Za 0 q
Lx(p):

1-aB-1:0)
v

1 1

pentru0 < p<1,unde t, = (1— p«) 9.

Entropia maxima Tsallis si Curba Lorenz

Cercetarile recente in statistica au intensificat interesul asupra entropiei Tsallis. Teoria a fost
introdusa de Constantino Tsallis (1988) cu scopul de a generaliza entropia standard Boltzmann-Gibbs.
In noua teorie este introdus parametrul real ( pentru masurarea gradului de nedeterminare.

Entropia Tsallis a unei variabile aleatoare X cu valori reale si densitatea de repartitie f (x)
este definita prin:

HTsaIIis ()= [1_[1 fe (X)dx}ﬁ_
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Holm (1993) a obtinut o familie de densitati de repartitie ale entropiei Shannon maxima sub
restrictiile mediei si indicelui Gini.

Ryu (2008) a testat performanta si utilitatea unei masuri de inegalitate in functie de indicele
Bonferroni prin metoda maximizarii entropiei Shannon. Tot Tn acelasi an Rhode (2008) a prezentat o
legatura formala intre doud masuri ale inegalitatii: entropia generalizata si curba Lorenz. Concluzia lui
Rhode este una foarte importanta, si anume ca putem considera curba Lorenz ca baza pentru majoritatea
masurilor de inegalitate.

Fie X o variabild aleatoare in intervalul [X,,X,]. Atunci avem

Hrws (1) =| 1= [ fQ(x)oliqi_1

Notam p = F(x), apoi entropia Tsallis va fi

o dF Y 1
HTsaIIis(f)_ll_J.o[ dp j dp]ﬁ

unde F™'() este inversa functiei de repartitie F (..
Cautam maximul functiei descrisa in Holm (1993) pentru indicele Gini si media cunoscute.
Consideram urmatoarea problema de optimizare:

(dFY " |1

Max | Higais () = 1__[ —— | dp|—

ol dp q-1
dF .l dF !
G s [[@-p)p =

Fie o familie de curbe Lorenz cu L(0)=0 si L(1) =1.
Pentru cazul 4, #0,4, =0 functia de repartitie va fi

astfel Tncat J:(l— p) dp=G-pu.

a9

( )8(23 1) "
X—)B| 2;3—-=
3q-1 q
2q-1 G-u

F(x)=1-

iar functia Lorenz corespunzatoare entropiei Tsallis:

sallis G -1 2_3
L (p) = . qu_l{qq p-1+(1-p) q}p
B£2;3—j
q

In continuare analiziam cazul 4 =0,4, #0:

Vom avea:
2
1] G 9 9 q q 2 q
p+

LTsaIIis —n— q_
x (P)=p (—3q—2

Cazul 4, #0,4, #0 conduce la:
Folosind dezvoltarea
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1

q 1 m m

@+yp) ¢ =ZA(—a,mJ7 p
m>0

unde

I'(s+1)

T TG+l-mIm+1)’

A(s,m)

rezulta:

m>0

Restrictii de medie. Inegalitditi
In cele ce urmeaza consideram ci media se afla intr-un interval compact [ﬂ’, ,u”]. Astfel

restrictiile sunt de forma
1
Gu'< [ (2p-1)F *(p)dp <Gy’
’ 1 -1 "
W[ F(p)dp<p.
Dupa transformari obtinem restrictiile

! 1 dFil "
i-x < pT Pap< o,

! 1 d F - 14
Gu SIO 1-p) p%dp <Gu
n care se maximizeaza entropia Tsallis.

Teorema 2.4
Solutia acestei probleme este data de

dF !
D[40 )+ 2,0 )]
unde 4, 4, sunt multiplicatori Lagrange pentru care se pot obtine informatii din restrictiile de mai

sus.
In continuare prezentam solutiile acestei probleme.

-1/q

Teorema 2.5
Daca A, #0,4, =0 atunci

-1
dde( p) =/11—1/q (l— Io)—llq §|

F(p) =4 [1- (= p) ™ |+,
unde

Ve {max{—(’u' ng(z_q) ,Gu’{B(2,3—%)} } min{(ﬂﬂ_x‘g(z_q) ,Gu”[B(2,3—%)} H

I i i - ie interval, adica
In acest caz solutia problemei este curba Lorenz L™ ca o functie interval, ad

LTXsallis(p) _ [%{ﬂiq ( p—1+(1— p)zq]+ pXo}v%{ﬂlq ( p—-1+(1- p)qu+ pXoH .
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Teorema 2.6
Daca 4 =0,4, #0 atunci

dF*(p) _
dp

F*(p)=ﬂg'“qsp<1—§,1—§)+xo,

2, " (p@-p)) s

unde

(4 = %) Gy - (4" =) Gy’

: ,min ,
Ba-12-1) Be-12-1 Ba-1t,2-1y g-12-1
a'" g 0" q a'" g a'" g

A,V e | max

Tn acest caz solutia optima este curba Lorenz interval

~1/ -1/
LTXsaIIiS(p):|:ﬂQ qJ'th(l_i,l_ijdter_XO % qJ.th(l—i,l—int+p_x?:|

"o 9" q JZATERC 9" q 7

Teorema 2.7
Daca A, #0,4, =0 atunci

dF *(p) _
dp

_ _ 1 m 1
F 1(p)=ﬂ1 1/qZA(_a,m)7 Bp(m+1’1_a)+XOx

m>0

cu A(s,m) dat de (2.3.30), unde A, A, verifica inegalitatile

! - 1 m 14
M =X S%l/qZA(—Em)?/ SH =X

m>0

A (L= p) Ly p) s

HG< My A(—i, m)y" <u'G.
q

m>0

Tn acest caz solutia optima este curba Lorenz interval

. -1/q
L‘rxsa|||s(p) :[2‘1 - ZA(_E,m)}/mJ.Op Bt (m +1,1—1jdt+ pX’? )

,IJ m>0 q q /,l
~1/q
LN ZA(—E,m)ymjp B, (m +1,1—3jdt+p—x?].
m=0 q 0 q M

Tn finalul acestei sectiuni vom considera cazul cand media este cunoscuti dar indicele Gini
apartine la interval dat [G',G"], unde G'<G". Relativ la astfel de restrictii curba Lorenz care

maximizeaza entropia Tsallis este data in urmatoarea teorema. Si Tn acest caz au loc relatiile (2.3.10) si
(2.3.11):

Teorema 2.8
-1

1 1
Dacd 4 =0 si 4, #0 atunci d('j: =2 ‘[pA-p)]a, s
p
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1 1
o 1 1 - _
F‘l(p):ﬂqu[p;l——,l——j+XO; pentru 1—1>0, unde 4,7 = %~ ; dar x, verifica
a g q 1,1
B|1--,2
q q
inegalitatea
G',uB(l—l,Z—lj G",uB(l—l,Z—lJ
1q 1q +US X < 1q 1q +u.
q q q q
Tn acest caz solutia este curba Lorenz
Tsallis G q q_l 2_3
L™ (p) = 201 p-1+(@1-p) *|+p
CHE

Mecanismul Marshall-Olkin pentru a obtine curbe Lorenz

Marshall si Olkin (1997) au propus o metoda interesantd de a adduga un parametru nou unei
repartitii cunoscute. Repartitia rezultata, denumita repartitia extinsa Marshall-Olkin (MO), include
repartitia originala ca fiind un caz particular si ofera o flexibilitate mare in modelarea diferitelor tipuri
de date.

Prezentarea mecanismului Marshall-Olkin
ie F(x) =1—F(x) functia de supravietuire a unei variabile aleatoare continua X ce depinde de

un vector parametru S =(4,,..., B, )" de dimensiune q. In continuare fie f(x)= @ densitatea de
X

repartitie asociata functiei de repartitie F(x). Atunci repartitia extinsa MO are functia de supravietuire
pentru X € (—o,), >0 dati de
aF(X) 3 aF(X)
1-@F(x) FX)+aF(x)
unde & =1—¢. In mod evident, ecuatia (2.4.1) este 0 modalitate de a obtine noi repartitii parametrice
din cele existente. De exemplu, pentru o =1 avem G(x) = F(x). Densitatea de repartitie g(x) ce
corespunde repartitiei (2.4.1) va avea forma:
g(x) = % , pentru X € (—o0,0),a >0
(1-a F(x))

Cateva cazuri speciale ale ecuatiei (2.4.1) discutate in literatura recenta au considerat repartitia
F(x) ca fiind Pareto — in Ghitany (2005), Gamma — in Ristic (2007) sau Lomax in Ghitany (2007).

Marshall si Olkin (1997) au observat ca repartitiile acestor forme extinse au o proprietate de
stabilitate, in sensul ci aplicand transformarea lui G nu obtinem un rezultat nou, ci functia rezultata
contine acelasi termen F(x), dar are o alta valoare a parametrului ¢ . De aici Economu si Caroni (2007)

au aratat ca repartitiile extinse Marshall-Olkin au proprietatea de proportionalitate.

Utilizand aceasta schema de parametrizare (M-O), Preda V., Panaitescu E. si Ciumara R. (2011)
au definit si analizat proprietatile asimptotice ale repartitiei Poisson Exponentializata modificata.
Aceasta noua repartitie este o generalizare a repartitiei EP propusa de Kus (2007).

In acest an a aparut articolul “Asupra repartitiei Weibull extinse Marshall-Olkin” in care
Cordeiro si Lemonte (2013) au studiat repartitia Weibull extinsa Marshall-Olkin cu trei parametri
(MOEW). Aceasta repartitic a mai fost studiata de Ghitany (2005) si Zhang si Xie (2007). Ghitany a
aratat ca MOEW poate fi obtinuta ca o repartitie compusa prin mixarea repartitiei exponentiala, iar

G(x) =
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Zhang si Xie au investigat caracteristicile modelului bazandu-se pe graficul probabilitatilor functiei
Weibull.

Familii Lorenz de tip Marshall-Olkin

Fie L, o curba Lorenz. Atunci din proprietatile Curbei Lorenz avem L,(0)=0,
Teorema 2.4.1
Daca L, este o curba Lorenz iar f€[0,1] atunci L;:[0,1] —[0,1], LB(p):%, unde
- A

,B =1- /3, este o curba Lorenz.

Familii Lorenz generate de curbe Lorenz cunoscute utilizand principiul
Marshall-Olkin
Corolarul 2.4.1.
Fie L,(p;a) Curba Lorenz Exponentialda. Atunci curba Lorenz generatd prin mecanismul

Marshall-Olkin va fi
G

LB(p;a;ﬂ)zl_ea —1+,B(ep“ _1)

,a>0,3¢e[0,]].

Corolarul 2.4.2.
Fie L,(p;e,y) Curba Lorenz definita de Ortega (1991). Atunci pentru orice

£ <€[0,1],x>0,0< y <1 curba Lorenz generata prin mecanismul Marshall- Olkin va fi

Lo (P, 7. f) =1~ 1+ p“(1- p) - p° |
e’ [1_(1_ p)y}+1+ p“(1-p) - p*

Corolarul 2.4.3.
Fie L,(p;a,y) Curba Lorenz definita de Rasche (1980). Atunci pentru orice

£ <€[0,1],7>1,0<a <1 curba Lorenz generata prin mecanismul Marshall- Olkin va fi
Pat4
pl1-(1-p) |
a1 e
2-|1-(1-p)" [ +p|1-(2-p)"]

LB(p;a’7/1ﬂ):

Corolarul 2.4.4.
Fie L,(p;a,y,0) dinecuatia (2.1.15) Curba Lorenz de tip Pareto Generalizata. Atunci pentru

orice f€[0,1],a>0,7>1,0<06 <1 curba Lorenz generata prin mecanismul Marshall Olkin va fi
a sV
pp|1-(1-p) |

LB( a, ’5113): 7 7"
e 1-p” [1—(1— pﬂ + Bp° [1—(1— p)g}

Corolarul 2.4.5.
Fie L,(p;a,b,d) Curba Lorenz de tipul Beta Kawakani. Atunci pentru orice

£ <[0,1],a>0,0<d <1,0<b<1 curba Lorenz generata prin mecanismul Marshall-Olkin va fi
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p-1-ap’(1-p)
1-(-B)(p-ap® (1-p)’)

L;(p;a,b,d,B) =1~

Familii Leimkuhler de tip Marshall-Olkin
Fie K, si K; douda curbe Leimkuhler definite prin: K,(p)=1-L,@-p) si

Ke(p)=1-Lg(1-p).
Teorema 2.4.2
Fie K, o curba Leimkuhler. Atunci pentru orice p €[0,1]

Ko(p) = — 2P
l_[ﬂ+lj K.(p)

este o curbd Leimkuhler, unde g <[0,1].

Familii Lorenz de tip Marshall-Olkin de ordin n

Teorema 2.4.3

Dacd L, este o curbd Lorenziar f,,...4, €[0,1] atunci L, :[0,1] —-[0,1],
BB Ly (P)

1-(= BBy (P)

LA1 (p) =
este o curba Lorenz.

Familii Lorenz generate prin mecanismul Marshall Olkin din doua curbe Lorenz cunoscute
Teorema 2.4.4
Fie L,,L; doud curbe Lorenz si S <[0,1]. Atunci L. :[0,1] —[0,1],

_ BL.(p)
~O=1750 ()

este o curba Lorenz.

[l
MODELE DE CURBE LORENZ MIXTE

Introducere

Importanta Curbelor Lorenz in analiza statisticd si economica a inegalitatii venitului ne
motiveaza dorinta de a gasi noi familii parametrice de Curbe Lorenz. Multitudinea de modele
parametrice propuse in literatura de specialitate nu constituie un inconvenient, ci un considerent
suplimentar dat de nepotrivirea in totalitate a curbelor empirice pe setul de venituri date.

Familii parametrice de Curbe Lorenz
Kakwani si Podder (1973, 1976) au propus primele modele parametrice de estimare a Curbelor
Lorenz. Tn 1973 au introdus curba
L(p) =p¥Ye 0P pentru0<p <1sin>0;1<y<2.
Utilizand sistemul de coordonate propus de Gini Tn 1932 de forma
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n= % si = %, unde 0 < u < 1, Kakwani si Podder au dat o alta definitie curbei v =

L(u), caracterizata prin
n=an*(V2-m)f,cua=00<a<1si0<p<1.
Propunem trei modele parametrice noi de Curbe Lorenz:
1 p¥—p°

Li(p; 0,v) “Tnp v=0

,v>0

1 pv_pG
Lz(p;H,k,v)=m —

[1-(1-p)L,v>6,0=00<k<1

eV —89
Ly(p; 0,v) = pe ¢V ————,v > 6,0 2 0

Observarie:
Aplicand limita dupa v, cu v — 6 obtinem
i) lim Ly (p; 0,v) = p°
V-
i) lim L, (p; 0,v) = p°[1 - (1 - p)“]
V-
i) lim Ly (p; 0,v) = pe9(1-p)
VvV
Teorema 3.1: Presupunem ca L (p; 8, v) este definitd si continua pe [0,1], cu derivata de ordinul doi
L"1(-). Functia L, (+) este o Curba Lorenz daca si numai daca
L,(0;6,v) =0, L', (0*;8,v) = 0
Li(1;6,v) =1,L",(p;0,v) = 0,p € (0,1).

Pentru curba L5 indicele lui Gini va fi:
v—-0

e
—_— 1o~ _ -0
Gs =1 262(6—1/)(9 1+e79)

Compunerea CL propuse cu repartitia Gamma

Curbele Lorenz compuse sunt o modalitate de a obtine o potrivire mai buna (pe datele
disponibile) prin construirea unor modele mai complexe ce combind o curba parametricd Lorenz cu o
densitate de repartitie cunoscuta. Metoda de compunere a fost introdusa de Sarabia (2005).

Fie Curba Lorenz parametrica L;(p; 6,v), unde 6,v sunt vectori-parametru. De exemplu, 6
poate fi un parametru scalar ce reprezinta un factor al omogenitatii populatiei.

Fie m(6; a, A) o densitate de repartitie absolut continua pe & — R unde a, A sunt parametri reali.

Teorema 3.2: Expresia L, (p; v; a, 1) = f@ L1(p; 0,v)m(6; a, 1)d6 defineste o curba Lorenz, unde

w(0;a, 1) = %(9 — 1)* 1e=40-Dy(g > 1), oricare ar fi @, 1 > 0.

Teorema 3.3: Expresia L,(p; a, A, k,v) = fooo L,(p; 8,k,v)m(0; a,A)dO defineste o curba Lorenz,

unde (0; a, 1) = %6“‘%"191(9 > 0), oricare ar fi a, A > 0.
Teorema 3.4: Expresia L3 (p; a,1,v) = fooo Lz(p; 8,v)m(0; a, A)dO defineste o curba Lorenz, unde
n(0;a,1) = %9“‘13"191(9 > 0), oricare ar fi @, 1 > 0.

In continuare dorim si gasim indicele Gini pentru noua curba Lorenz |:3 . Pentru aceasta vom
folosi Teorema 3 a lui Sarabia (2005) care ne indica urmatoarea proprietate:

G(L) =E,[G(L)],
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unde E_ este valoarea medie a lui G(L;) Tn raport cu functia densitate de probabilitate

Forma finala a indicelui Gini va fi:

ap-vA wa3 [(a@=2)

G. (Av,a)=1-22"e" (=) —=[TB—a,—vA) -T(3-a,v(1+ 1))].
: I'(a)

Importanta curbelor Lorenz in analiza economica si statistica a inegalitatii veniturilor si bogatiei
motiveaza dorinta de a gasi noi familii parametrice de curbe Lorenz. Concluzia noastra este ca
aproximarea parametrica mixta aduce o concordanta mai mare prin introducerea de restrictii stricte.

Prin utilizarea unor instrumente statistice corespunzatoare se pot face comparatii intre noile
curbe mixte si cele clasice propuse de Sarabia (2005). Estimdrile parametrilor modelelor pot fi
determinate prin utilizarea metodei a celor mai mici patrate neliniara.

Tn acest capitol am introdus modele de Curbe Lorenz mixte pentru familii parametrice de CL
prin compunerea acestora cu repartitia Gamma, rezultate publicate in [7].

IV
INTERVALE DE INCREDERE ALE
CURBELOR LORENZ GENERALIZATE

Familii de repartitii Weibull Exponentializate si rata de hazard corespunzatoare

Repartitia Weibull este o functie foarte bine cunoscutd. Denumita dupa Walddi Weibull, un
fizician suedez, a fost utilizata initial in analiza rezistentei la rupere a materialelor.

Familia de repartitii Weibull Exponentializatd a fost introdusa de Mudholkar si Sarisastva
(1993) ca fiind o generalizare a familiei de repartitii Weibull. Aplicatiile acestei repartitii au fost
ilustrate de Mudholkar (1995).

Aplicam o extindere familiei repartitiei exponentiale si obtinem familia de patru parametri
definita prin

F(x; 1.k, A;0) =

0,x< u
unde x <X este parametrul de locatie, k>0 este parametrul de forma, A4 >0 este parametrul de marime

si >0 este al doilea parametru de marime. Aceastd familie se numeste Repartitia Weibull
Exponentializata.
Densitatea de repartitie corespunzatoare este

k-1 X— k X—
f(x;y,k,/l;e):%k[)(;’uj e{Tﬂ) 1—e7(7ﬂ]

Pentru cateva valori fixe ale parametrilor obtinem repartitii diferite: daca € =1 repartitia devine
Weibull cu doi parametri. Pentru k=1 se reduce la familia exponentiala, si daca =k =1 avem
repartitia exponentiala cu un parametru. Daca € =1k =2 obtinem repartitia Rayleigh.

Avantajul principal al acestei repartitii este flexibilitatea functiei de hazard corespunzatoare:
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Curba Lorenz Generalizata este data de formula (4.5):

h(x; i, k, 4;60) =

k

: +u (dt,0<u<l

1-t¢

GL, (u)=j Alln

Estimatorul de verosimilitate maxima pentru repartitia Weibull Exponentializata
Fie X, X,,..., X, un esantion de variabile aleatoare independente dintr-o Repartitie Weibull
Exponentializata Fx Atunci functia de verosimilitate este data de:

L(k,1,6) :f[ f(x K, 4,6)

i=1

8] e g

i=1
. (4.6)
Logaritmand expresia functiei de verosimilitate (4.6) obtinem:

InL(kﬂH)_nln(iJ n(k-1)In A+ (k- 1)Zlnx——2x +(0—- 1)Zln(1 e[ j)

Dorim maximizarea functiei de ver05|m|I|tate pentru flecare parametru:

Intk,4.0) _ 4 (ek] n(k-1)In 2
oA A

k=D Inx —%Zx +(a_1)jm(1_e‘(?] )

Teorema 3.1. Pentru 6> 2 estimatorii (k,1,60) parametrilor (k,4,6) sunt consistenti si
Jn(k—k,A—1,60—6) este repartizat asimptotic normal cu vectorul- medie nul si matricea de
covariantd |17, unde

2 2 2
E6Ir12L E6InL EalnL
ok okoA okoo

2 2 2
= o°InL £ aInZL £ o°InL
n ook oA 0100

2 2 2
£ o°InL £ o InL £ alnzL

060K 06GOA 06

iar mediile derivatelor partiale de ordinul doi ale functiei de verosimilitate sunt de forma:
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Intervalele de incredere ale curbei Lorenz Generalizata utilizind aproximarea normala

In acest paragraf se va utiliza aproximarea normala pentru a construi intervalele de incredere
ale Curbei Lorenz Generalizatd (CLG). In primul rand cautdam un estimator pentru CLG.

Fie X, X,,.., X, un esantion de variabile aleatoare independente din Fyx. Un estimator
consistent pentru CLG este:

GLx (u) = j F(t)dt

unde F*(p) este p-cuantila lui F .

Tn consecinta, putem construi un interval de incredere bazat pe aproximarea normald pentru
CLG astfel:

(é—zl ad/ﬁéﬂl L6, 13n)
T2 2

Unde z _ este cuantila repartitiei normale standard.
1—

\
PROPRIETATI ASIMPTOTICE ALE ESTIMATORILOR
NON-PARAMETRICI Al CURBEI LEIMKUHLER Sl
INDICELUI KAKWANI

Introducere
Fie (Q,7,P) un spatiu de probabilitate si X o variabila aleatoare cu media £, <oo.

Notam functia de repartitie a lui X prin F, si functia cuantila, functia inversa continua la stanga
a lui F cu Q(p)=inf{xeR;F(x)>p}. Atunci curba Lorenz este o functie convexa crescatoare
L- :[0,1] - [0,1] definita de Gastwirth (1971) astfel:

Le (p) = 1! [/ Q(y)dy,, pentru 0< p<1.
Presupunemca X,, X,,..., X, sunt variabile aleatoare independente in spatiul de probabilitate
(©Q,7,P) pentru o repartitie F, absolut continua cu F, (0)=0.
Dupa inlocuirea lui F, Tn (5.1) cu functia de repartitie empirica continud la dreapta F,,
Gastwirth a construit curba Lorenz empirica L, :[0,1] —[0,1], ca fiind:

L(p) =4[ Qu(y)dy, pentru 0< p<1,

unde g, =(X +...+X,)/n.

Problema gasirii unei estimari neparametrice a verosimilitatii maxime (NPMLE) pentru functia
de repartitie F pe baza a doud esantioane independente: un esantion {X,;i=1,..,m} pornind de la F
si un esantion {Y,;i=1,..,n} pornind de la G a fost abordata de Vardi (1982). Estimatorul empiric al
lui F este
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F (t) :vn’lj.; y'dG,(y), unde v, =J? y'dG, (y) si G,, estimatorul empiric al lui G, este dat de

G,(t)=1/n> I(Y,<t), iar I(A) descrie indicatorul evenimentului A.
i=1
Presupunem ca procesul empiric este dat de
a, (t) =n"*[F,(t)-F()],t>0.
Sen (1984) a demonstrat convergenta slaba a procesului ¢, la un proces Gaussian in ipoteza

EY ™ <.
Fie Y, <..<Y, o statisticd ordonatd corespunzatoare lui Y,,...,Y,. Atunci estimatorul

esantionului ce corespunde cuantilei Q(p) este definit de Q,(p)(=Y,,) unde k(=k,) este un intreg
aleator, bine ales, ce depinde de statisticile de ordine si e definit prin

k n
K, = max{k;ZYn:il < p(ZYnf]};O <p<l
i=1 i=1

Vom considera in continuare ipotezele lui Fakoor (2011):
(Al) Presupunem ca functia de repartitie a lui F are functia de densitate de repartitie continua
f intr-o vecinatate a lui Q(p) si f(Q(p)) este strict pozitiva si finita pentru orice 0< p <1.

(A2) Presupunem ci E(Y >%) < oo, pentru anumiti 5 >0, si
sup{| f'(X)|;xeR"}< 0.
(A3) Avem _[: (G(y))" ydy < oo, pentru anumiti parametri r>2.
Folosind aproximarile procesului empiric
7, () =Vn (G, -G(1)),t>0
se poate obtine o aproximare tare pentru «,, .
Horvath (1985) defineste procesul I'(t,n) pentru aproximarea «, astfel incat

rn)=v [y dk(y.n)-vFO[ y dK(y.n).

Atunci procesul Gaussian cu medie zero va avea covarianta
1

E(T(x,n)T(y,m)) =(mn) 2(mAn)(c(xAy)—F(X)o(y) - F(y)o(x) + F()F(y)o) (5.3)
unde o (t) =[] ydG(y) , i o = limo(t)=v? [y “dG(y).

Notam procesul Lorenz

1,(p)=n{L,(p) - L (p)}, O<p<L.
Goldie (1977) a demonstrat consistenta uniforma a lui L, catre L. si a determinat convergenta
slaba a procesului Lorenz catre un proces Gaussian in anumite conditii.

Curba Leimkuhler

Familia de curbe Lorenz poate modela corect curba de Tnceput a venitului (de jos, corespunzatoare
persoanelor cu venituri mici), dar in unele cazuri nu suficient de relevant curba de sus a observatiilor
veniturilor. Sarabia (2008) a introdus o curba care modeleaza partea de sus a repartitiei.

Fie K,(p) statisticile Leimkuhler definite de
(P
Ko(p)=1-4;'[ " Q,(u)du
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Comportamentul asimptotic al statisticii Leimkuhler

Aratam in continuare consistenta tare uniforma si aproximatia tare Gaussiana pentru K _(p).

Pentru asta vom folosi rezultatele corespondente pentru statisticile Lorenz si rezultate clasice de
aproximare tare.

Teorema 5.3.1 (Consistenta tare uniforma)

Presupunem ¢ >0 astfel incat F'= f este continua si strict pozitiva pe [Q(p)—J;Q(p) + 5]. Atunci

loglogn
sup | K, (p)— K¢ (p) |=o(«/&J P-as.
0<p<1 n

Definim Tn continuare procesul Leimkuhler
ko(P) =n[K,(P)~Kc(P)]. pl0.1]
si procesul Gaussian {I'(t,n),t > 0}.
Teorema 5.3.2 (Aproximarea tare Gaussiana)

Presupunem ca sunt indeplinite (A1)-(A3). Atunci pentru un spatiu de probabilitate potrivit de mare
existd un proces Gaussian cu doi parametri, de medie zero {I'(t,n),t >0} si exista r>2 astfel incat

k@~ p)—%(KF(l— P)G(m)—H (n, p))‘ =0[<n‘4 log n)v(n'*)j apt

FQW.M 4 o i oy (* TQUL
fauy ¥ HOR=] S oy

12) existd un sir de procese Gaussiene de medie zero {I",(t),t >0} si existd r >2 pentru orice A cu

i1) sup

0<p<i

r-2, e
pentru 0</1<7, unde G(n)_j0

0<Ai< rz;z atunci avem:
r

sup
0<p<l

unde G, ()= [, 3 ey si H,n )= Fe S Wy,

Einmahl (2007) reafirma ca legea Strassen a logaritmului iterat se poate aplica pentru orice
functionala continua y :C[0,1] - R cu probabilitate unu si {1//(S(n) /2nLLn;n > 1} este marginita.

K, (1- p)—%(KF(l— PG, (M)~ H, (n, p))‘ =0((n4 log n)v(n%] apt,

Luam in considerare motivatia lui Fakoor (2011). Fie C(0,1) spatiul de functii continue pe [0;1]
si S multimea de functii absolut continue Strassen:

5 ={p|9:[0.1]>R,p(0) =0, [/ (9’ () dx <1}
Daci S, ={p:[01] > R|3¢, €8, 0(n) =, ((QW) - FQU)Yo} atunci pentru g, €5,
relativ la K, (p) noi definim

1 1 (Do(y) 1 %(y)
=2 K. (1- dy — dy |, 0<p<1l.
Ve (P) u( P F o ™ e Ty y] =P

Fie S, :{w%}(p . Atunci avem

0€So

Teorema 5.3.3 (Functionala LIL)
Presupunem ca sunt indeplinite (Al)-(A3). Atunci pentru spatiul de probabilitate (€2,7,P) sirul de

aplicatii kn(o)/«/2log logn este P-aproape sigur relativ compact in C(0,1) Tn raport cu norma
supremum. Tn plus, multimea de puncte limiti este S, .
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Curba Kakwani

Kakwani (1980) a introdus masura de inegalitate K, definitd de

K, =1-r(r+D)[ L, (p)— p)*dp
ca o generalizare parametrica a indicelui Gini (G). Pentru r =1 este clarca K, =G.
Noi vom introduce Curba Kakwani corespunzatoare ca fiind
K, =1-r(r+)L, (p)L-p), r=1
Introducem statisticile Kakwani prin

Ken(P) =1=r(r+D(- p)~ 1" ["Q, (U)du

Comportamentul asimptotic al statisticii curbei Kakwani

In aceasti parte aratim consistenta uniforma tare si aproximarea Gaussiana tare pentru K. .(p).

Pornind de la Sen (1984) si Lema 1 a lui Fakoor (2011) obtinem urmatoarele rezultate.
Teorema 5.5.1 (Consistenta uniforma tare)
Presupunem ca au loc (Al), (A2) si r >1 atunci

loglogn
sup | K, ,(p)~ K, (p) |=o(~/%] P-a.s.
0<p<1 n

Teorema 5.5.2 (Aproximarea Gaussiand tare)
Daca presupunem ca au loc (A1)-(A3) atunci exista un spatiu de probabilitate (€2,%, P) pe care putem

construi un proces Gaussian cu doi parametri de medie zero {I'(t,n),t >0} si exista r>2 astfel Tncat

i1) sup { ka0 ) (1 D= P G0~ (0K, (D HO p))‘ (- p)l—r} _

0<p<i

1 _
:OL(n *log n)v(nl)) P-a.s., pentru 0</1<r2—2;
r

Daca 0< p, <1si A este definit ca mai sus, atunci

sup
0<p<p,

Kea L~ p)‘%(r(”l)(l— p) G (n) - (1—K, - (p)) H(n, p))‘ (- p)“} =

=0 ((n_‘11 logn) v (n“)] P-a.s.

i2) De asemeni putem construi un proces Gaussian {I", (t),t > 0} cu media zero si exista r>2 astfel ca

sup
0<p<l

1 f—
= O[(n_zt logn) v (n—l)] pentru orice A € (O, r2_2j si

r
Ssu
0<p<p

i1 D) (14D )8, () K, (PDH, (0 p))‘ - p)“}=

all- p>—%(r<r+1)<l— P)"'G, (M)~ (A=K, (M) H,(n, p))‘ (1- p)“} =

1 f—
= O((nct logn) v (nﬂ)j pentru orice A€ (O, %) cu 0<p, <1.
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Fie S, = {!ﬁ%} . Atunci avem

PE€Sy

Teorema 5.3 (Funcrionala LIL) Daca (Al)-(A3) au loc atunci exista un spatiu de probabilitate
k, ,()@-t)""

r(r +1)a/2 loglogn ’

relativ compact in C(0,1) relativ la norma supremum. Tn plus, multimea de puncte limit este S, .

(©3, 7, P) astfel incat sirul de functii — t €(0,1), pentru r >1 este P-aproape sigur

Comportamentul asimptotic al indicelui Kakwani

K, =K e |=O( /MJ P-a.s.
' ' n

Dupa un secol de analiza intensd a familiilor de curbe Lorenz in domeniul veniturilor si a
distributiilor de avere, a fost introdusa recent curba Leimkuhler pentru o potrivire corecta a datelor din
partea superioara a valorilor observate. Am definit rezultate asimptotice pentru estimatori
neparametrici ai curbei Leimkuhler si pentru indeicele Kakwani. Tn sectiunea 5.3 si 5.5 am obtinut
aproximarea lor Gaussiana tare pentru un esantion care corespunde unei distributii dependenta de
lungime. S-a determinat o lege a procesului logaritmului iterat pentru acesti estimatori.

Vi
FAMILII PARAMETRICE NOI DE
CURBE LEIMKUHLER

Teorema 5.4.
Daca (A1) si (A2) au loc atunci

Concluzii

Introducere

Definitia curbei Leimkuhler propusa de Sarabia (2008) a fost punctul de plecare al acestui
capitol. Utilizand aceasta abordare recenta propunem o noud familie de Curbe Leimkuhler parametrice.
Vom analiza o mare varietate de proprietati, inclusiv masuri ale inegalitatii.

Curba Leimkuhler

Familiile de curbe Lorenz pot modela corect valorile mici observate, dar uneori incorect datele
din partea superioard. In informetricd, de exemplu, studiile analizeaza sursele cele mai productive.

Curbe Leimkuhler mixte

Fie L, (p,6,v) o curba Lorenz parametrica, 7(6,a,A) densitatea de repartitie Gamma pe
(0,) si K(p,8,v) o curba Leimkuhler parametrica.
Definim curba Leimkuhler mixti prin K(p,0,v, 1) = E 0.0y (K(P,6,v)), unde

a

n(0,a,1)= 1_/(1

0" %10 >0).
@)
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Teorema 6.1.
Fie K( p,0,v,A) o curba Leimkuhler mixta. Atunci are loc relatia:

K(p,6,v,2)=1-L, 1-p,a,A,v)

Teorema 6.2.
Daca L, (p,d) este curba Lorenz exponentiala atunci functia corespunzatoare curbei Leimkuhler

Gamma-Exponentiala este

K(p,a,2)=1— -p
[1-2"In(L-p) |

In stransa legitura cu capitolul cinci in capitolul al saselea am dezvoltat familii parametrice
noi de Curbe Leimkuhler, precum si Curbe Leimkuhler mixte, avand la baza articolul [8].

Vi
APROXIMARE DE ORDIN SUPERIOR PENTRU
DIVERGENTE GENERALIZATE

Notiuni preliminare

Problema gasirii si estimarii distantei corecte (diferenta sau discriminare) intre doud densitati
de probabilitate este printre cele mai importante in Teoria Probabilitatilor. ¢ -divergenta Csiszar are

aplicatii Tn antropologie, genetica, finante, economie, stiinte politice, biologie si procesarea semnalelor.

Aproximari de ordin superior
Aproximari folosind formula lui Taylor

Definim (¢, a) -divergenta generalizata dintre masurile de probabilitate &, <&, ca fiind

L. 8) =] o )qo( K ’jdu(x).

(x)
Pentru a=1 obtinem ¢ -divergenta Csiszar din (7.1).

Teorema 7.1.
Fie 0<a <1< g, functia ¢ conform ipotezelor din paragraful anterior, si ¢ € C"([«r, ]),n>1

cu | o™ (t)— o™ (D] o functie convexa in t. Fie 0<y <min(1-e, 1) fixat. Atunci

Fan£) =3 120N 61600009000y d

(n)
Lol@™y) o(p

(n+D)'y
Daca ¢?(1) =0, j=1,...,n, atunci

T(8)< j’(‘”

D[ g9 1160 900 ™ d

(n)
], 8 001100~ g00 d
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unde (@™, y):=sup|A,(¢™;x)| este modulul de continuitate de ordin 1, iar

(n). R ()] (n) . e . . .
A (97 x) = (X+Yy)—¢" (x) este diferenta finita de ordinul I. Pentru n par sunt obtinute prin

| |n+1

~()—( )1

Ja<t<p

Teorema 7.2

Fie O0<a <1< g, functia ¢ conform ipotezelor din paragraful anterior, si ¢ € C"([«, £]),n>1

(n)

. Presupunem w(¢™,7) < @,,unde 0<z < f—a,w>0.Fie xeR sinotam prin

WP (x[=p)™
= d
A0 IH (Dt "
unde (m} este partea Intreagd superioara a numarului m. Atunci
1?1 aj - a
r¢,a<§l,52)sz“”T L 9770000 - 900) daf+ [ (x)zn(
[N L

Egalitatea in (7.20) este obtinuta pentru functia
g’bn (t) = Wy Xy (p_l)’ a< p < ﬁ!

f(0-000),
9(x) j”

atunci cand n este par.
Corolarul 7.1.

Avem pentru 0<7< -«

Fga,a(é:l’ 52) < anl(pT X
=1 :

a*"(x)(f(x)—g(x»"duh

+o(p™, 7] [ g 100 - g0 " e+

(n+ 1)'

+o L] 9700 - gOOT dart

e RGO

si

[, a(66) < 9% 00(f(x) — 9(x)) d | +

+olp, [ 97" RIT0 -9 (0T du+

1 a-1-n n+1
+WIX 9= ") ) —g () " du}

In particular vom avea

a0 &) <00 00900~ 900)dp+
rolp® [, 97091100 - 9 F du+
T

+2 1,97 01100 -9l du +5)
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si
T,a(&&) <9 @[, g™ 00~ g00)d |+
+o(p, ][ 9 (If0) - g(x)|d pe+

1 a2 2
+-[ 97200700 - 9(9) dask

Rezultate bazate pe formula generalizata Taylor-Widder
Teorema 7.3

Pentru toti x €[«, ] si n>0 avem

L,.(&, 52)<2\B o[ 9 (x)h( 8 ]du+|BM<o<1)| jxga(x)Nn(%,ljdw
+on [ga(x)+g_1( )|f(x)_g(x)|] [f(x) j M-
X y g(x)
Teorema 7.4.
Pentru toti Xe[a ﬂ] si >0 avem
e 52)<2\B o] (x)h( o jdﬂ+|Bn+l¢(1)|‘jxga(x)Nn(%,leﬂ+
+ij 2 (x)| £ (%) - g(x)|) ( EX; jd,u
Teorema 7.5
Pentru toti Xe[a ﬁ] si >0 avem
+

I, §2><Z\B 0] g (x)h( 8 ]du+|8n+l(p(1)|

0 44
[ )’ j‘ “
. f (%)

Fie p= f(x)— N, | —=2,1

ie p=| (g**0)F()-g(x)) n(g(x) j

Atunci

I, 52)<2\B o[ g (x)h(fgxg ]du+|BM(p<1)|

F()
N 1 1d
Jog [g(x) j”

= 2 (90| () -g ()N

Teorema 7.6

du astfel incat 0 < p<min(l—a,b-1).

f(x)
N
J,g (g() }”

552

+

m[smgo; J. (a0 (- g N

Teorema 7.7
Pentru toti Xe[a ﬂ] si >0 avem

ru(66) < 2Bip0] o (X)h(fgxg j “
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Aproximarea de ordin superior pentru divergente generalizate folosind curbe Lorenz
Cazul AB-divergentei

Fie f,g doud densitati de repartitie. Atunci AB — divergenta definita recent de Cichocki (2011)
intre fsi geste D, ,(f || g)

D, (F19)== ] (10007 (0~ 17— g o
unde o, f>0cu a+f+0.
Prin ajustarea parametrilor & si f Chichocki (2011) a aratat ca pot fi obtinute un numar mare
de divergente noi sau standard. Astfel divergenta este exprimata intr-o forma explicita ca fiind:

D, ,(fllg)=] d,,(f(),90)x

unde
1 a a a+ ﬁ a+ .
—@(f (x)gﬂ(x)—mf ﬂ(X)—mg ﬁ(X)]7a,ﬁ,a+ﬂ¢0
fo (x)In(f(X)j F(x)+9%(x) |:@ 20, =0
o g(x)
d,, (100,900 = i[m(?igj{?g;j l]a—ﬂ;to
[04
ﬂi[g (x)In[?E ;j gﬁ(x)+fﬁ(x)];a=0,ﬂ¢0
%(Inf(x)—lng(x))z;a,[)’zo

Astfel rezulta cazurile ce conduc la divergente importante: Alpha-divergenta pentru o+ =1

(Amari (2007); Cichocki (2011)); Beta-divergenta atunci cand « =1 (Basu (1998), Mihoko (2002)) si
divergenta Kullback-Leibler pentru ¢ =1 si f=0.

O proprietate importantd a divergentei este aceea cd D, ,(f || g) este nenegativa pentru toti f
si g si este nuld daca si numai daca f =g aproape peste tot (Cichocki (2011)).
In continuare, rescriem AB-divergenta pentru o+ 3 =a

D, ,(f119)=] d,.,(f(x),g00)x= [ p(t)et
Astfel consideram

U SR
== parp Tatarp)

Derivata de ordin k va fi de forma
go(k)(t):%[—(a—l)(a—Z)...(a—k)t“k +(a-1)..(a—k)t"]

Observim ca ™ (1) =0,k =1,...,n
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Teorema 7.4.3.
Fie 0<a<1<p, functia ¢ de forma (7.4.6) si 0<y<min(1-a, B-1) fixat. Atunci, sub
ipotezele Teoremei 7.4.2, avem

@)= 0 0 6109 -g00r du,

unde  @(@™,y)=sup|A,(¢™;x)| este modulul de continuitate de ordin 1, iar

(n)

(M) ) (M (n) - . :
A (9" x) =" (Xx+Y)—¢"™ (x) este diferenta finita de ordinul I.

Rezultate de aproximare pentru divergente generalizate folosind Curbe Lorenz

Teorema 7.4.4.
Fie 0<a <1< f, functia ¢ conform ipotezelor din paragraful 7.1, si ¢ € C"([a, £]),n>1 cu

| ™ (t)— 9™ (D)| o functie convexd in t. Fie 0 <y <min(1-«, 1) fixat. Atunci

(0)
r,.(6.8)< Z'(” @)

J, >chu [ FO] L]

k=0

60(¢( : y) n+l k n+1 k +l—a—k " k=n-L1r, » n+l-a— k
iy s [LEFON] ™ [Le (G(0)]

Daca ¢?(1)=0,j=1,...,n, atunC|

(n) k—n-1 n+l-a—k
(pa(‘fyé:z a()(qil) Iill)J‘ k n+1 k n+l a—k [er (F( ))] [Lé(G(X))] d,u,

unde  w(p™,y):=sup|A, (p"™;x)| este modquI de continuitate de ordin 1, iar
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Tn acest ultim capitol am prezentat bazandu-ne pe [5], [12] si [13] aproximari de ordin superior
pentru divergente generalizate. Dupa realizarea unei sinteze asupra teoremelor Arnold si Thompson am
aplicat formula lui Taylor in cazul AB-divergentei in vederea obtinerii unor rezultate de aproximare
pentru divergente generalizate folosind curbe Lorenz.

+||Bn+1 (D”oo,[a,ﬂ] -[X ILI(;a

Concluzii, contributii personale si directii viitoare de
cercetare

§ 1. Concluzii
Din multitudinea perspectivelor prin care pot fi abordate Curbele Lorenz, ne-am concentrat
atentia asupra extinderii claselor de Curbe Lorenz parametrice si aproximarea de ordin superior pentru
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divergente generalizate. Dupa o analiza riguroasa a literaturii de specialitate ne-am propus prin lucrarea
de fatd crearea unor familii noi de curbe Lorenz si realizarea de noi conexiuni ale acestora cu
mecanismul Marshall-Olkin, entropia Tsallis, curbe Leimkuhler si divergente generalizate.

De obicei datele pe care le analizdm sunt disponibile sub forma de venit, caz in care coeficientul
lui Gini poate fi estimat prin aproximarea CL ca o serie de segmente. Pentru a stabili gradul de
inegalitate nu este suficientd o asemenea abordare deoarece aceasta nu tine cont de inegalitatea in cadrul
claselor de venit. Ca 0 metoda alternativa, in primul rand gasim din datele pe grupuri o functie pentru
Curba Lorenz, si apoi calculam indicele lui Gini ca fiind de doua ori aria dintre CL estimata si prima
bisectoare. Plecand de la acest rationament au fost introduse de-a lungul timpului diverse functii pentru
curbele Lorenz. De exemplu, Kakwani (1980), Rasche (1980), Ortega (1991), Sarabia (1999), etc...

In aceasti lucrare am abordat multiple modalitati de a obtine o curba Lorenz. Ca o prima metoda
am definit functii noi de repartitie de tip exponentializat (§2.2) si apoi am determinat curba Lorenz n
functie de aceaste repartitii, 1ar ca o alta metoda am generat direct functia curbei Lorenz prin
intermediul mecanismului Mrashall-Olkin (§2.4) si prin compunerea cu repartitia Gamma (§3.3).

Mai mult, colateral cu aceste obiective s-au realizat si legaturile inter-disciplinare ale statisticii
matematice cu teoria informatiei (Curba Leimkuhler), analizd matematica (dezvoltari de tip Taylor),
teoria masurii (divergente) si econometrie. Pentru atingerea acestor obiective, cercetarea intreprinsa a
avut trei coordonate: o cercetare bibliografica, una analitica si una de tip empiric.

§2. Contributii personale

Cercetarea a atins obiectivele enuntate in introducere, si anume n primul capitol am evidentiat
importanta curbei Lorenz si a indicelui lui Gini in contextul dependentei acestuia de CL, am dezvoltat
n al doilea capitol noi clase de Curbe Lorenz, prin extinderea familiilor consacrate de curbe Lorenz,
jar in al treilea capitol am modelat Curbe Lorenz mixte pentru familii parametrice de CL prin
compunerea acestora cu repartitia Gamma.

Tn continuare, Tn capitolul al patrulea, am studiat intervalele de Tncredere ale curbei Lorenz
Generalizata.

Tn al cincilea capitol am abordat proprietitile asimptotice ale estimatorilor non-parametrici ai
curbei Leimkuhler si Indicelui Kakwani.

In stransi legitura cu sectiunea anterioara capitolul al saselea am dezvoltat familii parametrice
noi de Curbe Leimkuhler, precum si Curbe Leimkuhler mixte.

In ultimul capitol am prezentat aproximari de ordin superior pentru divergente generalizate.
Dupa realizarea unei sinteze asupra teoremelor Arnold si Thompson am aplicat formula lui Taylor n
cazul AB-divergentei n vederea obtinerii unor rezultate de aproximare pentru divergente generalizate
folosind curbe Lorenz.

§3. Limitele cercetarii

Oricat de complexa si fundamentata ar fi o cercetare stiintifica, pe langa rezultatele obtinute si
contributiile semnificative aduse, exista si unele limite care sunt inerente, dar care ofera posibilitatea
continuarii si aprofundarii domeniului studiat.

84. Perspective de cercetare

Importanta curbelor Lorenz in analiza economicd si statistica a inegalitatii veniturilor si
bogatiei motiveaza dorinta de a gasi noi familii parametrice de curbe Lorenz. Multitudinea de modele
parametrice propuse in literatura de specialitate nu este un inconvenient, dar un motiv in plus dat de
neconcordanta totald a curbelor empirice pe datele de venituri stabilite. Concluzia noastra este ca
aproximarea parametrica mixta aduce o concordanta mai mare prin introducerea de restrictii stricte.

Prin utilizarea unor instrumente statistice corespunzatoare ne propunem pe viitor efectuarea de
comparatii intre noile curbe mixte si cele clasice propuse de Sarabia (2005). Estimarile parametrilor
modelelor pot fi determinate, de exemplu, prin utilizarea metodei celor mai mici patrate neliniara.
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§5. Etica cercetarii

Lucrarea de fata a urmarit liniile generale ale eticii cercetarii stiintifice, prin utilizarea citarilor

n continutul sau si alcatuirea unei bibliografii corespunzatoare.
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