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INTRODUCERE 
 

1. Motivația alegerii temei 

 

Curba Lorenz este una dintre cele mai importante modalități de analiză a distribuției venitului. 

Sunt două posibilități de a defini o curbă Lorenz. Prima este să specificăm o funcție de repartiție și apoi 

să găsim curba Lorenz în funcție de această repartiție, iar a doua metodă este prezentarea directă a 

funcției curbei Lorenz ce satisface anumite condiții pentru a fi bine definită. 

Teza de doctorat “Curbe Lorenz și aproximare de ordin superior pentru divergențe 

generalizate” are ca obiectiv general realizarea unui studiu complex privind curbele Lorenz 

parametrice și legătura acestora cu divergențele generalizate. 

Cercetarea urmărește prezentarea conceptelor teoretice, identificarea metodelor de studiu 

empiric privind definirea și aproximarea a unor clase noi de Curbe Lorenz, cu scopul dezvoltării unor 

posibile funcții de repartiție care să modeleze întregul set de date. 

Motivația alegerii temei de cercetare o constituie noutatea, actualitatea și importanța Curbelor 

Lorenz. Lucrarea clasică a lui Atkinson (1970) a făcut să crească interesul pentru ordinea statistică 

referitoare la compararea distribuțiilor venitului, cum ar fi ordinea Lorenz. 

 

Tipuri de cercetare și abordări noi 

 

Originea repartiției Lorenz este într-un scurt articol intitulat “Metode de măsurare a 

concentrației veniturilor”. Acesta propunea în 1905 o metodă simplă, denumită ulterior repartiția 

Lorenz, pentru vizualizarea repartiției veniturilor sau bunăstării în raport cu inegalitatea sau 

concentrația veniturilor dobândite. Conform Derobert și Thieriot (2003), termenul “repartiție Lorenz” 

apare pentru prima dată în King (1912), o lucrare de statistică scrisă pentru economiști și cercetători de 

științe sociale. 

 

Indicele lui Gini în funcție de Curba Lorenz 

 

Cea mai cunoscută modalitate de a măsura inegalitatea utilizând Curba Lorenz este indicele 

Gini. Acesta a fost introdus în articolul „Variability and Mutability” (1912) de către Corrado Gini 

(1884-1965), un ideolog italian, dar totodată un renumit sociolog și demograf.  

Activitatea de debut a lui Gini a fost asociată cu problema modului de evaluare a inegalităților 

dintre venituri și avere în diferite țări. Gini a fost cercetător în cadrul Institutului Național de Statistică 
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Internațională și profesor la catedra de statistică a Universității din Padova. A predat, printre altele, 

demografie și statistică economică. Ulterior, ca profesor al Universității din Roma (după 1925) a făcut 

multe inovații semnificative în statistică. Cu toate aceste realizări, rămâne cunoscut posterității prin 

indicele ce-i poartă numele. 

 

Indicele lui Gini pentru populația României în raport cu Europa  

 În acest paragraf am dorit evidențierea poziției României în Europa din perspectiva inegalității 

venitului, măsurată prin intermediul indicelui lui Gini.  

 

           
2005      2011 

Am reprezentat indicele lui Gini pentru anii 2005, respectiv 2011, astfel: prin galben am 

evidențiat țările cu inegalitatea veniturilor mai mică decât în România, iar prin albastru statele cu 

indicele lui Gini mai mare.  

Inegalitatea a crescut în Bulgaria, Franța, Germania, dar în Cehia, Elveția veniturile au devenit 

mai puțin inegale. Pentru Figura 1.4.3 am selectat țările cu evoluția crescătoare a inegalității, exact ca 

și în România. Maximul este atins de Bulgaria, România situându-se printre țările cu o creștere 

moderată. 

 

Cronologia evoluției măsurilor de inegalitate 

În continuarea prezentării măsurilor inegalității am ilustrat o succintă cronologie a acestora în 

figura de mai jos. Observăm că abia după anii 1970 interesul asupra Curbelor Lorenz a crescut 

substanțial, fiind declanșat de lucrările lui Atkinson (1970) și Gastwirth (1971). Atkinson a prezentat 

importanța comparării Curbelor Lorenz în contextul bunăstării economice, iar Gastwirth a definit 

pentru prima dată Curba Lorenz prin intermediul unei funcții de repartiție.  

Cercetările recente au avut ca scop dorința de a caracteriza ordinea Lorenz cu familii 

parametrice de distribuții ale veniturilor – Wang (2013), Krause (2013), Cowell (2007). Pentru 

modelele cu un parametru și cu doi parametri aceasta este directă, și este cunoscută liniaritatea în cazul 

familiilor Pareto și log-normale - Arnold (1987a). Pentru modelele cu trei și patru parametri, ordinea 

Lorenz corespunzătoare distribuțiilor Singh-Maddala și Dagum a fost redată de Wilfling și Kramer 

(1993) și Kleiber (1999). Ambele distribuții sunt cazuri speciale ale repartiției Generalizate Beta de 

ordinul al doilea (GB2), prezentată de McDonald (1984).  

Familia de repartiții Weibull Exponențializată a fost introdusă de Mudholkar și Sarisastva 

(1993) ca fiind o generalizare a familiei de repartiții Weibull. Aplicațiile acestei repartiții au fost 

ilustrate de Mudholkar (1995).  

Pronind de la dualitatea între funcțiile de repartiție și Curbele Lorenz am utilizat trei tipuri de 

cercetare: generalizarea, extinderea și abordarea nouă.  

Cercetările pornind de la: 

- o repartiție utilizând generalizarea repartițiilor exponențializate au condus la determinarea 

de noi curbe Lorenz; 
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- o curbă Lorenz au avut ca rezultate extinderi prin generări de curbe lorenz utilizând 

mecanismul Marshall-Olkin, dar și un alt mecanism: prin compunerea cu repartiția Gamma 

am introdus Curbe Lorenz mixte. 

Revenind la măsuri ale inegalității, am abordat noi cercetări privind divergențele generalizate 

și aproximarea lor prin Curbe Lorenz. 

 

2. Direcții de cercetare  

Avantajele alegerii Curbelor Lorenz sunt: simplitatea reprezentării grafice și claritatea din punct 

de vedere vizual (câteva linii explică construcția graficului și încă de la prima vedere redă toate 

informațiile pe care le conține). Metoda permite o estimare numerică a concentrației bunăstării prin 

măsurarea ariei definită de Curba Lorenz și prima bisectoare. Mai mult, aceasta admite comparații între 

repartiții de venit diferite, cu excepția cazurilor în care curbele se intesectează. Aici intervin limitările 

și deficiențele care au condus la o extensie a modelelor existente în literatură. In primul rând întâlnim 

nepotrivirea în totalitate a curbelor empirice pe setul de date. Pentru o mai bună estimare a setului de 

date ne propunem construirea unor modele mai complexe ce combină o curbă parametrică Lorenz cu o 

densitate de repartiție cunoscută. Mai mult, utilizarea aproximării parametrice mixte aduce o 

concordanță mai mare prin introducerea de restricții stricte. 

 

Ipoteza generală urmărită spre verificare a fost preluată în urma documentării preliminare din 

numeroasele studii realizate pe această temă de-a lungul timpului și anume posibilitatea îmbunătățirii 

familiilor de Curbe Lorenz prin crearea de noi conexiuni cu metode ce pot genera CL performante.   

În realizarea scopului propus, este necesară rezolvarea următoarelor obiective principale: 

 evidențierea importanței curbei Lorenz și a indicelui lui Gini în contextul dependenței acestuia 

de CL; 

 dezvoltarea de noi clase de Curbe Lorenz, prin extinderea familiilor consacrate de curbe Lorenz; 

 tratarea complexă a modelor de Curbe Lorenz mixte pentru familii parametrice de CL prin 

compunerea acestora cu repartiția Gamma; 

 studiul intervalelor de încredere ale curbei Lorenz Generalizată; 

 abordarea sistematică  a intervalelor de încredere ale Curbelor Lorenz Generalizate pentru 

familia de repartiții Weibull Exponențializate; 

 dezvoltarea de familii parametrice noi pentru Curbe Leimkuhler, precum și Curbe Leimkuhler 

mixte; 

 elaborarea proprietăților asimptotice ale estimatorilor non-parametrici ai curbei Leimkuhler si 

Indicelui Kakwani; 

 generalizarea familiilor parametrice noi de Curbe Leimkuhler în scopul obținerii unor Curbe 

Leimkuhler mixte; 

 propunerea unor aproximări de ordin superior pentru divergențe generalizate. 

Scopul și problemele cercetate au determinat structura tezei, care cuprinde, pe lângă 

introducere, alte șapte capitole, concluzii și propuneri, bibliografie și anexe.  

 

3. Structura lucrării 

Lucrarea este organizată în șapte capitole. După secțiunea introductivă ce își concentrează 

atenția asupra prezentării câtorva concepte de bază, în primul capitol definim curba Lorenz, indicele 

lui Gini în funcție de curba Lorenz și modele de Curbe Lorenz parametrice. Pentru exemplificare 

analizăm indicele lui Gini pentru populația României în raport cu Europa și Curbele Lorenz 

corespunzătoare veniturilor totale ale gospodăriilor românești în ultimele trei decenii. Acest capitol se 

bazează pe articolele [1], [2], [3], [14] și [15]. 

În cel de-al doilea capitol dezvoltăm noi clase de Curbe Lorenz, prin extinderea familiilor 

consacrate de curbe Lorenz, având ca bază lucrările [4], [10] și [11]. Propunem folosirea entropiei 
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maximă Tsallis pentru Curba Lorenz. Prezentăm mecanismul Marshall-Olkin pentru a genera familii 

Lorenz și Leimkuhler de tip Marshall-Olkin. 

Introducem în capitolul al treilea modele de Curbe Lorenz mixte pentru familii parametrice de 

CL prin compunerea acestora cu repartiția Gamma, rezultate publicate în [7]. 

Construim în capitolul al patrulea (conform [6]) intervale de încredere ale Curbelor Lorenz 

Generalizate pentru familia de repartiții Weibull Exponențializate și rata de hazard corespunzătoare. 

Dezvoltăm estimatorul de verosimilitate maximă pentru această familie și studiem intervalele de 

încredere ale curbei Lorenz Generalizată prin simulare. 

Al cincilea capitol conține proprietățile asimptotice ale estimatorilor non-parametrici ai curbei 

Leimkuhler si Indicelui Kakwani prezentate în [9].  

În strânsă legătură cu secțiunea anterioară capitolul al șaselea dezvoltă familii parametrice noi 

de Curbe Leimkuhler, precum și Curbe Leimkuhler mixte, având la bază articolul [8].  

În ultimul capitol am prezentat bazându-ne pe [5] și [13] aproximări de ordin superior pentru 

divergențe generalizate. După realizarea unei sinteze asupra teoremelor Arnold și Thompson am aplicat 

formula lui Taylor în cazul AB-divergenței în vederea obținerii unor rezultate de aproximare pentru 

divergențe generalizate folosind curbe Lorenz. 

 

Structura matematică a rezultatelor 

 Pe lângă împărțirea firescă a rezultatelor în capitole am urmărit și structurarea din punct de 

vedere matematic a rezultatelor în patru direcții principale: 

a.  Prezentarea unei forme analitică nouă a funcției din care se obține Curba Lorenz și 

validarea condițiilor de existență din definiție; 

b. Obținerea estimatorului de verosimilitate maximă ai parametrilor unora dintre modelele 

parametrice prezentate și utilizarea aproximării normale pentru construirea de intervale de 

încredere; 

c. Estimări neparametrice ale unora dintre modelele studiate; 

d. Introducerea unei noi divergențe pentru două măsuri de probabilitate, stabilirea unor 

mărginiri superioare ale acesteia. 

4. Contribuții autor 

Rezultatele cercetărilor efectuate în cadrul tezei de doctorat au fost valorificate prin publicarea 

a cincisprezece articole științifice, dintre care 

 șapte au fost prezentate cu ocazia unor conferințe internaționale, dintre care: 

(2012) The estimate of generalized Lorenz confidence intervals using Exponentiated Weibull 

Distribution, Conferința 15  SPSR, Universitatea din București (studiu cuprins în capitolul 4). 

(2013) New parametric families of Leimkuhler Curves, Conferința 16 SPSR, Bucuresti, (studiu 

cuprins în capitolul 6). 

 șase sunt publicate în reviste de matematică recenzate: 

 (2007) Mortality modeling for Romanian population. Proceedings of The 4-th International 

Colloquium "Mathematics in Engineering and Numerical Physics" October 6-8 , 2006, 

Bucharest, Romania, pp. 38-45. Balkan Society of Geometers, Geometry Balkan Press 2007, 

(studiu cuprins parțial în capitolul 1). 

(2007) The Hill estimator for income of Romanian households, Proceedings of International 

Conference Trends and Challenges in Applied Mathematics, ISBN 978-973-755-283-9/pbk, Ed. 

Matrix Rom, Bucuresti, p. 193- 196, (studiu cuprins parțial în capitolul 1). 

(2007) Life tables for Romania. Survival function. Life expectancy for Romanian people, U.P.B, 

Scientific Bulletin, Series A, vol. 69, no. 1, Bucuresti, (studiu cuprins parțial în capitolul 1). 
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(2009) Estimation of weighted maximum entropy densities within the study upon Lorenz Curves 

for grouped data, Proceedings of 16th European Young Statisticians Meetings, ASE, Bucuresti. 

(studiu cuprins parțial în capitolul 2) 

(2009) Approximation of Csiszar’s f-Divergence using Kullback-Leibler Distance, Proceedings 

of 9th Balkan Conference on Operational Reserch, Constanta, (studiu cuprins parțial în capitolul 

7). 

(2013) Mixture Lorenz Curves. Three new models, Proceedings of 18th European Young 

Statisticians Meetings, Osjek, Croatia, (studiu cuprins în capitolul 3) 

 șapte se află în proces de publicare: 

(2013) Asymptotic properties of the nonparametric estimators of the Leimkuhler curve and 

Kakwani index, U.P.B, Scientific Bulletin, Bucuresti, cotat ISI, factor impact 0.30 în 2012, 

(studiu cuprins în capitolul 5). 

(2013) Maximum Tsallis entropy and the Lorenz curve(studiu cuprins în capitolul 2) 

(2013) A class of Lorenz Curves generated by the Marshall Olkin technique, (studiu cuprins în 

capitolul 2). 

(2013) Some approximations for generalised divergences, (studiu cuprins în capitolul 7). 

(2013) Bounds for some generalised divergences in trems of Lorenz curves, (studiu cuprins în 

capitolul 7). 

(2013) Alternative measurements of the income inequality among the households (studiu 

cuprins patrțial în capitolul 1) 

(2013) Analyzing the Romanian income inequality in the European context (studiu cuprins 

patrțial în capitolul 1) 

I 

CURBE LORENZ 
 

Noțiuni introductive. Definirea Curbei Lorenz 

În 1905 a apărut în “Publicația Asociației de Statistică Americană” un scurt articol intitulat 

“Metode de măsurare a concentrației veniturilor”. Acesta propunea o metodă simplă, denumită ulterior 

curba  Lorenz, pentru vizualizarea distribuției veniturilor sau bunastării în raport cu inegalitatea sau 

concentrația veniturilor dobândite. Autorul Max Otto Lorenz și-a completat lucrarea de doctorat în 

1906 la Universitatea din Wiscounsin, fără a menționa acest articol care dealtfel a fost și singura 

publicație a lui Lorenz într-o revistă științifică.  

Curba Lorenz este un instrument statistic folosit pentru analiza distribuției veniturilor. Fie f(t) 

densitatea de repartiție, unde t reprezintă venitul și verifică o inegalitate de forma t   . Graficul 

repartiției Lorenz corespunzător acestei distribuții a veniturilor se obține prin trasarea punctelor 

      x, y   x t ,  y t , unde  x x t   este procentul de populație cu venituri mai mici sau egale decât 

t și  y y t este procentul veniturilor totale ale acestei populații. 

Fie 1 2, ,..., nX X X  un eșantion independent identic distribuit dintr-o funcție de repartiție XF  

absolut continuă cu (0) 0XF  .  

Rezultă ecuațiile  

( ) ( )

t

x x t f s ds


    ; 
1

( ) ( )

t

y y t sf s ds
m



    

unde ( )m tf t dt





   este media lui X. 
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Figura 1.1. Curba Lorenz 

Relațiile (1.1) sunt reprezentarea parametrică a repartiției Lorenz. Pentru a-l elimina pe t, notăm 

u=F(s), unde F(t) este funcția de repartiție a lui f(t). Rezultă că du=dF(s)=f(s)ds și 1( )s F u .  

Vom avea   

x=F(t) ; 
( )

1 1

( ) 0

1 1
( ) ( ) : ( )

F t x

F

y F u du F u du l x
m m



      

Notăm coada superioară a lui XF  cu  

( ) 1 ( )X XF x F x  , 

iar statisticile de ordine prin  

(1) ( )... nX X  . 

Presupunem că există media venitului și o notăm prin  

1

0
( )X yF y dy


  . 

Curba Lorenz este dată de  

{( , ( )),0 1}Xp L p p  , cu 

1

0
( ) ( ( )) ( )X X X

x
L p I x F p xdF x


  , 

unde I( ) este funcție indicator.  

Fie L clasa tuturor variabilelor aleatoare nenegative cu media finită și fie X din L,  cu densitatea 

de repartiție 𝑓(𝑥). Atunci funcția de repartiție 𝐹(𝑥) = 𝐸(I(0,𝑥)) va fi procentul de unități ce au un venit 

mai mic sau egal cu 𝑥. Valorile pe care le poate lua 𝐹(𝑥) sunt între 0 și 1. Presupunem că există media 

veniturilor, aceasta fiind dată de 𝜇 = 𝐸(I(0,∞)). Atunci momentul de ordinul întâi al lui 𝑋 va fi  𝐹1(𝑥) =

𝜇−1𝐸(𝑋 ⋅ 𝐼(0,𝑥)) și reprezintă cota veniturilor din totalul câștigat de un individ ce are venitul mai mic 

A 

B 

Curba Lorenz 

procentaj populație 

p
ro

ce
n
ta

j 
v
en

it
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sau egal cu 𝑥. Graficul trasat în pătratul-unitate ce conține 𝐹(𝑥) pe axa absciselor și 𝐹1(𝑥) pe axa 

ordonatelor reprezintă Curba Lorenz, unde 𝑥 are valori de la 0 la ∞.  

Definiția 1.1. - Gastwirth (1971) - Fie X L  cu funcția de repartiție 𝐹(⋅) și inversa sa 𝐹−1(𝑦) =
inf{𝑥: 𝐹(𝑥) ≥ 𝑦}. Curba Lorenz 𝐿(⋅) este definită prin 

𝐿(𝑝) = 𝜇−1 ∫ 𝐹−1(𝑦)𝑑𝑦
𝑝

0
, pentru 0 ≤ 𝑝 ≤ 1. 

 

De fapt, Curba Lorenz este corelația dintre procentul de populație și procentul de venituri care 

revin acesteia. 

 

Definiția 1.2. - Kakwani (1980) O funcție ( )XL p , continuă pe [0,1]  este o curbă Lorenz dacă satisface 

condițiile următoare: 

i) 𝐿(𝑝) = 0, dacă 𝑝 = 0; 

ii) 𝐿(𝑝) = 1, dacă 𝑝 = 1; 

iii) 𝐿′(0+) ≥ 0; 

iv) 𝐿′′(𝑝) ≥ 0, pentru orice 0 ≤ 𝑝 ≤ 1. 

 

Shorrocks (1983) a construit Curba Lorenz generalizată: 

( ) ( )X X XGL p L p . 

Fie X și Y două variabile aleatoare cu funcțiile de repartiție F și G. Curba Lorenz Generalizată 

poate fi utilizată pentru a defini o relație de ordine parțială pe clasa de funcții de repartiție după cum 

urmează: 

( ) ( ), 0 1gl X YF G GL p GL p p       

În acest caz citim că Y este mai mic sau egal cu X în sensul Shorrocks. 

 

 Proprietăți ale Curbelor Lorenz 

 Kakwani (1981) a demonstrat că o Curbă Lorenz are următoarele proprietăți: 

1. Este încadrată într-un pătrat  𝑝 ∈ [0,1], 𝐿(𝑝) ∈ [0,1] . 

2. Curba  𝐿(𝑝) nu este definită pentru 0 X  sau   X . 

3.  Dacă variabila este pozitivă și are densitatea de repartiție continuă, atunci Curba Lorenz este funcție 

continuă și se află sub prima bisectoare sau este egală cu aceasta. 

4. 𝐿(𝑝)este o funcție crescătoare și convexă (𝐿′(0) > 0, 𝐿′′(𝑝) > 0 pentru orice 0 ≤ 𝑝 ≤ 1). 

5. Curba Lorenz este invariantă cu factor pozitiv de scalare: X și cX  au aceeași Curbă Lorenz. 

6. Media populației este obținută din cuantila ( )F  pentru care 𝐿(𝑝) = 1. 

 

Indicele lui Gini în funcție de Curba Lorenz 

Cea mai importantă modalitate de a măsura inegalitatea utilizând Curba Lorenz este indicele 

Gini. Acesta a fost introdus în 1912 de către Corrado Gini.  

Indicele lui Gini este reprezentat în Figura 1.1. ca fracția ce are la numărător (A) aria suprafeței 

situată între linia de egalitate și curba Lorenz, iar la numitor (A+B) toată suprafața de sub prima 

bisectoare: 

𝐺 =
𝐴

𝐴+𝐵
. 
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O valoare mică a indicelui lui Gini indică o repartiție mai uniformă a veniturilor. Deși în practică 

nu sunt niciodată atinse, valoarea 0 corespunde egalității între venituri, iar 1 inegalității totale a 

veniturilor. 

Altă definiție a indicelui lui Gini (în funcție de Curba Lorenz) este 

𝐺 = 1 − 2∫ 𝐿(𝑝)𝑑𝑝
1

0
. 

O generalizare importantă a indicelui lui Gini a fost propusă de Yitzhaki (1983): 
1

2

0
1 ( 1) (1 ) ( ) ; 1XG p L p dp

         

Observăm că pentru 2   obținem indicele lui Gini. 

 

 

II 

NOI CLASE DE CURBE LORENZ 
 

Familii de curbe Lorenz 

Distribuția veniturilor constă în compararea veniturilor indivizilor dintr-un grup sau societate, 

și reprezintă unul dintre aspectele economiei și structurii sociale. Studiul statistic al distribuției 

veniturilor este util pentru a oferi informație, nu constă în recomandări de distribuție (în acest scop se 

utilizează “teoria redistribuirii veniturilor”).  

Există multiple modalități prin care poate fi analizată distribuția veniturilor. Un exemplu ar fi 

compararea veniturilor celor mai bogați (10%) cu veniturile celor mai săraci 10%. În majoritatea 

societăților, cei mai bogați 10% controlează mai mult de jumătate din venitul total al societății.  

Curba Lorenz este cea mai utilizată metodă de caracterizare a distribuției veniturilor. 

 

Curbe Lorenz pentru repartiții clasice 

 Fie  1 2, ,..., nX X X  un eșantion independent dintr-o funcție de repartiție XF  absolut continuă, 

cu (0) 0XF  . Notăm coada superioară a lui  XF  cu ( ) 1 ( )X XF x F x  , și statisticile de ordine cu 

(1) ( )nX X  . Presupunem că există media venitului și o notăm cu  

1

0
( )X yF y dy


  . 

In 1976 Singh și Maddala au adăugat funcției de repartiție rata de hazard a datelor despre 

venit. Fie X o variabilă aleatoare dintr-o funcție de repartiție Singh-Maddala de forma: 

( ) 1 1 , 0; , , 0

q
a

X

x
F x x a q 





  
         

, 

Dacă  
1

q
a

   atunci curba Lorenz pentru  (2.1.10) este dată de Sarabia (2008):  

1 1
( ) 1 ; ;0 1X zL p I q p

a a

 
      

 
 

unde 

1

1 (1 )qz p    și zI  este funcția Beta regularizată incompletă dată prin raportul dintre funcția 

Beta incompletă și funcția Beta: 
( ; , )

( , )
( , )

z

B z
I

B

 
 

 
 . 

 

Funcția de repartiție corespunzătoare repartiției Dagum de tipul I este dată de Dagum (1977) 

prin 



11 

( ) 1 1 , 0;

q
a

X

x
F x x




  

        

                            

unde , , 0a q   . Curba Lorenz a fost dată de Dagum (1977) prin 

1 1
( ) ;1 ;0 1X zL p I q p

a a

 
     

 
                                 

unde 

1

1 (1 )qz p    și zI  este funcția Beta incompletă regularizată. 

 

 Fiind disponibil un număr foarte mare de forme funcționale, apare întrebarea cum să alegem 

între ele când încercăm să facem o estimare. O modalitate este să estimăm mai multe funcții și să o 

alegem pe aceea care se potrivește cel mai bine pe setul de date. Modelul cel mai potrivit ar putea fi cel 

care maximizează funcția de verosimilitate, introdus de Chotikapanich și Griffiths (2002). 

 

Curbe Lorenz pentru funcții noi de repartiție de tip exponențializat 

 

 Prima repartiție exponențializată a fost introdusă de Gupta (1998) ca fiind o familie nouă de 

funcții pe care a denumit-o repartiție exponențială exponențializată (EE). Cei doi parametri ai acesteia 

sunt parametrul de formă și parametrul de scală. Când 1   obținem familia exponențială clasică.  

 Gupta și Kundu (2001) au observat că majoritatea proprietăților familiei EE sunt comune cu 

cele ale familiilor de funcții de repartiție Weibull sau Gamma. Gupta (1998) a introdus o altă repartiție 

cu doi parametri, denumită Pareto exponențializată II (EP) care are funcția de repartiție de forma: 

( ; , ) [1 (1 ) ] , 0, 0, 0.XF x x x           

 Când 1  , repartiția de mai sus corespunde repartiției Pareto de ordinul II. Ei au arătat că 

( , )EP    poate fi foarte utilă în analiza mulțimilor ce conțin date despre supraviețuire. 

 Ali (2007) a introdus funcția de repartiție Pareto exponențializată I: 

( , , ) 1 ; ; 0; 0; 0X

x
F x x




     


  
       

   

. 

Pentru a determina curba Lorenz avem nevoie de cuantila funcției de repartiție:  
1

1

1( ) 1 ,0 1XF y y y







 

    
 
 

                                                   

și de media X : 

1
, 1 ; 1X B   


 
     

 
 

unde ( , )B   este funcția Beta. Pentru integrala din medie am utilizat 1
x

t







 
  

 
. 

Teorema 2.1  

 Fie X L  cu funcția de repartiție ( )XF   Pareto exponențializată I și funcția sa cuantilă 1( )F y .  

Atunci funcția Lorenz corespunzătoare va fi  
1

1
( ) ; 1 ;X tL p I t p 



 
    

 
, pentru 0 1p  .                                          
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Introducem funcția de repartiție Singh-Maddala Exponențializată ESM(a,q, , )   ca o 

generalizare a repartiției Singh-Maddala. Funcția de repartiție pentru ESM va fi:  

( ) 1 1 , 0; , , , 0

q
a

X

x
F x x a q



 


               

, 

cu media: 
1

0

1 1
( 1) ( ; 1)

k
a

X

k

q B qk q
k a


 

 



 
     

 
 . 

 

Teorema 2.2 

Fie X L  cu funcția de repartiție Singh Maddala Exponențializată ( )XF  . Atunci curba Lorenz este  

0

1

0

1

0

1 1
( 1) ( 1); 1

( ) 1
1 1

( 1) ( 1); 1

k
a

s

k

X
k

a

k

I q k
k a

L p

B q k
k a





 



 



   
      

   
   

      
  




, 

pentru 0 1p  , unde 

11

0 (1 ) qs p


  . 

 

În continuare definim funcția de repartiție Dagum Exponențializată I ED-I(a,q, , )   ca o 

generalizare a repartiției Dagum de tip I. Funcția de repartiție pentru       ED-I va fi:  

( ) 1 1 , 0; , , , 0

q
a

X

x
F x x a q



 



               

, 

cu limita la zero 
0

lim ( ) 0X
x

F x


 , iar la infinit lim ( ) 1X
x

F x


 . 

 

Teorema 2.3  

Fie X L  cu  funcția de repartiție ( )XF   Dagum Exponențializată I.  Atunci curba Lorenz este  

0 0 0

1

2

1 1 1 2
( 1) ( , ) ( 1, ) ( 1, ) ...

2
( )

1
1 (1 ; )

a
t t t

X

a
I I I

a q a q
L p

B
q



      

 

  
           

 

 

, 

pentru 0 1p  , unde 

11

0 (1 ) qt p


  . 

 

Entropia maximă Tsallis și Curba Lorenz 

 

Cercetările recente în statistică au intensificat interesul asupra entropiei Tsallis. Teoria a fost 

introdusă de Constantino Tsallis (1988) cu scopul de a generaliza entropia standard Boltzmann-Gibbs. 

În noua teorie este introdus parametrul real q  pentru măsurarea gradului de nedeterminare. 

Entropia Tsallis a unei variabile aleatoare X  cu valori reale și densitatea de repartiție ( )f x  

este definită prin: 

1
( ) 1 ( )

1

q

TsallisH f f x dx
q





  
     
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Holm (1993) a obținut o familie de densități de repartiție ale entropiei Shannon maximă sub 

restricțiile mediei și indicelui Gini.  

Ryu (2008) a testat performanța și utilitatea unei măsuri de inegalitate în funcție de indicele 

Bonferroni prin metoda maximizării entropiei Shannon. Tot în același an Rhode (2008) a prezentat o 

legătură formală între două măsuri ale inegalității: entropia generalizată și curba Lorenz. Concluzia lui 

Rhode este una foarte importantă, și anume că putem considera curba Lorenz ca bază pentru majoritatea 

măsurilor de inegalitate.   

Fie X o variabilă aleatoare în intervalul 0 1[x , x ] . Atunci avem 

1

0

1
( ) 1 ( )

1

x
q

Tsallis
x

H f f x dx
q

  
     

Notăm ( )p F x , apoi entropia Tsallis va fi  

1
1

1

0

1
( ) 1

1

q

Tsallis

dF
H f dp

dp q


  

    
   

  

unde 
1( )F    este inversa funcției de repartiție ( )F  . 

 Căutăm maximul funcției descrisă în Holm (1993) pentru indicele Gini și media cunoscute.  

  Considerăm următoarea problemă de optimizare: 

1
1

1

0

1
( ) 1

1

q

Tsallis

dF
Max H f dp

dp q


    

    
     

  

astfel încât 

1
1

0
0
(1 )

dF
p dp x

dp




    și   

1
1

0
(1 ) p

dF
p dp G

dp




   . 

 Fie o familie de curbe Lorenz cu (0) 0L   și (1) 1L  . 

Pentru cazul 1 20, 0    funcția de repartiție va fi 

11
( ) 2;3

3 1
( ) 1

2 1

q

q

x B
qq

F x
q G





  
   

     
  
 
 

    , 

iar funcția Lorenz corespunzătoare entropiei Tsallis: 
1

21
( ) 1 (1 p)

2 11
2;3

Tsallis q

X

G q q
L p p p

q q
B

q

 
     

     
 

 

 

În continuare analizăm cazul 1 20, 0   : 

Vom avea: 
2

3

2

1 1 1 1 3 1
;1 ,1 ;2 ,1 2

21
( )

3 2 1
1

q

Tsallis

X

pB p B p
q q q q qq

L p p Gp
q

q


       
             

             
          

 

 

Cazul 1 20, 0    conduce la:  

Folosind dezvoltarea  
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1

0

1
(1 ) , m mq

m

p A m p
q

 




 
   

 
  

unde  

( 1)
( , )

( 1 ) ( 1)

s
A s m

s m m

 

    

, 

rezultă: 
1

1

1 0

0

1 1
( ) , ( , 1,1 ) .mq

m

F p A m B p m x
q q

 






 
     

 
  

 

Restricții de medie. Inegalități 

În cele ce urmează considerăm că media se află într-un interval compact  ,   . Astfel 

restricțiile sunt de forma 
1

1

0
(2 1) ( )G p F p dp G      

1
1

0
( )F p dp    . 

După transformări obținem restricțiile 
1

1

0 0
0

( )
(1 )

dF p
x p dp x

dp
 



       

1
1

0

( )
(1 )

dF p
G p p dp G

dp
 



     

în care se maximizează entropia Tsallis. 

 

Teorema 2.4 

Soluția acestei probleme este dată de  

 
1

1/

1 2

( )
(1 ) (1 )

qdF p
p p p

dp
 




     

unde 1 2,   sunt multiplicatori Lagrange pentru care se pot obține informații din restricțiile de mai 

sus.  

În continuare prezentăm soluțiile acestei probleme. 

 

Teorema 2.5 

Dacă 1 20, 0    atunci 

1
1/ 1/

1

( )
(1 )q qdF p

p
dp




    și 

1 1/ 1 1/

1 0( ) 1 (1 )q qF p p x        , 

unde  
1 1

1/ 0 0
1

( )(2 ) ( )(2 )1 1
max , (2,3 ) ,min , (2,3 )q x q x q

G B G B
q q q q

 
  

 


              
          
           

 

În acest caz soluția problemei este curba Lorenz 
Tsallis

XL  ca  o funcție interval, adică 

1 1 1 1
2 2

1 0 1 0

1 1
( ) 1 (1 ) , 1 (1 )Tsallis q q q q

XL p p p px p p px 
 

             
                              

. 



15 

 

Teorema 2.6 

Dacă 1 20, 0    atunci 

1
1/ 1/

2

( )
( (1 ))q qdF p
p p

dp



    și 

1 1/

2 0

1 1
( ) (1 ,1 )q

pF p B x
q q

     , 

unde  

1/ 0 0
2

( ) ( )
max , ,min ,

1 1 1 1 1 1 1 1
(1 ,2 ) (2 ,2 ) (1 ,2 ) (2 ,2 )

q x xG G

B B B B
q q q q q q q q

  


    
          
     
           
        

 

 

În acest caz soluția optimă este curba Lorenz interval 
1/ 1/

0 02 2

0 0

1 1 1 1
( ) 1 ,1 , 1 ,1

'

q q
p p

Tsallis

X t t

px px
L p B dt B dt

q q q q

 

   

     
          

      
   

 

Teorema 2.7 

Dacă 1 20, 0    atunci 

1
1/ 1/ 1/

2

( )
(1 ) (1 )q q qdF p

p p
dp

 


      și 

1 1/

1 0

0

1 1
( ) ( , ) ( 1,1 )q m

p

m

F p A m B m x
q q

  



     , 

cu ( , )A s m  dat de (2.3.30), unde 1 2,   verifică inegalitățile 

1/

0 1 0

0

1
( , )q m

m

x A m x
q

   



       

1/

1

0

1
( , )q m

m

G A m G
q

   



    . 

 

În acest caz soluția optimă este curba Lorenz interval 
1/

01

0
0

1 1
( ) [ ( , ) 1,1 ,

q
p

Tsallis m

X t

m

px
L p A m B m dt

q q




 





 
     

  
   

       
1/

02

0
0

1 1
( , ) 1,1 ]

'

q
p

m

t

m

px
A m B m dt

q q




 





 
    

  
  .                    

  

În finalul acestei secțiuni vom considera cazul când media este cunoscută dar indicele Gini 

aparține la interval dat  ,G G  , unde G G  . Relativ la astfel de restricții curba Lorenz care 

maximizează entropia Tsallis este dată în următoarea teoremă. Și în acest caz au loc relațiile (2.3.10) și 

(2.3.11):  

  

Teorema 2.8 

Dacă 1 0   și 2 0   atunci  
11 1

2 (1 )q
q

dF
p p

dp


 


  ,  și 
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1

1

2 0

1 1
( ) ;1 ,1 ;qF p B p x

q q



  
    

 
 pentru 

1
1 0

q
  , unde 

1

0
2 ;

1 1
1 ,2

q x

B
q q




 


 
  

 

 iar 0x  verifică 

inegalitatea  

0

1 1 1 1
1 ,2 1 ,2

1 1 1 1
2 ,2 2 ,2

G B G B
q q q q

x

B B
q q q q

 

 

   
       

      
   

      
   

. 

În acest caz soluția este curba Lorenz 
1

21
( ) 1 (1 p)

2 11
2;3

Tsallis q

X

G q q
L p p p

q q
B

q

 
     

     
 

 

 

Mecanismul Marshall-Olkin pentru a obține curbe Lorenz 

Marshall și Olkin (1997) au propus o metodă interesantă de a adăuga un parametru nou unei 

repartiții cunoscute. Repartiția rezultată, denumită repartiția extinsă Marshall-Olkin (MO), include 

repartiția originală ca fiind un caz particular și oferă o flexibilitate mare în modelarea diferitelor tipuri 

de date.  

 

Prezentarea mecanismului Marshall-Olkin 

 ie ( ) 1 ( )F x F x   funcția de supraviețuire a unei variabile aleatoare continuă X  ce depinde de 

un vector parametru 1( ,..., )T

q    de dimensiune q . În continuare fie 
( )

( )
dF x

f x
dx

  densitatea de 

repartiție asociată funcției de repartiție ( )F x . Atunci repartiția extinsă MO are funcția de supraviețuire 

pentru ( , ), 0x      dată de 

( ) ( )
( )

1 ( ) (x) ( )

F x F x
G x

F x F F x

 

 
 

 
 

unde 1   . În mod evident, ecuația (2.4.1) este o modalitate de a obține noi repartiții parametrice 

din cele existente. De exemplu, pentru 1   avem ( ) ( )G x F x . Densitatea de repartiție ( )g x  ce 

corespunde repartiției (2.4.1) va avea forma:  

2

( )
( )

(1 F(x))

f x
g x







, pentru ( , ), 0x                                

 Câteva cazuri speciale ale ecuației (2.4.1) discutate în literatura recentă au considerat repartiția 

( )F x  ca fiind Pareto – în Ghitany (2005), Gamma – în Ristic (2007) sau Lomax în Ghitany (2007).  

 Marshall și Olkin (1997) au observat că repartițiile acestor forme extinse au o proprietate de 

stabilitate, în sensul că aplicând transformarea lui G  nu obținem un rezultat nou, ci funcția rezultată 

conține același termen ( )F x , dar are o altă valoare a parametrului  . De aici Economu și Caroni (2007) 

au arătat că repartițiile extinse Marshall-Olkin au proprietatea de proporționalitate. 

 Utilizând această schemă de parametrizare (M-O), Preda V., Panaitescu E. și Ciumara R. (2011) 

au definit și analizat proprietățile asimptotice ale repartiției Poisson Exponențializată modificată. 

Această nouă repartiție este o generalizare a repartiției EP propusă de Kus (2007). 

 În acest an a apărut articolul “Asupra repartiției Weibull extinse Marshall-Olkin” în care 

Cordeiro și Lemonte (2013) au studiat repartiția Weibull extinsă Marshall-Olkin cu trei parametri 

(MOEW). Această repartiție a mai fost studiată de Ghitany (2005) și Zhang și Xie (2007). Ghitany a 

arătat că MOEW poate fi obținută ca o repartiție compusă prin mixarea repartiției exponențială, iar 



17 

Zhang și Xie au investigat caracteristicile modelului bazându-se pe graficul probabilităților funcției 

Weibull. 

  

Familii Lorenz de tip Marshall-Olkin 

 

Fie AL  o curbă Lorenz. Atunci din proprietățile Curbei Lorenz avem (0) 0,AL   

(1) 1, (0) 0, (p) 0A A AL L L    . 

Teorema 2.4.1 

Dacă AL  este o curbă Lorenz iar [0,1]   atunci :[0,1] [0,1]BL  , 
( )

(p)
1 ( )

A
B

A

L p
L

L p







, unde 

1   , este o curbă Lorenz. 

 

Familii Lorenz generate de curbe Lorenz cunoscute utilizând principiul  

Marshall-Olkin 

Corolarul 2.4.1. 

Fie ( ; )AL p   Curba Lorenz Exponențială. Atunci curba Lorenz generată prin mecanismul 

Marshall-Olkin va fi  

 
 

1
( ; ; ) 1 , 0, [0,1]

1 1

p

B p

e
L p

e e



 


   




   

  
. 

 

Corolarul 2.4.2. 

Fie ( ; , )AL p    Curba Lorenz definită de Ortega (1991). Atunci pentru orice 

[0,1], 0,0 1       curba Lorenz generată prin mecanismul Marshall- Olkin va fi  

 

1 (1 )
( ; , , ) 1 .

1 1 1 (1 )
B

p p p
L p

p p p p p

  

   
  



  
 

      
 

 

 

Corolarul 2.4.3. 

Fie ( ; , )AL p    Curba Lorenz definită de Rasche (1980). Atunci pentru orice 

[0,1], 1,0 1       curba Lorenz generată prin mecanismul Marshall- Olkin va fi  

 

   

1 1
( ; , , ) .

2 1 1 1 1
B

p
L p

p p




 
 


  



  
 

        
   

 

 

Corolarul 2.4.4. 

Fie ( ; , , )AL p     din ecuația (2.1.15) Curba Lorenz de tip Pareto Generalizată. Atunci pentru 

orice [0,1], 0, 1,0 1         curba Lorenz generată prin mecanismul Marshall Olkin va fi  

 

   

1 1
( ; , , , ) .

1 1 1 1 1
B

p p
L p

p p p p




 
  


   



  
 

        
   

 

 

Corolarul 2.4.5. 

Fie ( ; , , )AL p a b d  Curba Lorenz de tipul Beta Kawakani. Atunci pentru orice 

[0,1], 0,0 1,0 1a d b        curba Lorenz generată prin mecanismul Marshall-Olkin va fi  
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 

  
1 1

( ; , , , ) 1 .
1 (1 ) 1

bd

B bd

p ap p
L p a b d

p ap p




  
 

   
 

 

Familii Leimkuhler de tip Marshall-Olkin 

Fie AK  și BK  două curbe Leimkuhler definite prin: ( ) 1 (1 )A AK p L p    și

( ) 1 (1 )B BK p L p   . 

 

Teorema 2.4.2 

Fie AK o curbă Leimkuhler. Atunci pentru orice [0,1]p  

( )
( )

1
1 1 ( )

A
B

A

K p
K p

K p



 

  
 

 

este o curbă Leimkuhler, unde [0,1]  . 

 

Familii Lorenz de tip Marshall-Olkin de ordin n 

Teorema 2.4.3 

Dacă 
0AL  este o curbă Lorenz iar 1,... [0,1]n    atunci :[0,1] [0,1]

nAL  , 

0

0

1

1

... ( )
(p)

1 (1 ... ) ( )n

n A

A

n A

L p
L

L p

 

 


 
 

este o curbă Lorenz. 

 

Familii Lorenz generate prin mecanismul Marshall Olkin din două curbe Lorenz cunoscute 

Teorema 2.4.4 

Fie ,A BL L  două curbe Lorenz și [0,1]  . Atunci :[0,1] [0,1]CL  , 

( )
(p)

1 ( )

A
C

B

L p
L

L p







 

este o curbă Lorenz. 

 

 
III 

MODELE DE CURBE LORENZ MIXTE 
 

Introducere 
Importanța Curbelor Lorenz în analiza statistică și economică a inegalității venitului ne 

motivează dorința de a găsi noi familii parametrice de Curbe Lorenz. Multitudinea de modele 

parametrice propuse în literatura de specialitate nu constituie un inconvenient, ci un considerent 

suplimentar dat de nepotrivirea în totalitate a curbelor empirice pe setul de venituri date.  

 

Familii parametrice de Curbe Lorenz 

Kakwani și Podder (1973, 1976) au propus primele modele parametrice de estimare a Curbelor 

Lorenz. În 1973 au introdus curba  

𝐿(𝑝) = 𝑝𝛾𝑒−𝜂(1−𝑝), pentru 0 < 𝑝 < 1 și 𝜂 > 0; 1 < 𝛾 < 2. 

Utilizând sistemul de coordonate propus de Gini în 1932 de forma 
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 𝜂 =
𝑢+𝑣

√2
 și 𝜋 =

𝑢−𝑣

√2
, unde 0 < 𝑢 < 1, Kakwani și Podder au dat o altă definiție curbei 𝑣 =

𝐿(𝑢), caracterizată prin  

𝜂 = 𝑎𝜋𝛼(√2 − 𝜋)𝛽, cu 𝑎 ≥ 0, 0 ≤ 𝛼 ≤ 1 și 0 < 𝛽 ≤ 1. 

Propunem trei modele parametrice noi de Curbe Lorenz: 

𝐿1(𝑝; 𝜃, 𝜈) =
1

ln𝑝

𝑝𝜈 − 𝑝𝜃

𝜈 − 𝜃
, 𝜈 > 𝜃 

𝐿2(𝑝; 𝜃, 𝑘, 𝜈) =
1

ln𝑝

𝑝𝜈 − 𝑝𝜃

𝜈 − 𝜃
[1 − (1 − 𝑝)𝑘], 𝜈 > 𝜃; 𝜃 ≥ 0; 0 < 𝑘 ≤ 1 

𝐿3(𝑝; 𝜃, 𝜈) = 𝑝𝑒−𝜃(2−𝑝)
𝑒𝜈 − 𝑒𝜃

𝜈 − 𝜃
, 𝜈 > 𝜃; 𝜃 ≥ 0 

Observație:  

Aplicând limita după 𝜈, cu 𝜈 → 𝜃 obținem 

i) lim
𝜈→𝜃

𝐿1(𝑝; 𝜃, 𝜈) = 𝑝𝜃 

ii) lim
𝜈→𝜃

𝐿2(𝑝; 𝜃, 𝜈) = 𝑝𝜃[1 − (1 − 𝑝)𝑘]
 

iii) lim
𝜈→𝜃

𝐿3(𝑝; 𝜃, 𝜈) = 𝑝𝑒−𝜃(1−𝑝)
 

Teorema 3.1: Presupunem că 𝐿1(𝑝; 𝜃, 𝜈) este definită și continuă pe [0,1], cu derivata de ordinul doi 

𝐿′′1(⋅). Funcția 𝐿1(⋅) este o Curbă Lorenz dacă și numai dacă 

𝐿1(0; 𝜃, 𝜈) = 0, 𝐿′1(0
+; 𝜃, 𝜈) ≥ 0 

𝐿1(1; 𝜃, 𝜈) = 1, 𝐿′′1(𝑝; 𝜃, 𝜈) ≥ 0, 𝑝 ∈ (0,1). 
 

Pentru curba 𝐿3 indicele lui Gini va fi: 

𝐺3 = 1 − 2
1 − 𝑒𝜈−𝜃

𝜃2(𝜃 − 𝜈)
(𝜃 − 1 + 𝑒−𝜃) 

 

Compunerea CL propuse cu repartiția Gamma 

Curbele Lorenz compuse sunt o modalitate de a obține o potrivire mai bună (pe datele 

disponibile) prin construirea unor modele mai complexe ce combină o curbă parametrică Lorenz cu o 

densitate de repartiție cunoscută. Metoda de compunere a fost introdusă de Sarabia (2005). 

Fie Curba Lorenz parametrică 𝐿1(𝑝; 𝜃, 𝜈), unde 𝜃, 𝜈 sunt vectori-parametru. De exemplu, 𝜃 

poate fi un parametru scalar ce reprezintă un factor al omogenității populației. 

Fie 𝜋(𝜃; 𝛼, 𝜆) o densitate de repartiție absolut continuă pe    unde 𝛼, 𝜆 sunt parametri reali.  

 

Teorema 3.2: Expresia 𝐿̃1(𝑝; 𝜈; 𝛼, 𝜆) = ∫
Θ

𝐿1(𝑝; 𝜃, 𝜈)𝜋(𝜃; 𝛼, 𝜆)𝑑𝜃 definește o curbă Lorenz, unde 

𝜋(𝜃; 𝛼, 𝜆) =
𝜆𝛼

Γ(𝛼)
(𝜃 − 1)𝛼−1𝑒−𝜆(𝜃−1)𝐼(𝜃 > 1), oricare ar fi 𝛼, 𝜆 > 0. 

 

Teorema 3.3: Expresia 𝐿̃2(𝑝; 𝛼, 𝜆, 𝑘, 𝜈) = ∫
∞

0
𝐿2(𝑝; 𝜃, 𝑘, 𝜈)𝜋(𝜃; 𝛼, 𝜆)𝑑𝜃 definește o curbă  Lorenz, 

unde 𝜋(𝜃; 𝛼, 𝜆) =
𝜆𝛼

Γ(𝛼)
𝜃𝛼−1𝑒−𝜆𝜃𝐼(𝜃 > 0), oricare ar fi 𝛼, 𝜆 > 0. 

 

Teorema 3.4: Expresia 𝐿̃3(𝑝; 𝛼, 𝜆, 𝜈) = ∫
∞

0
𝐿3(𝑝; 𝜃, 𝜈)𝜋(𝜃; 𝛼, 𝜆)𝑑𝜃 definește o curbă Lorenz, unde 

𝜋(𝜃; 𝛼, 𝜆) =
𝜆𝛼

Γ(𝛼)
𝜃𝛼−1𝑒−𝜆𝜃𝐼(𝜃 > 0), oricare ar fi 𝛼, 𝜆 > 0. 

 

În continuare dorim să găsim indicele Gini pentru noua curbă Lorenz 3L .  Pentru aceasta vom 

folosi Teorema 3 a lui Sarabia (2005) care ne indică următoarea proprietate: 

3 3( ) [ ( )]G L E G L , 
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unde E  este valoarea medie a lui 
3( )G L în raport cu funcția densitate de probabilitate  

Forma finală a indicelui  Gini va fi: 

 
3

3 ( 2)
( , , ) 1 2 ( ) (3 , ) (3 , (1 ))

( )L
G e   

         


   
        


. 

 

Importanța curbelor Lorenz în analiza economică și statistică a inegalității veniturilor și bogăției 

motivează dorința de a găsi noi familii parametrice de curbe Lorenz. Concluzia noastră este că 

aproximarea parametrică mixtă aduce o concordanță mai mare prin introducerea de restricții stricte.   

Prin utilizarea unor instrumente statistice corespunzătoare se pot face comparații între noile 

curbe mixte și cele clasice propuse de Sarabia (2005). Estimările parametrilor modelelor pot fi 

determinate prin utilizarea metodei a celor mai mici pătrate neliniară. 

În acest capitol am introdus modele de Curbe Lorenz mixte pentru familii parametrice de CL 

prin compunerea acestora cu repartiția Gamma, rezultate publicate în [7]. 

 

IV 

 INTERVALE DE INCREDERE ALE  

CURBELOR LORENZ GENERALIZATE 
 

Familii de repartiții Weibull Exponențializate și rata de hazard corespunzătoare 

 

 Repartiția Weibull este o funcție foarte bine cunoscută. Denumită după Walddi Weibull, un 

fizician suedez, a fost utilizată inițial în analiza rezistenței la rupere a materialelor.  

Familia de repartiții Weibull Exponențializată a fost introdusă de Mudholkar și Sarisastva 

(1993) ca fiind o generalizare a familiei de repartiții Weibull. Aplicațiile acestei repartiții au fost 

ilustrate de Mudholkar (1995).  

Aplicăm o extindere familiei repartiției exponențiale și obținem familia de patru parametri 

definită prin 

1 ,
( ; , , ; )

0,

k
x

e x
F x k

x






  




 

 
 

 
 

  
 




 

unde x   este parametrul de locație, k>0  este parametrul de formă, 0   este parametrul de mărime 

și 0   este al doilea parametru de mărime. Această familie se numește Repartiția Weibull 

Exponențializată. 

Densitatea de repartiție corespunzătoare este  
1

1

( ; , , ; ) 1

k k
k x x

kk x
f x k e e


 

 
  

 


     

    
   

  
   
  
 

 

 Pentru câteva valori fixe ale parametrilor obținem repartiții diferite: dacă 1   repartiția devine 

Weibull cu doi parametri. Pentru 1k   se reduce la familia exponențială, și dacă 1k    avem 

repartiția exponențială cu un parametru. Dacă 1; 2k    obținem repartiția  Rayleigh. 

Avantajul principal al acestei repartiții este flexibilitatea funcției de hazard corespunzătoare: 
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1
1
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( ; , , ; )

1 1
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






 

 
  


     

    
   

 
 
 

  
  
  
 

 
  
 
 

 

Curba Lorenz Generalizată este dată de formula (4.5): 
1

1

0

1
( ) ln ,0 1

1

k
u

XGL u dt u

t
 

 
   
      
   

   
 

  

 

Estimatorul de verosimilitate maximă pentru repartiția Weibull Exponențializată 

Fie 1 2, ,..., nX X X  un eșantion de variabile aleatoare independente dintr-o Repartiție Weibull 

Exponențializată FX  Atunci funcția de verosimilitate este dată de: 

1

( , , ) ( | , , )
n

i

i

L k f x k   


  

    1 1

1

1

( 1)
1 1

1
1

k kn n
i i

i i

x xn n n
k

in k
i i

k
x e e



 

 
 


   

    
   


 

          
 

 
.                         (4.6)

 

Logaritmând expresia funcției de verosimilitate (4.6) obținem: 

1 1 1

1
ln ( , , ) ln ( 1) ln ( 1) ln ( 1) ln(1 )

k

ixn n n
k

i i

i i ik

k
L k n n k k x x e 

   
 

 
 
 

  

 
         

 
   . 

Dorim maximizarea funcției de verosimilitate pentru fiecare parametru: 

1 1 1

ln ( , , )
ln ( 1) ln

1
( 1) ln ( 1) ln(1 )

k

ixn n n
k

i i

i i ik

L k k
n n k

k x x e 

  


 




 
 
 

  

 
   

  

       
                                         

 

 

Teorema 3.1.  Pentru 2   estimatorii ˆ ˆ ˆ( , , )k    parametrilor ( , , )k    sunt consistenți și 

ˆ ˆ ˆ( , , )n k k        este repartizat asimptotic normal cu vectorul- medie nul și matricea de 

covarianță 
1I 
, unde 

2 2 2

2

2 2 2

2

2 2 2

2

ln ln ln

1 ln ln ln

ln ln ln

L L L
E E E

k k k

L L L
I E E E

n k

L L L
E E E
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   

   

        
      

          
 

               
          
 

        
                

 

iar mediile derivatelor parțiale de ordinul doi ale funcției de verosimilitate sunt de forma: 
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Intervalele de încredere ale curbei Lorenz Generalizată utilizând aproximarea normală 

 

În acest paragraf se va utiliza aproximarea normală pentru a construi intervalele de încredere 

ale Curbei Lorenz Generalizată (CLG). În primul rând căutăm un estimator pentru CLG. 

 Fie  1 2, ,..., nX X X  un eșantion de variabile aleatoare independente din FX. Un estimator 

consistent pentru CLG este:  

1

0

( ) ( )

u

XGL u F t dt   

unde  1( )F p  este p-cuantila lui F . 

În consecință, putem construi un interval de încredere bazat pe aproximarea normală pentru 

CLG astfel:  

1 1
2 2

ˆ ˆˆ ˆ( / , / )z n z n      
 

   

Unde 
1

2

z 


 este cuantila repartiției normale standard. 

 

 

V 

PROPRIETATI ASIMPTOTICE ALE ESTIMATORILOR 

NON-PARAMETRICI AI CURBEI LEIMKUHLER SI 

INDICELUI KAKWANI 
 

 

Introducere 

Fie  ( , , )PF  un spațiu de probabilitate și  X o variabilă aleatoare cu media .X    

Notăm funcția de repartiție a lui X prin XF  și funcția cuantilă, funcția inversă continuă la stânga 

a lui F cu ( ) inf{ ; ( ) }Q p x F x p   . Atunci curba  Lorenz este o funcție convexă crescătoare 

:[0,1] [0,1]FL   definită de Gastwirth (1971) astfel: 

1

0
( ) ( )

p

F XL p Q y dy  , pentru 0 1p  . 

 Presupunem că  1 2, ,..., nX X X  sunt  variabile aleatoare  independente  în spațiul de probabilitate 

( , , )PF   pentru o repartiție XF  absolut continuă cu (0) 0XF  . 

După înlocuirea lui XF  în  (5.1)  cu funcția de repartiție empirică continuă la dreapta nF , 

Gastwirth a construit curba Lorenz empirică :[0,1] [0,1]nL  , ca fiind: 

1

0
( ) ( )

p

n n nL p Q y dy  , pentru 0 1p  , 

unde 1( ... ) /n nx x n    . 

 Problema găsirii unei estimări neparametrice a verosimilității maxime (NPMLE) pentru funcția 

de repartiție F  pe baza a două eșantioane independente: un eșantion { ; 1,.., }iX i m  pornind de la F  

și un eșantion  { ; 1,.., }iY i n   pornind de la G a fost abordată de Vardi (1982).  Estimatorul empiric al 

lui F  este  
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1 1

0
( ) ( )

t

n n nF t y dG y    , unde  
1

0
( )n ny dG y


   și  nG , estimatorul empiric al lui G , este dat de 

1

( ) 1/ ( )
n

n i

i

G t n I Y t


  , iar ( )I A  descrie indicatorul evenimentului A .  

 Presupunem că procesul empiric este dat de  
1/2( ) [ ( ) ( )], 0n nt n F t F t t    . 

Sen (1984) a demonstrat convergența slabă a procesului n  la un proces Gaussian în ipoteza 
2EY   . 

Fie :1 :...n n nY Y   o statistică ordonată corespunzătoare lui 1,..., nY Y . Atunci estimatorul 

eșantionului ce corespunde cuantilei ( )Q p  este definit de :( )( )n n kQ p Y  unde ( )nk k  este un întreg 

aleator, bine ales, ce depinde de statisticile de ordine și e definit prin 

1 1

: :

1 1

max ; ;0 1
k n

n n i n i

i i

k k Y p Y p 

 

  
     

  
  . 

Vom considera în continuare ipotezele lui Fakoor (2011): 

 (A1) Presupunem că funcția de repartiție a lui F are funcția de densitate de repartiție continuă 

f  într-o vecinătate a lui ( )Q p  și ( ( ))f Q p  este strict pozitivă și  finită pentru orice 0 1p  .  

(A2) Presupunem că 2( )E Y    , pentru anumiți 0  , și   

   sup{| '( ) |; }f x x   . 

(A3)  Avem  
1/ 2

0
( ( )) rG y y dy


   , pentru anumiți parametri r>2. 

 Folosind aproximările procesului empiric  

 ( ) ( ) ( ) , 0n nt n G t G t t     

se poate obține o aproximare tare pentru n .  

Horvath (1985) definește procesul ( , )t n  pentru aproximarea n  astfel încât 

1 1 1 1

0 0
( , ) ( , ) ( ) ( , )

t

t n y dK y n F t y dK y n 


       . 

Atunci procesul Gaussian cu medie zero va avea covarianța 

 
1

2( ( , ) ( , )) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )E x n y m mn m n x y F x y F y x F x F y   


            (5.3)  

unde 
2 2

0
( ) ( )

t

t y dG y     , și 2 2

0
lim ( ) ( )
t

t y dG y  


 


   . 

Notăm procesul Lorenz   

( ) ( )}n n Fl (p)= n{L p L p , 0 1p  . 

Goldie (1977)  a demonstrat consistența uniformă a lui nL  către FL  și a determinat convergența 

slabă a procesului  Lorenz către un proces Gaussian în anumite condiții. 

 

Curba Leimkuhler 

Familia de curbe Lorenz poate modela corect curba de început a venitului (de jos, corespunzătoare 

persoanelor cu venituri mici), dar în unele cazuri nu suficient de relevant curba de sus a observațiilor 

veniturilor. Sarabia (2008) a introdus o curbă care modelează partea de sus a repartiției. 

 

Fie ( )nK p  statisticile Leimkuhler definite de   

1
1

0
( ) 1 ( )

p

n n nK p Q u du


    
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Comportamentul asimptotic al statisticii Leimkuhler 

Arătăm în continuare consistența tare uniformă și aproximația tare Gaussiană pentru  ( )nK p . 

Pentru asta vom folosi rezultatele corespondente pentru statisticile Lorenz și rezultate clasice de 

aproximare tare. 

Teorema 5.3.1 (Consistența tare uniformă) 

Presupunem 0   astfel încât 'F f  este continuă și strict pozitivă pe [ ( ) ; ( ) ]Q p Q p   . Atunci 

0 1

log log
sup | ( ) ( ) |n F

p

n
K p K p O

n 

 
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 

 P-a.s. 

 

Definim în continuare procesul Leimkuhler 

 ( ) ( ) ( ) , [0,1]n n Fk p n K p K p p    

și procesul Gaussian { ( , ), 0}t n t  .  

Teorema 5.3.2 (Aproximarea tare Gaussiană) 

Presupunem că sunt îndeplinite (A1)-(A3). Atunci pentru un spațiu de probabilitate potrivit de mare 

există un proces Gaussian cu doi parametri, de medie zero { ( , ), 0}t n t   și există  r>2 astfel încât 

i1)  
1

4
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1
sup (1 ) (1 ) ( ) ( , ) ( log ) ( )n F

p

k p K p G n H n p O n n n 





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 
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pentru 
2

0
2

r

r



  ; unde 

1

0

( ( ), )
( )

( ( ))

Q y n
G n dy

f Q y


   și 

1

1

( ( ), )
H( , )

( ( ))p

Q y n
n p dy

f Q y


  . 

i2) există un șir de procese Gaussiene de medie zero { ( ), 0}n t t   și există  2r   pentru orice   cu 

2
0

2

r

r



  , atunci avem: 
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k p K p G n H n p O n n n 
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 
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      
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 a.p.t,  

unde 
1

0

( ( ))
( )

( ( ))

n
n

Q y
G n dy

f Q y


   și 

1

1

( ( ))
( , )

( ( ))

n
n

p

Q y
H n p dy

f Q y


  . 

Einmahl (2007) reafirmă că legea Strassen a logaritmului iterat se poate aplica pentru orice 

funcțională continuă : [0,1]C   cu probabilitate unu și  ( )( / 2 ; 1nS nLLn n   este mărginită. 

Luăm în considerare motivația lui Fakoor (2011). Fie (0,1)C  spațiul de funcții continue pe [0;1]  

și S  mulțimea de funcții absolut continue Strassen: 
1

2

0
{ | :[0,1] , (0) 0, ( '( )) 1}S x dx        

Dacă 0 0 0{ :[0,1] | , ( ) ( ( ( ))) ( ( )) }S S n Q u F Q u            atunci pentru  0 0S   

relativ la ( )nK p  noi definim  

0

1 1
0 0

0 1

( ) ( )1
( ) (1 )

( ( )) ( ( ))
F

p

y y
p K p dy dy

f Q y f Q y


 


 

 
   

 
   , 0 1p  . 

 Fie  
0

0 0
1

S
S 





 . Atunci avem  

Teorema 5.3.3 (Funcționala LIL) 

Presupunem că sunt îndeplinite (A1)-(A3). Atunci pentru spațiul de probabilitate ( , , )PF  șirul de 

aplicații  ( ) / 2log lognk n  este P-aproape sigur relativ compact în (0,1)C  în raport cu norma 

supremum. În plus, mulțimea de puncte limită este 1S . 
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Curba Kakwani 

Kakwani (1980) a introdus măsura de inegalitate rK  definită de 

1
1

0
1 ( 1) ( )(1 )r

r XK r r L p p dp     

ca o generalizare parametrică a indicelui Gini (G). Pentru r 1  este clar că 1K G . 

Noi vom introduce Curba Kakwani corespunzătoare ca fiind  
11 ( 1) ( )(1 )r

r XK r r L p p     , 1r   

Introducem statisticile Kakwani prin 

1 1

,
0

( ) 1 ( 1)(1 ) ( )
p

r

r n n nK p r r p Q u du       

 

Comportamentul asimptotic al statisticii curbei Kakwani  

În această parte arătăm consistența uniformă tare și aproximarea Gaussiană tare pentru , ( ).r nK p  

Pornind de la Sen (1984) și Lema 1 a lui Fakoor (2011) obținem următoarele rezultate. 

Teorema 5.5.1 (Consistența uniformă tare) 

Presupunem că au loc (A1), (A2)  și 1r   atunci 

, ,
0 1

log log
sup | ( ) ( ) |r n r F

p

n
K p K p O

n 

 
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 

  P-a.s. 

 

Teorema 5.5.2 (Aproximarea Gaussiană tare) 

Dacă presupunem că au loc (A1)-(A3) atunci există un spațiu de  probabilitate  ( , , )PF  pe care putem 

construi un proces Gaussian cu doi parametri de medie zero { ( , ), 0}t n t   și există r>2 astfel încât 

i1)  1 1

, ,
0 1

1
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
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 P-a.s., pentru 
2

0
2

r

r



  ; 

Dacă  10 1p   și   este definit ca mai sus, atunci  

 
1

1 1

, ,
0

1
sup (1 ) ( 1)(1 ) ( ) (1 ( ))H(n,p) (1 )r r

r n r F
p p

k p r r p G n K p p


 

 

 
        

 
 

1

4( log ) ( )O n n n 



 

  
 

 P-a.s. 

i2) De asemeni putem construi un proces Gaussian { ( ), 0}n t t   cu media zero și există r>2 astfel ca   

 1 1

, ,
0 1

1
sup (1 ) ( 1)(1 ) ( ) (1 ( ))H (n,p) (1 )



 

 

 
        

 

r r

r n n r F n
p

k p r r p G n K p p  

        
1

4( log ) ( )



 

  
 

O n n n  pentru orice 
2

0,
2

r

r


 
 
 

, și 

 
1

1 1

, ,
0

1
sup (1 ) ( 1)(1 ) ( ) (1 ( ))H (n,p) (1 )



 

 

 
        

 

r r

r n n r F n
p p

k p r r p G n K p p  

           
1

4( log ) ( )



 

  
 

O n n n  pentru orice  
2

0,
2

r

r


 
 
 

, cu 10 1p  . 
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 Fie  
0

0 0
1

ˆ
S

S 





 . Atunci avem  

Teorema 5.3 (Funcționala LIL) Dacă (A1)-(A3) au loc atunci există un spațiu de probabilitate 

( , , )PF  astfel încât șirul de funcții 

1

, ( )(1 )
, (0,1)

( 1) 2log log

r

r nk t t
t

r r n


 


, pentru 1r   este P-aproape sigur 

relativ compact în (0,1)C  relativ la norma supremum. În plus, mulțimea de puncte limită este 1S . 

 

Comportamentul asimptotic al indicelui Kakwani 

Teorema 5.4.  

Dacă (A1) și (A2) au loc atunci 

, ,

log log
| |r n r F

n
K K O

n

 
    

 

  P-a.s. 

Concluzii 

După un secol de analiză intensă a familiilor de curbe Lorenz în domeniul veniturilor și a 

distribuțiilor de avere, a fost introdusă recent curba Leimkuhler pentru o potrivire corectă a datelor din 

partea superioară a valorilor observate.  Am definit rezultate asimptotice pentru estimatori 

neparametrici ai curbei Leimkuhler și pentru indeicele Kakwani. În secțiunea 5.3 și  5.5 am obținut 

aproximarea lor Gaussiană tare pentru un eșantion care corespunde unei distribuții dependentă de 

lungime. S-a determinat o lege a procesului logaritmului iterat pentru acești estimatori.  

 

VI 

FAMILII PARAMETRICE NOI DE  

CURBE LEIMKUHLER 
 

Introducere 

  

 Definiția curbei Leimkuhler propusă de Sarabia (2008) a fost punctul de plecare al acestui 

capitol. Utilizând această abordare recentă propunem o nouă familie de Curbe Leimkuhler parametrice. 

Vom analiza o mare varietate de proprietăți, inclusiv măsuri ale inegalității.  

 

Curba Leimkuhler 

 

 Familiile de curbe Lorenz pot modela corect valorile mici observate, dar uneori incorect datele 

din partea superioară. În informetrică, de exemplu, studiile analizează sursele cele mai productive.  

 

Curbe Leimkuhler mixte 

 Fie ( , , )XL p    o curbă Lorenz parametrică, ( , , )     densitatea de repartiție Gamma pe 

(0, )  și ( , , )K p   o curbă Leimkuhler parametrică. 

Definim curba Leimkuhler mixtă prin ( , , )( , , , ) E ( ( , , ))K p K p        , unde  

1( , , ) ( 0)
( )

a

e I 
     



  


. 
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Teorema 6.1. 

Fie ( , , , )K p     o curbă Leimkuhler mixtă. Atunci are loc relația: 

( , , , ) 1 L (1 p, , , )XK p                                                                

 

Teorema 6.2. 

Dacă ( , )XL p   este curba Lorenz exponențială atunci funcția corespunzătoare curbei Leimkuhler 

Gamma-Exponențială este  

1

1
( , , ) 1

1 ln(1 )

p
K p

p


 



 

   

                                                          

 

În strânsă legătură cu capitolul cinci în capitolul al șaselea am dezvoltat familii parametrice 

noi de Curbe Leimkuhler, precum și Curbe Leimkuhler mixte, având la bază articolul [8].  

 

VII 

APROXIMARE DE ORDIN SUPERIOR PENTRU 

DIVERGENTE GENERALIZATE 
 

Noțiuni preliminare 

 

Problema găsirii și estimării distanței corecte (diferență sau discriminare) între două densități 

de probabilitate este printre cele mai importante în Teoria Probabilităților.  -divergența Csiszar are 

aplicații în antropologie, genetică, finanțe, economie, științe politice, biologie și procesarea semnalelor.  

 

Aproximări de ordin superior  

Aproximări folosind formula lui Taylor 

 

Definim ( , )a -divergența generalizată dintre măsurile de probabilitate 1 2,   ca fiind 

, 1 2

f( )
( , ) g ( ) ( )

g( )

a

a
X

x
x d x

x
    

 
   

 
 . 

Pentru 1a   obținem  -divergența Csiszar din (7.1). 

 

Teorema 7.1. 

Fie 0 1    , funcția   conform ipotezelor din paragraful anterior, și ([ , ]), 1nC n     

cu ( ) ( )| ( ) (1) |n nt   o funcție convexă în t . Fie  0 1 , 1y min       fixat. Atunci 

(j)

, 1 2

1

( )
1 1

| (1) |
( , ) (x)(f(x) ( ))

j!

( , y)
(x) | f(x) ( ) | .

( 1)!y

n
a j j

a
X

j

n
a n n

X

g g x d

g g x d
n




  

 






  

  

 


 



 

Dacă (j) (1) 0, j 1,..., ,n    atunci 
( )

1 1

, 1 2

( , y)
( , ) (x) | f(x) ( ) |

( 1)!y

n
a n n

a
X

g g x d
n



 
      

  ,                                       
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unde ( ) ( )( , y) : sup | ( ; ) |n n

y
x

x     este modulul de continuitate de ordin 1, iar 

( ) ( ) ( )( ; ) : ( ) ( )n n n

y x x y x       este diferența finită de ordinul I. Pentru n par sunt obținute prin 

1| 1|
( ) : ,

( 1)!

nt
t t

n
  


  


                                                        

 

Teorema 7.2 

Fie 0 1    , funcția   conform ipotezelor din paragraful anterior, și ([ , ]), 1nC n   

. Presupunem 
( )

0( , )n    , unde 0 , 0       . Fie x  și notăm prin 

1
| |

0

(| | )
( ) :

( 1)!

n
x

n

p x p
x dp

n




 
    
  

unde m    este partea întreagă superioară a numărului m. Atunci 

(j)

, 1 2 0

1

| (1) | ( ) ( )
( , ) (x)(f(x) ( )) ( )

j! ( )

n
a j j a

a n
X X

j

f x g x
g g x d g x d

g x



     



 
     

 
                        

Egalitatea în (7.20) este obținută pentru funcția 

0( ) : (p 1), ,n nt p         

atunci când n este par. 

 

Corolarul 7.1. 

 

Avem pentru 0       
(j)

, 1 2

1

| (1) |
( , ) (x)(f(x) ( ))

j!



  



    
n

a j j

a
X

j

g g x d  

( ) 1 1

1 1

1
( , ){ (x) | f(x) ( ) |

( 1)!

1
(x) | f(x) ( ) |

2 !

(x) | f(x) ( ) | }
8( 1)!

   







  



  

  


  










n a n n

X

a n n

X

a n n

X

g g x d
n

g g x d
n

g g x d
n

 

și 

    
(j)

, 1 2

1

| (1) |
( , ) (x)(f(x) ( ))

j!



  



    
n

a j j

a
X

j

g g x d  

( )

1 1

1
( , ){ (x) | f(x) ( ) |

!

1
(x) | f(x) ( ) | }

!( 1)

   






  

  

 






n a n n

X

a n n

X

g g x d
n

g g x d
n n

 

În particular vom avea 

   
1

, 1 2( , ) (1) (x)(f(x) ( ))       
a

a
X

g g x d  

                      

( ) 2 2

1

1
( , ){ (x) | f(x) ( ) |

2

1
(x) | f(x) ( ) | }

2 8

   









  

  





n a

X

a

X

g g x d

g g x d
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și 

     
1

, 1 2( , ) (1) (x)(f(x) ( ))       
a

a
X

g g x d  

                       

 

1

22

( , ){ (x) f(x) ( )

1
(x) f(x) ( ) }

2

   








  

 





a

X

a

X

g g x d

g g x d
                                                       

 

Rezultate bazate pe formula generalizată Taylor-Widder 

Teorema 7.3  

Pentru toți  ,x    și 0n  avem  

, 1 2 1

1

( ) ( )
( , ) (1) ( ) ,1 (1) ( ) N ,1

( ) ( )

n
a a

a j i n n
X X

j

f x f x
B g x h d B g x d

g x g x
      



   
      

   
    

                  
1

0

g ( ) ( ) ( ) ( )
( ) N ,1

( )

a

a

n
X

x f x g x f x
g x d

y g x
 

   
     

  
 .                                

Teorema 7.4.  

Pentru toți  ,x    și 0n  avem  

, 1 2 1

1

( ) ( )
( , ) (1) ( ) ,1 (1) ( ) N ,1

( ) ( )

n
a a

a j i n n
X X

j

f x f x
B g x h d B g x d

g x g x
      



   
      

   
    

 
( )

( ) ( ) ( ) N ,1
( )

a

n
X

f x
A g x f x g x d

g x

   
   

 
 . 

 

 

Teorema 7.5  

Pentru toți  ,x    și 0n  avem  

, 1 2 1

1

( ) ( )
( , ) (1) ( ) ,1 (1) ( ) N ,1

( ) ( )

n
a a

a j i n n
X X

j

f x f x
B g x h d B g x d

g x g x
      



   
      

   
    

                   10 ( )
( ) ( ) ( ) N ,1

( )

a

n
X

f x
g x f x g x d

p g x


  

   
 

 .                                

Teorema 7.6  

Fie  1 ( )
( ) ( ) ( ) N ,1

( )

a

n
X

f x
p g x f x g x d

g x
  

   
 

  astfel încât 0 min(1 , 1)p a b    . 

Atunci 

, 1 2 1

1

( ) ( )
( , ) (1) ( ) ,1 (1) ( ) N ,1

( ) ( )

n
a a

a j i n n
X X

j

f x f x
B g x h d B g x d

g x g x
      



   
      

   
    

                  1

1

( )
; ( ) ( ) ( ) N ,1

( )

a

n n
X

f x
B g x f x g x d

g x
  



  
    

  
 .                                

 

Teorema 7.7  

Pentru toți  ,x    și 0n  avem  

, 1 2

1

( )
( , ) (1) ( ) ,1

( )

n
a

a j i
X

j

f x
B g x h d

g x
    



 
   

 
   



30 

                              *

1 ,[ , ]

( )
( ) N ,1

( )

a

n n
X

f x
B g x d

g x 
  

 
  

 
  

 

Aproximarea de ordin superior pentru divergențe generalizate folosind curbe Lorenz 

Cazul AB-divergenței 

 

Fie f,g două densități de repartiție. Atunci AB – divergența definită recent de Cichocki (2011) 

între f și g este , ( || )D f g   

,

1
( || ) ( ( ) ( ) ( ) ( )) ,

X
D f g f x g x f x g x dx     

 

 

    

    
   

 unde , 0    cu 0   . 

 Prin ajustarea parametrilor   și   Chichocki (2011) a arătat că pot fi obținute un număr mare 

de divergențe noi sau standard. Astfel divergența este exprimată într-o formă explicită ca fiind: 

, ,( || ) ( ( ), ( )) ,
X

D f g d f x g x dx      

unde 

2

,
2

2

1
( ) ( ) ( ) ( ) ; , , 0

1 ( )
(x) ln ( ) ( ) ; 0, 0

( )

1 ( ) ( )( ( ), ( )) ln 1 ; 0
( ) ( )

1 ( )
(x) ln

( )

f x g x f x g x

f x
f f x g x

g x

g x g xd f x g x
f x f x

g x
g

f x

     



  

 

 



 
   

    

 


 




 



 
     

  

  
        

                  

 

 

 
2

( ) ( ) ; 0, 0

1
ln ( ) ln ( ) ; , 0

2

g x f x

f x g x



   

 













 
        


  


 

Astfel rezultă cazurile ce conduc la divergențe importante: Alpha-divergența pentru 1    

(Amari (2007); Cichocki (2011)); Beta-divergența atunci când 1   (Basu (1998), Mihoko (2002)) și 

divergența Kullback-Leibler pentru 1   și 0  . 

O proprietate importantă a divergenței este aceea că , ( || )D f g   este nenegativă pentru toți f  

și g  și este nulă dacă și numai dacă f g  aproape peste tot (Cichocki (2011)). 

În continuare, rescriem AB-divergența pentru a    

, ,( || ) ( ( ), ( )) ( )
x x

D f g d f x g x dx t dt        

Astfel considerăm  

1 1 1
( )

( ) ( )
t t t  

      

   
 

 

Derivata de ordin k va fi de forma 

        ( ) 1
( ) 1 2 ... 1 ...k k a kt k t a a k t   



            

Observăm că ( ) (1) 0, 1,...,k k n   . 

 



31 

Teorema 7.4.3. 

Fie 0 1    , funcția   de forma (7.4.6) și  0 1 , 1y min       fixat. Atunci, sub 

ipotezele Teoremei 7.4.2, avem 
( )

1 1

, 1 2

( , y)
( , ) (x) | f(x) ( ) |

( 1)!y

n
a n n

a
X

g g x d
n



 
      

  , 

unde ( ) ( )( , y) : sup | ( ; ) |n n

y
x

x     este modulul de continuitate de ordin 1, iar 

( ) ( ) ( )( ; ) : ( ) ( )n n n

y x x y x       este diferența finită de ordinul I. 

 

Rezultate de aproximare pentru divergențe generalizate folosind Curbe Lorenz 

 

Teorema 7.4.4. 

Fie 0 1    , funcția   conform ipotezelor din paragraful 7.1, și ([ , ]), 1nC n     cu 
( ) ( )| ( ) (1) |n nt   o funcție convexă în t . Fie  0 1 , 1y min       fixat. Atunci 

   
(j)

, 1 2

1 0

| (1) |
( , ) (F( )) (G( ))

j!

jn
k j j a kk j k j a k

a j F G F G
X

j k

C L x L x d


    

    

 

     

   
( ) 1

1 11 1

0

( , y)
(F( )) (G( ))

( 1)!y

n n
k n n a kk n k n a k

j F G F G
X

k

C L x L x d
n

 
  


        



 


 . 

Dacă (j) (1) 0, j 1,..., ,n    atunci 

   
( ) 1

1 11 1

, 1 2

0

( , y)
( , ) (F( )) (G( ))

( 1)!y

n n
k n n a kk n k n a k

a j F G F G
X

k

C L x L x d
n



 
    


        



  


 ,     

unde ( ) ( )( , y) : sup | ( ; ) |n n

y
x

x     este modulul de continuitate de ordin 1, iar 

( ) ( ) ( )( ; ) : ( ) ( )n n n

y x x y x       este diferența finită de ordinul I.  

 

Teorema 7.4.5. 

Fie 0 1    , funcția   conform ipotezelor din paragraful 7.1, și ([ , ]), 1nC n     cu 
( ) ( )| ( ) (1) |n nt   o funcție convexă în t .  

Atunci 

 
''

1

, 1 2 ''
1

( ( ))
( , ) | B (1) | (G( )) ,1

(F( ))

n
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a i G G j G F
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L G x
L x h d

L x
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* 1
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L G x
N L x d

L x 
    

 

 

 
  

 
  

În acest ultim capitol am prezentat bazându-ne pe [5], [12] și [13] aproximări de ordin superior 

pentru divergențe generalizate. După realizarea unei sinteze asupra teoremelor Arnold și Thompson am 

aplicat formula lui Taylor în cazul AB-divergenței în vederea obținerii unor rezultate de aproximare 

pentru divergențe generalizate folosind curbe Lorenz. 

Concluzii, contribuții personale și direcții viitoare de 

cercetare 
§ 1. Concluzii 

Din multitudinea perspectivelor prin care pot fi abordate Curbele Lorenz, ne-am concentrat 

atenția asupra extinderii claselor de Curbe Lorenz parametrice și aproximarea de ordin superior pentru 
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divergențe generalizate. După o analiză riguroasă a literaturii de specialitate ne-am propus prin lucrarea 

de față crearea unor familii noi de curbe Lorenz și realizarea de noi conexiuni ale acestora cu 

mecanismul Marshall-Olkin, entropia Tsallis, curbe Leimkuhler și divergențe generalizate. 

De obicei datele pe care le analizăm sunt disponibile sub formă de venit, caz în care coeficientul 

lui Gini poate fi estimat prin aproximarea CL ca o serie de segmente. Pentru a stabili gradul de 

inegalitate nu este suficientă o asemenea abordare deoarece aceasta nu ține cont de inegalitatea în cadrul 

claselor de venit. Ca o metodă alternativă, în primul rând găsim din datele pe grupuri o funcție pentru 

Curba Lorenz, și apoi calculăm indicele lui Gini ca fiind de două ori aria dintre CL estimată și prima 

bisectoare. Plecând de la acest raționament au fost introduse de-a lungul timpului diverse funcții pentru 

curbele Lorenz. De exemplu, Kakwani (1980), Rasche (1980), Ortega (1991), Sarabia (1999), etc… 

În această lucrare am abordat multiple modalități de a obține o curbă Lorenz. Ca o primă metodă 

am definit funcții noi de repartiție de tip exponențializat (§2.2) și apoi am  determinat curba Lorenz în 

funcție de aceaste repartiții, iar ca o altă metodă am generat direct funcția curbei Lorenz prin 

intermediul mecanismului Mrashall-Olkin (§2.4) și prin compunerea cu repartiția Gamma (§3.3). 

Mai mult, colateral cu aceste obiective s-au realizat și legăturile inter-disciplinare ale statisticii 

matematice cu teoria informației (Curba Leimkuhler), analiză matematică (dezvoltări de tip Taylor), 

teoria măsurii (divergențe) și econometrie. Pentru atingerea acestor obiective, cercetarea întreprinsă a 

avut trei coordonate: o cercetare bibliografică, una analitică și una de tip empiric. 

§2. Contribuții personale 

Cercetarea a atins obiectivele enunțate în introducere, și anume în primul capitol am evidențiat 

importanța curbei Lorenz și a indicelui lui Gini în contextul dependenței acestuia de CL, am dezvoltat 

în al doilea capitol noi clase de Curbe Lorenz, prin extinderea familiilor consacrate de curbe Lorenz, 

iar în al treilea capitol am modelat Curbe Lorenz mixte pentru familii parametrice de CL prin 

compunerea acestora cu repartiția Gamma. 

În continuare, în capitolul al patrulea, am studiat intervalele de încredere ale curbei Lorenz 

Generalizată. 

În al cincilea capitol am abordat proprietățile asimptotice ale estimatorilor non-parametrici ai 

curbei Leimkuhler si Indicelui Kakwani.  

În strânsă legătură cu secțiunea anterioară capitolul al șaselea am dezvoltat familii parametrice 

noi de Curbe Leimkuhler, precum și Curbe Leimkuhler mixte. 

În ultimul capitol am prezentat aproximări de ordin superior pentru divergențe generalizate. 

După realizarea unei sinteze asupra teoremelor Arnold și Thompson am aplicat formula lui Taylor în 

cazul AB-divergenței în vederea obținerii unor rezultate de aproximare pentru divergențe generalizate 

folosind curbe Lorenz. 

 

§3. Limitele cercetării 

Oricât de complexă și fundamentată ar fi o cercetare științifică, pe lângă rezultatele obținute și 

contribuțiile semnificative aduse, există și unele limite care sunt inerente, dar care oferă posibilitatea 

continuării și aprofundării domeniului studiat. 

 

§4. Perspective de cercetare 

Importanța curbelor Lorenz în analiza economică și statistică a inegalității  veniturilor și 

bogăției motivează dorința de a găsi noi familii parametrice de curbe Lorenz. Multitudinea  de modele 

parametrice propuse în literatura de specialitate nu este un inconvenient, dar un motiv în plus dat de 

neconcordanța totală a curbelor empirice pe datele de venituri stabilite. Concluzia noastră este că 

aproximarea parametrică mixtă aduce o concordanță mai mare prin introducerea de restricții stricte. 

Prin utilizarea unor instrumente statistice corespunzătoare ne propunem pe viitor efectuarea de 

comparații între noile curbe mixte și cele clasice propuse de Sarabia (2005). Estimările parametrilor 

modelelor pot fi determinate, de exemplu, prin utilizarea metodei celor mai mici pătrate neliniară. 
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§5. Etica cercetării 

 Lucrarea de față a urmărit liniile generale ale eticii cercetării științifice, prin utilizarea citărilor 

în conținutul său și alcătuirea unei bibliografii corespunzătoare. 
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