EXTINDERI SIMETRICE DE VALUARI
DE LA K LA K(Xg5e.esX0)

1. INTRODUCERE

Extinderile unei valuari de la K la K(Xy,...,Xn) sunt, in general, foarte complexe si
greu de descris. Avand in vedere clasificarile extinderilor unei valuari de la K la K(X),
facuta in [9] si [11], conform céreia acestea se impart in:

1. r.t.-extinderi

2. r.a.t.-extinderi

3. r.a.f.-extinderi (si mai departe in V_.(G,) / V+(G,) / ...)
numarul de combinatii posibile pentru extinderile unei valuari de la K la K(Xy,...,X),
obtinute in urma extinderilor succesive de la K(Xy,...,X;) la K(Xy,...,Xi+1), este de
ordinul 3", fara aparente restrictii.

Mai mult decat atat, fiecare extindere intermediara, de la K(Xy,...,Xj) la K(X4,...,Xij+1),
este profund legata de inchiderea algebrica a corpului de la care pleaca, facand
abordarea clasica, cu ajutorul perechilor minimale, extrem de dificila si nepractica.
Orice tentativa de a folsi direct rezultatele obtinute in cazul extinderilor unei valuari
de la K la K(X) ne trimite in domeniul geometriei algebrice unde continuarea analizei
devine foarte laborioasa.

O serie de lucrari precedente vizeaza diverse simplificari ale acestei probleme. Tn
lucrarea [11] este discutat un caz particular, pentru n = 2, anume valuarile de rang 2 pe
K(X1, X2) care sunt triviale pe K si se introduce notiunea de divizor prim pe K(Xi, X7)
sub forma unei valuari pe K(Xi, Xp), triviald pe K, al carei corp rezidual este
transcedent peste K.

In [14] se introduce un nou tip de divizor pe K[Xi,...,Xn], definit ca un sir de
polinoame cu proprietati speciale, care, impreund cu algoritmul Euclidian
corespunzator, este folosit pentru a descrie actiunea unei valuari Gaussiene asupra
corpului de fractii de polinoame si a obtine generalizari, pentru un n arbitrar, ale
teoremelor principale din [7], [9] si [10].

Lucrérile [15], [16] si [17] studiaza extinderile de la K la K(Xy,...,X,) in anumite
conditii speciale in care forma finala a extinderii este usor de descris, dar acele
conditii speciale sunt, in schimb, oarecum greu de asigurat.



Tn [18] se realizeazi o caracterizare completi a extinderilor unei norme
nearhimedeene la o norma pe algebra polinomiala K[Xj,...,Xy], cu aplicatii importante
in geometria algebrica.

In aceasta lucrare ne propunem sa studiem extinderile de la K la K(Xy,...,X;) plecand
de la o altd perspectiva si anume definind o clasd de extinderi care au o singurd
proprietate speciald, anume simetria in raport cu nedeterminatele Xg,...,X,. Vom defini
notiuni specifice acestor extinderi, cu ajutorul carora vom demonstra o serie de
rezultate care simplifica clasificarea acestui gen de extinderi fata de cazul general.

Legatura cu extinderile generale se face prin intermediul fractiilor de polinoame
simetrice, al caror subcorp, K(ei™,..., ex™), al lui K(Xy,...,.Xs), restrictioneaza
extinderile care sunt simetrice in raport cu Xi,..., X, la extinderi care nu sunt neaparat
simetrice (cazul general) n raport cu e,,..., e,"). Odata facuta aceasta legaturd, se
deschide calea studiului n sens invers, plecand de la extinderi oarecare, dar privite pe
subcorpul fractiilor de polinoame simetrice, apoi Incercand sa descriem cum acestea
se extind de la K(e:™,..., e&.™) la K(Xy,...,.Xs). Cum extinderea K(Xu,...,Xn) /
K(el(n),..., en(n)) este Galoisiana cu grupul Galois S, al permutarilor cu n elemente,
pentru orice valuare w® fixatd pe K(ei™,..., ™) si pentru orice valuare w pe
K(X1,...,Xn) care extinde w°, avem ca orice altd valuare W' care extinde w® este de
formaw' =w e g, cu o € Gal(K(Xy,....Xn) / K(e1™,..., e&.™)) = S, (a se vedea [19]).

Lucrarea este structurata in 8 capitole, incluzandu-1 pe cel de fata. Celelalte capitole,
2-8, vor fi prezentate pe scurt in cele ce urmeaza.

Capitolul 2 este destinat, exclusiv, teoriei deja existente in materie. Aici vom
prezenta notiunile si rezultatele principale din teoria valuarilor ce ne vor fi utile pe

parcursul acestei lucrari, insistand pe clasificarea extinderilor unei valuari de la K la
K(X).

Tn capitolul 3, vom defini notiunile de valuare simetrici si ultrasimetrici. Vom
prezenta o serie de proprietati ale acestora, vom demonstra o serie de rezultate ce fac
legdtura dintre aceste valuari si subcorpul fractiilor de polinoame simetrice, vom
analiza extinderea simetriei la inchiderea algebrica si vom trage céiteva concluzii
importante n privinta acestor valudri, in general.

Capitolul 4 se va ocupa de cea mai simpld categorie de valudri simetrice, dar in
acelasi timp foarte utila pentru caracterizarea valudrilor simetrice in general, numite
sugestiv valuari rezidual-transcendente simple. Ele sunt, de fapt, cea mai larga
generalizare a extinderilor Gaussiene, pentru care se pastreaza proprietatea de
simetrie. Cel mai important rezultat al acestui capitol este Teorema 4.3, care permite
caracterizarea completd a acestor valudri. Aspectul cel mai interesant dezvaluit de
aceastd teorema se refera nu la ceea ce se Intdmpla ,,pe lungime” (extinderile
intermediare) ci ,,pe latime”, adica extinderile de la K la K(X;). Desi aceste extinderi
sunt similare si, la prima vedere, au libertate totald in modul in care isi formeaza



corpurile reziduale, faptul cd pot fi prelungite coeziv la o valuare rezidual-
transcendentd simpla limiteaza, printr-o fortd nevazuta, aceasta libertate.

Tn capitolul 5 vom defini un tip de simetrie mai tare, anume acela care permite si
extinderea simetriei la oricate alte nedeterminate. Valuarile de acest tip se vor numi
simetric-deschise si vor dovedi o proprietate esentiala: exista un lant de extinderi ale
acestora la inchiderile algebrice ale corpurilor pe care sunt definite, care le prelungesc
simetria. Cel mai important rezultat n cadrul acestui capitol este Teorema 5.6, care
Tmparte extinderile simetric-deschise n doar doua categorii, dintre care, cea de a doua
este reprezentata, in fapt, de extinderi care se pot scrie ca limita a unui sir de extinderi
din prima categorie. Tn finalul capitolului, vom prezenta un tabel cu toate posibilele
extinderi simetric-deschise, impartite in 7 tipuri, in functie de parametrii acestora.

Tn capitolul 6 vom discuta extinderile simetric-inchise. Vom defini gradul de simetrie
al unei valudri si vom face legaturile dintre acesta si notiunile prezentate anterior.
Vom constata, astfel, ca pentru studierea unei extinderi simetric-inchise este suficient
sa studiem o restrictie a acestia, pe care 0 vom numi restrictia cea mai relevanta.

Capitolul 7 este rezervat exemplelor si contra-exemplelor diverse, menite a oferi o
mai buna intelegere a conceptelor si rezultatelor generale discutate in capitolele
anterioare.

Tn fine, capitolul 8 este destinat concluziilor si temelor de cercetare ulterioara,
rezultate din problemele ramase nerezolvate de aceasta lucrare. Accentul ramane pus
pe legatura dintre extinderile simetrice si extinderile generale, prin intermediul
fractiilor de polinoame simetrice.

Definitiile si rezultatele principale ale acestei lucrari (in special cele continute in
capitolele 3-5) au fost publicate, respectiv acceptate spre publicare, in articolele [20],
respectiv [21].

3. SIMETRIA VALUARILOR iN RAPORT CU Xi,....Xn

VVom incepe prin definirea clasei speciale de extinderi de la K la K(Xs,...,X,) la care ne
vom referi pe tot parcusul acestei lucrari.

Definitia 3.1: O valuare w pe K(Xy,...,Xy), cu n > 2, se numeste valuare simetrica (in
raport cu Xi,...,X,) daca, oricare ar fi 7 €S, (adica 7~ este 0 permutare a multimii
{1,2,...,n}) si oricare ar fi f e K(Xy,...,X;), avem:

W (f(Xg, X2, .., Xn) ) =W (F (Xaqa), Xa2)s > X)) )-

Tn acest caz notam cu #f (Xq, Xo, ..., Xp) = f (Xa1), Xz2)s ---» Xzny), aplicatia:

f— af
fiind un automorfism al lui K(Xy,...,X,) care il lasa pe loc pe K (si care lasa pe loc si
fractiile simetrice de polinoame din K(X,...,Xp)).
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Pentru n <2 vom considera ca w este in mod trivial simetrica.

Fie w o extindere simetrica a lui v de la K la K(Xj,...,Xp). Notam, pentru 0 <i<n:
(3.1.4) Kj := K(Xy,...,Xj), convenind ca Ky = K;

(3.1.5) uj :=restrictia lui w la Kj, convenind ca Uy =V, Uy = W;

(3.1.6) O;j, G;j, resp. k; := inelul de valuare, grupul de valuare, resp. corpul rezidual ale
lui uj.

Propozitia 3.2: O extindere w pe K(Xj,...,Xn) a unei valuari v pe K, cu n > 2, este
simetrica daca si numai daca pentru orice i cu 1 <i < n-1 avem ca w este simetrica in
raport cu X; , Xy .

Sa trecem, acum, la definirea unei subclase a extinderilor simetrice, anume acelea care
manifestd simetrie si In ceea ce priveste corpurile reziduale.

Definitia 3.3: O valuare w pe K(Xi,...,Xp), cu n > 2, se numeste valuare
ultrasimetrica (In raport cu Xu,...,X,) daca, oricare ar fi o permutare 7a {1,2,...,n} si
oricare ar fi f € K(Xy,...,Xp), avem:

w(f) > 0 < w(zf) > 0 si, cand ambele inegalitati sunt adeviarate, avem si

f* = ()* In Ky

Prima conditie din definitia valuarii ultrasimetrice, W, spune ca, pentru orice 7z €Sp, W
si 7w au acelasi inel de valuare. Acest fapt era asigurat si de simetria simpld. Ceea ce
este in plus fatd de simetria simpld este a doua conditie, anume ca reprezentarea
claselor lui ky, este invarianta la permutarea nedeterminatelor.

In cele ce urmeaza, si notam cu e:™,...,e,™ polinoamele simetrice elementare in n
nedeterminate. Cunoastem faptul ca K(Xy,....Xn) / K(e1™,..., e.™”) este o extindere
Galois, cu grupul Galois izomorf cu grupul de permutari S,. Propozitia urmatoare va
face legatura intre simetrie si restrictia la subcorpul polinoamelor simetrice.

Propozitia 3.4: O valuare w pe K(Xi,...,Xn) este simetricd dacad si numai daca
restrictia ei la K(e1™,.. ., e,) se poate extinde h mod unic la K(Xu,...,Xx).

Pentru a incepe studiul extinderilor simetrice, chiar daca vom incerca sa evitam
problemele complicate ridicate de geometria algebricd, atidta vreme cat discutam
despre extinderi la mai multe nedeterminate, vom avea nevoie sd trecem macar frugal
prin inchideri algebrice intermediare in corpul K(Xi,...,X,). De aceea, va trebui sa
definim un comportament similar in ceea ce priveste extinderea la aceste inchideri
algebrice intermediare. Asadar, sd introducem o noud notiune care si extinda
proprietatea de simetrie.



Definitia 3.6: Fie w 0 valuare simetrica pe K(Xi,...,Xp) n raport cu Xs,...,X,. Fie
K(X,,..., X,) o inchidere algebrica a lui K(Xy,...,Xs) si W o extindere a lui w de la

K(X,....Xn) la K(X,....,X.).

Spunem ci W extinde simetria lui w daca, pentru orice partitionare:
{1,2,...,n} = {ig, I, ..., im} U {1, J2, -oos Jnmp,cu0<m<n,
restrictia Tui w la K(X;,...,X; )(X;,....,X; ) este simetricd in raport cu

le,---,xjnfm, unde K(X;,...,X;) este finchiderea lui K(X;,...,X;) 1n
K(X,..0 X,)

Fie w o extindere simetricd a lui v de la K la K(Xy,...,Xn) si W care extinde simetria lui
w. In acest caz notam cu:

(3.6.1) &, := w(X—a), pentru oricare ac K , unde X este oricare dintre X,...,Xn;
(3.6.2) My ={6/aec K}

Si de aceasta data, pentru n <2 vom considera cd extinderea simetriei este asigurata in
mod trivial.

Definitia 3.10: Fie v o valuare pe K si w o extindere simetrica a lui v de la K la
K(X1,...,Xn). Notam cu:

freedegw =card { ie{l,....,n} / Gi N QGj.1 #G; }
si il numim gradul de libertate al extinderii w (in raport cu v).

In cele ce urmeaza vom discuta despre prelungirea unei valuari simetrice de rang 1 la
INNININNNINNININNINANIN A . . . . L. . .
completatul K(X,,..., X,). In aceastd situatie, prelungirea simetriei este asigurata,

asa cum rezultad din propozitia urmatoare.

Propozitia 3.11: Fie v o valuare pe K si w 0 extindere simetrica a ei pe K(Xy,...,X,) Tn
INNINININININNINININNNIN

raport cu Xs,...,X,, de rang 1. Fie K(X,,..., X,) completatul lui K(Xa,...,X,) in raport

Y INNINININININININNINAIN

cu w. Atunci w se extinde la o valuare w pe K(X,,...,X,) care este conservata de

INNINININNININNINNNINA

orice automorfism al lui K(X,,..., X ) care este prelungirea prin continuitate a unui
automorfism al lui K(X4,...,X,) care conserva pe W.

4. EXTINDERI SIMETRICE SIMPLE

Vom Tincepe acest capitol cu analizarea celui mai simplu exemplu de extindere
simetrica, valuarea w a lui Gauss, aceea care prelungeste o valuare oarecare v pe K la
K(X1,...,Xn) facand ca, pentru Fe K[Xj,...,Xy] scris ca

F= Da  -X'..X", cua , €K

(CRs S



unde | este o multime finita de n-upluri de indici, sd avem:
w(F) = (il,_lirjI)el(V(ail““'i"))'

In privinta acestei extinderi putem enunta urmatorul rezultat.

Propozitia 4.1: Valuarea w a lui Gauss, care prelungeste o valuare oarecare v pe K la
K(X1,...,Xn) are urmdtoarele proprietati:

(4.1.1) w este simetricd, cu freedegw = 0;

(4.1.2) w este triviala daca si numai daca v este triviala;

(4.1.3) Restrictia W a lui w la K(e;"™...., e,.") este de asemenea Gausianna, deci si ea
simetrica si izomorfa cu w ca extinderi ale lui v la doua corpuri izomorfe.

Putem trece acum la scopul principal al acestui capitol, anume definirea si
caracterizarea unei clase de extinderi care generalizeaza extinderile Gausiene, anume
extinderile rezidual transcendente simple. Pentru a le defini, insa, vom avea nevoie de
cateva rezultate, mai intéi.

Teorema urmatoare reprezintd un rezultat important pentru descrierea extinderilor
simetrice, deoarece face legatura intre mai multe elemente caracteristice: rezidual-
transcendentd, grad transcendent, numarul de grade de libertate, ultrasimetrie si
scrierea uzuala bazata pe infimum.

Cel mai interesant aspect dezvaluit de teorema urmatoare este, insd, altul. Pentru
extinderile de la K la K(Xy,...,Xy), Tn care toate prelungirile intermediare sunt rezidual-
transcendente, este evident faptul ca, ,,pe lungime”, corpurile reziduale Ki,...,K,
castiga cate un grad de transcendenta la fiecare pas, dar teorema urmatoare ne spune si
ce se intampla ,,pe latime”, cu extinderile de la K la K(X;). Desi aceste extinderi sunt
similare si, la prima vedere, au libertate totala in modul in care isi formeaza corpurile
reziduale, faptul ca pot fi prelungite la o valuare comuna, printr-o formula simetrica,
actioneaza ca o fortd nevazuta care le limiteaza aceasta libertate.

Teorema 4.3: Fie w o extindere simetrica a lui v de la K la K(X3,...,Xp), cun>2, 0
inchidere algebrica fixatd a acestuia din urma, K(X,,...,X,) si fie w care extinde

simetria luiw la K(X,,..., X,) . Atunci urmatoarele afirmatii sunt echivalente:

(4.3.1) uy este o r.t.-extindere a lui v la Ky si y1, x2, ..., xn Sunt algebric independente
peste ky, unde, pentru orice i, y; este un element care genereaza transcendenta

corpului rezidual al lui W|K(X_);

(4.3.2) tr.deg (ky : ky) =nsi y1, x2, ..., xn Sunt algebric independente peste k,, unde,
pentru orice i, x; este un element care genereaza transcendenta corpului

rezidual al lui W|K(X ¥

(4.3.3) freedeg(W) =0 si sup{WXn—p)/ peK(X,... X, )} e My;
(4.3.4) existia € K si 0 € QG, astfel incat, pentru orice Fe K [Xs,...,Xn] scris ca:



F= Ya ., -(X-a)(X,—a)-..(X,~a)",
(g, mip)el

cu | o multime finita de n-upluri de indici, avem:
wE) = inf (V@ )+ G +ery)-6)

Teorema anterioard a creat premizele definirii clasei de extinderi anuntate. Sa trecem,
deci, la definirea extinderilor rezidual transcendente simple, care sunt o generalizare a
extinderilor gaussiene, dar cu o importanta foarte mare pentru capitolele urmatoare.

Definitia 4.4: O extindere w, a unei valuari v de la K la K(Xy,...,X,), care respecta
conditiile echivalente din Teorema 4.3, se numeste rezidual-transcendenta simpla
(r.t.s.-extindere) n raport cu Xi,...,Xp.

Propozitia urmatoare este utila pentru a gasi o formuld simpld de definitie a
extinderilor rezidual-transcendente simple. Prin intermediul ei, conditia de existenta a

extinderii simetriei la K(X,..., X,)) va fi asigurata.

Propozitia 4.4: Fie w 0 extindere a lui v de la K la K(X4,...,Xn) pentru care exista a €
K si doud cantitdti o, ee QGy cu o < g, astfel Incat urmatoarele conditii sa fie
indeplinite:

(4.4.1) (a, o) este pereche minimala in raport cu K si v;

(4.4.2) w(X; — X1) = ¢, pentru orice i € {2,...,n};

(4.4.3) daca notam cu:

ge K[X], polinomul monic minimal al lui a;
v’ —extindere a lui v la K(a);

y= Y inf(8,v(a'-a));

a'eK
g9(a’)=0

avem ca, pentru orice Fe K[Xy,...,Xp] scris ca:

F= Z fil,...,in (Xl) ) g(xl)il '(Xz - Xl)iz '---'(Xn - Xl)in J deg fil i < degg

(omi)el T

cu | o multime finitd de n-upluri de indici, avem:
w(F) = inf (VL @)+ y 4 (i + ) - 8).

1

atunci w este o valuare simetricd pe K(Xi,...,Xy) si oricare ar fi K(X,,...,X,)0

inchidere algebrica a lui K(Xy,...,.Xn) si W 0 extindere a lui w de la K(Xy,....X,) la
K(X,,...,X,) avem ca w extinde simetria lui w.

Odata asigurata extinderea simetriei la K(X,..., X,,), putem da urmatorul corolar cu
valoare de definitie echivalenta pentru extinderile r.t.s.



Corolarul 4.5: Fie w o extindere oarecare a lui v de la K la K(Xy,...,Xp), cu n > 2.
Atunci w este r.t.s-extindere daca si numai daca existia € K si 6 € QG astfel incat
urmatoarele conditii sa fie indeplinite:
(4.4.1) w(X; — X1) = 6, pentru orice i € {2,...,n};
(4.4.2) daca notam cu:

ge K[X], polinomul monic minimal al lui a;

v’ —extindere a lui v la K(a);

y= Y. inf(5,v(a'-a));
8@)-0
atunci, pentru orice Fe K[X4,...,X;] scris ca:
F = Z fil"..,in (Xl) ' g(xl)l1 '(Xz - Xl)lz (Xn - Xl)ln ) deg fil ..... i < deg g
(g, 0ip)el

cu | o multime finitd de n-upluri de indici, avem:
w(F) = inf (Vi @) iy + Gy +.+,)-5).

1

In particular, extinderea lui Gauss respecti conditiile date in Corolarul 4.5, daca
punem atat a =0 cat si 5=¢ = 0, deci este un caz particular de r.t.s.-extindere.

Propozitia 4.6: Fie o r.t.s.-extindere w, a unei valuari v de la K la K(Xy,...,X,). Cu
notatiile facute la Corolarul 4.5 si cu urmatoarele, suplimentare:

e = e(y K(a)), cel mai mic intreg pozitiv astfel incate-y € G, ;

h e K[X] astfel incat degh < degg si v'(h(a)) = e-y (X aici este generic);

ri = g(Xi)/ h(X;), care este un element din K(X;);

ol . . . _
xi = ri* :=clasa lui r; in corpul rezidual al lui W|K(Xi),

avem:
(4.6.1) Go =G, +Zy  QGy;
(4.6.2) Kn = Ky (11, ooos 20) -

5. EXTINDERI SIMETRIC-DESCHISE

Tn acest capitol ne vom ocupa de extinderile simetrice, de la K la K(Xy,...,X,), care pot
fi prelungite indefinit prin simetrie. Vom vedea cad aceste extinderi au o libertate
limitatd in ceea ce priveste definitia lor, lucru ce ne va ajuta in caracterizarea acestora.
Definitia exactd pentru aceasta clasa de extinderi este data in continuare.

Definitia 5.1: O extindere w, a unei valuari v de la K la K(Xy,...,Xp), simetrica in
raport cu Xi,...,Xn, se numeste Simetric-deschisa (in raport cu Xi,...,Xp) daca,
adaugand oricate elemente algebric independente peste K(Xi,....Xn), Xn+i,-..sXn+r,
existd o extindere simetrica a ei la K(Xy,...,Xn+r) Tn raport cu Xu,. .., Xn+r.



Urmadtoarea lema are o importantd deosebita deoarece asigura extinderea simetriei
unei extinderi simetric-deschise, w, a unei valuari v de la K la K(Xy,...,Xy), la 0

inchidere algebrica fixata, K(X,,..., X, ), fapt ce se va dovedi necesar in multe dintre
rezultatele viitoare.

Lema 5.3: Fie o extindere w a lui v de la K la K(Xy,...,Xy), simetric-deschisa in raport
cu Xi,...,Xn si o inchidere algebrica fixata K(X,,...,X,) a lui K(Xy,...,X,). Fie o
partitie a {1,2,...,n} = {ig, i2, ..., Im} U {J1, J2, ---» Jn-m}, cu 0 <m < nsisanotdm cu L
= K(X;,..,X; ) sicu Yy, ..., Yi nedeterminatele X,,...,X; (unde k=n-m). Sa

fixam {Y}k+1 Un sir de elemente transcendente si algebric independente peste L(Y,
..., Yy). Atunci:

(5.3.1) Pentru orice L' o extindere normala finita a lui L, exista r > k+1 si o extindere
o a luiw la L(Yy, ..., Y), simetrica in raport cu Xil,..., Xim, Yq, ..., Yy, astfel incat

oricare ar fi o extindere w' a acesteia la L'(Yy, ..., Yy) avem cd o' este simetricd in
raportcu Y, ..., Yr.

(5.3.2) Orice extindere w a lui w la K(X,,...,X,) extinde simetria lui w.

Prima propozitie din acest capitol pregateste terenul pentru clasificarea extinderilor
simetric-deschise, stabilind ca, pentru ca o extindere simetrica sa poata fi extinsa
simetric mai departe, ea nu poate avea libertate deplind decat in privinta primei
extinderi intermediare, cea de la K la K(X,).

Propozitia 5.4: Fie o extindere simetricd w, a unei valuari v, de la K la K(Xy,...,X,), 0
inchidere algebrica fixata K(X,,...,X,) si o extindere waluiwla K(X,.., X,) -

Atunci w este simetric-deschisa in raport cu Xj,..., X, dacd si numai daca fie n = 1, fie
n > 2 si existd ¢ € Gy majorant al multimii 24 = {w (X, —a) / a € K }, astfel Inct,
pentru orice Fe K[Xa,...,Xp] scris ca:

F = (_ Z)fi; ,,,,, (X = X)L (X = X)) e

unde | este o multime finita de (n-1)-upluri de indici, avem:
wE) = inf (u(f, )+t e).

€ K[Xl]

2

O serie de concluzii se pot trage In urma propozitiei precedente, inclusiv in privinta
problemei ramasa nelamuritd in observatia [5.1.1]. Vom prezenta aceste concluzii in
corolarul urmator.

Corolarul 5.5: Cu notatiile din propozitia de mai sus avem::

(5.5.1) Este adevarata afirmatia duala observatiei [5.1.1], in directia cealaltd: pentru
orice extindere simetric-deschisa in raport cu Xi,..., X, existd o extindere a ei,
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simetric-deschisa in raport cu Xi,...,Xj, pentru orice i > n, cu tr.deg (K(Xy,...,X) : K)
=1

(5.5.2) Pentru un lant de extinderi simetric-deschise, obtinut gratie (5.5.1), exista un
lant de extinderi ale acestora la inchiderile algebrice ale corpurilor pe care sunt
definite, care le prelungesc simetria.

(5.5.3) O extindere simetrica este simetric-deschisd daca si numai daca se poate
prelungi la o extindere simetrica la K(X,...,Xn+1) a carei prelungire mai departe la

K(X,,..., X,,;) 1i prelungeste simetria acesteia din urma.

(5.5.4) Daca n > 3, o extindere simetric-deschisa nu poate fi ultrasimetrica in raport cu
X]_,. . ,Xn.
(5.5.5) Daca w este simetric-deschisa atunci:

0 < freedegw < 2;

n—2< tr.deg (ky: ky) <n;

n—1< freedegw + tr.deg (ky : k) <n.

Acum putem da un rezultat care caracterizeaza complet extinderile simetric-deschise,
impartindu-le Tn doud categorii, dupa cum existd sau nu o extindere intermediard
rezidual algebrica de torsiune in sirul de extinderi. Suplimentar, teorema va arita ca a
doua categorie se poate reduce de fapt la un sir de extinderi din prima categorie.

Teorema 5.6: Orice extindere simetric-deschisa w, a unei valuari v, de la K la
K(X4,...,Xn), pentru n > 2, se gaseste in una dintre urmatoarele doua posibile situatii:

(1) freedegw + tr.deg (ky : ky) = n si, in acest caz, w este definita de un triplet (a, o,

¢),incareavema e K, de Z x QG, si e e ZxZxQGy, ¢> ¢ astfel incat pentru
orice Fe K[X4,...,Xy] scris ca:
F= >f g8 (X=X (X, = X)" e

(ig,.min)el

e K[Xq], astfel ncét deg f,

unde | este o multime finita de n-upluri de indici si g € K[X;] este polinomul monic
minimal al lui a peste K, avem:

ilpi.rjil:)el(v (fy @)+ + (4. b)), cuy = inf(s, v(a-a))
a'eK,g(a")=0

(1) freedegw + tr.deg (ky : ky) = n —1 si, in acest caz, w este limita unui sistem

ordonat de extinderi de tipul (I), ce au in definitie aceeasi valoare a lui &.

f

iy, nip

i <degg

W(F)Z(

Urmatorul tabel descrie complet extinderile simetric-deschise ale unei valuari v, de la
K la K(Xy,...,Xp), ocolind problemele complicate ridicate de geometria algebrica si
precizdnd formula grupului de valuare, formula corpului rezidual si proprietatile
extinderii in cazul fiecdrui tip de astfel de extindere identificat.

6. EXTINDERI SIMETRIC-INCHISE
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Tn acest capitol vom studia extinderile simetrice, de la K la K(Xy,...,Xy), care nu pot fi
prelungite indefinit prin simetrie, numite simetric-inchise. Vom incepe prin a defini o
masurd a gradului In care o valuare oarecare se poate restrictiona sau extinde la o
valuare simetrica.

Definitia 6.1: Fie w o extindere a lui v de la K la K(X4,...,Xn). Notam cu symmdeg w

si o numim gradul de simetrie al lui w (in raport cu Xj,...,X) cantitatea urmatoare,
dupa caz:

(1) daca w nu e simetrica in raport cu Xi,...,Xn, symmdeg w este cel mai mare k, cu 1 <

k < n, astfel incat, oricare ar fi {X.

h

,...,Xik}c{Xl,...,Xn}, avem ca W|K(X' . Este
LR S

simetrica in raport cu Xi1 eees Xik :
(I1) daca w este simetrica in raport cu Xg,...,X,, symmdeg w este cel mai mare k, cu k
> n, astfel incat, oricare ar fi Xy.1,...,Xk algebric independente peste K(Xu,...,Xn),
existd w 0 prelungire a lui w la K(Xy,...,Xk) care este simetrica in raport cu Xi,..., Xk
sau oo, atunci cand nu exista un cel mai mare K ;

si il numim gradul de simetrie al extinderii w (in raport cu v).

Observatii:

(6.1.1) 1 < symmdeg w < o,

(6.1.2) w este simetrica in raport cu Xy,..., X, daca si numai daca symmdeg w > n;
(6.1.3) w este simetric-deschisa daca si numai daca symmdeg w = oo.

Ne intereseazd acum sa comparam gradele de deschidere simetrica ale doud valuari,
dintre care una este restrictia (sau izomorfa cu restrictia) celeilalte. Vom constata ca,
prin extindere la mai multe nedeterminate, acest grad scade sau, cel mult, raimane
neschimbat.

Propozitia 6.2: Fie w 0 extindere a lui v de la K la K(Xy,...,X;) si W' 0 extindere a sa la
K(X1,...,Xn+r), unde Xnps1,...,.Xn+r SUnt algebric independente peste K(X4,...,Xn). Atunci
avem:

symmdegw > symmdeg w'

Acest rezultat ne permite sa reducem studiul unei valuari simetric-inchise pe
K(X41,...,Xn) la studiul celei mai relevante restrictii a acesteia, anume una dintre
restrictiile Uy, la corpul K(X4,...,Xy), cuk <n.

Definitia 6.3: Fie w o extindere a lui v de la K la K(Xy,...,Xq). Se numeste restrictia
cea mai relevanta (din punct de vedere al simetriei) a valuarii w valuarea:

Ui = W|K(X1,...,Xi)
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cu i cel mai mic indice astfel incat 1 <i<nsi symmdeg u; = symmdeg w.
Sa remarcdm ca definitia este consistentd in cazul in care W nu este simetrica,
deoarece symmdegw reprezinta numarul de nedeterminate care, luate in orice

combinatie dintre Xi,...,Xn, dau restrictii echivalente.

Observatii:

(6.3.1) Daca uj este restrictia cea mai relevanta a lui w atunci i < symmdeg w;

(6.3.2) Daca u; este restrictia cea mai relevanta a lui W atunci restrictia cea mai
relevanta a lui u; este tot u;;

(6.3.3) Daca n > 2 si w este simetric-deschisa atunci restrictia cea mai relevanta a lui
w este us.

Exemplul 9 si Exemplul 10 ofera doua exemple fundamental diferite de extinderi
simetric-inchise in care este discutati si restrictia cea mai relevanta.

8. CONCLUZII SI TEME DE CERCETARE ULTERIOARA

Vom Tncepe acest capitol prin a trece in revista contributiile aduse pana acum. In sfera
extinderilor de valuari de la v pe K la w pe K(Xy,...,Xp), in capitolul 3, am definit
notiunea de simetrie a valuarii w in raport cu nedeterminatele Xa,...,X, si am stabilit
proprietdtile ei de bazad. Am continuat prin a discuta despre extinderi ultrasimetrice,
acea subclasd a extinderilor simetrice pentru care clasele din corpul rezidual sunt
invariante la permutarea nedeterminatelor fractiilor reprezentante. Am stabilit un
criteriu de baza pentru verificarea simetriei (Propozitia 3.4), anume unicitatea
extinderii restrictiei lui w la corpul fractiilor simetrice, K(el(n),..., en(n)), fnapoi la
corpul de fractii initial, K(Xj,...,Xp) si am discutat cateva urmari ale acestui rezultat.
Am definit si discutat in termeni generali prelungirea simetriei la inchiderea algebrica
si completatul corpului K(Xy,...,Xp) (Propozitia 3.11). Am definit gradul de libertate al
unei extinderi simetrice ca fiind numarul de extinderi intermediare de tip r.a.f.

Capitolul 4 a fost rezervat extinderilor rezidual transcendente simple, ce stau la baza
studiului extinderilor simetrice. Pentru a le defini, am Tinceput prin a analiza
extinderile Gaussiene din punct de vedere al simetriei apoi am continuat prin a da o
teorema ce stabileste echivalenta a patru definitii posibile pentru extinderile rezidual
transcendente simple. In continuare, am aritat ci aceste extinderi admit extinderea
simetriei si la inchiderea algebrica, proprietate care ne-a permis sd le ddm o forma
exactd de definitie (Corolarul 4.5). Tn finalul capitolului, am enumerat proprietatile
extinderilor rezidual transcendente simple.

In urmatoarele doua capitole, 5 si 6, am ficut diferentierea intre extinderile simetric-
deschise (care se pot prelungi indefinit ramanand simetrice) si cele simetric-inchise.
Pentru cele simetric-deschise, am analizat extinderea simetriei la inchiderea algebrica
(Lema 5.3) si am obtinut o formuld exacta de definitie cu exceptia primei extinderi
intermediare (Propozitia 5.4). Apoi am demonstrat ca pot fi impartite in doud
categorii, dintre care cea de a doua contine limite de siruri de extinderi simetric-
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deschise din prima categorie (Teorema 5.6). Cu ajutorul acestor rezultate am realizat
un tabel cu clasificarea completa a extinderilor simetric-deschise. Tn continuare, am
definit gradul de simetrie al unei extinderi si am inceput analiza extinderilor simetric-
inchise pe baza acestei cantitati. Am demonstrat ca pentru orice extindere simetrica
este suficient sa analizdm o asa numita cea mai relevanta restrictie a sa, care pastreaza
acelasi grad de simetrie (Propozitia 6.2).

In incheierea lucrdrii am oferit exemple de extinderi simetrice, ultrasimetrice,
asimetrice desi au elemente de simetrie in definitie, simetric-deschise, simetric-
inchise, toate acestea impreund cu conditii ce nu sunt necesare sau nu sunt suficiente
pentru a obtine tipurile enumerate.

In continuare, vom enumera teme de studiu ce merita atentie in cercetari ulterioare
care sd continue si, poate, sd definitiveze ceea ce a fost inceput n aceasta lucrare.

1. Un prim subiect ce este interesant de studiat este forma extinderii W, a unei valuiri
v pe K la corpul fractiilor de polinoame simetrice, K(el(n),..., en(“)) care sa se extinda,
mai departe, la o valuare w, simetrica pe K(Xy,...,Xy), In raport cu Xi,...,X,. Stim din
Corolarul 3.5 ci, pentru ca acest lucru si se intdmple, W° trebuie si se extindd in mod
unic la w. Dar aceastd unicitate nu di o formuld pentru W° si ar fi interesant de ciutat o
astfel de formula sau un set de conditii simple pe care W° si le indeplineasca. Acest set
de conditii ar trebui sd implice, In primul rand, urmatoarea conditie:

pentru orice f € K(Xy,...,Xn) sd avem W° (Z ﬂf] > w| []~f

e, eS,

pentru cd, dacd nu ar fi asa, am obtine:
W []=f| > nw| D zf| = nw| D af| > n-infw(zf)

TeS
es, es, es, "

deci factorii zf, cu = € Sy, nu ar putea avea toti valuarea w(f), deci w nu ar fi simetrica.

Aceastd conditie nu este, nsa, suficientd decat pentru n = 2 si este, oricum, greu de
verificat. Ceea ce ne-ar interesa ar fi o conditie legata, eventual, doar de valuarile
polinoamelor simetrice elementare.

2. Studierea extinderilor simetric-inchise si clasificarea acestora tinand cont de gradul
lor de libertate, gradul de simetrie si cea mai relevanta restrictie (restrictia la numarul
minimal de nedeterminate, care pastreaza incd acelasi grad de simetrie).

Stim deja cd avem urmatoarele clase de extinderi simetrice w, ale lui v de la K la
K(X4,...,Xn):
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e extinderi simetric-deschise, pentru care symmdegw = oo si restrictia lor

relevanta este Up; acestea se clasifica in doua sub-tipuri:
(1) generalizare a extinderii lui Gauss (in sensul dat de Propozitia 4.4);
(IT) un sir convergent de valuari de tipul (I);

e extinderi cu symmdegw = n < o si symmdegu,; = oo, deci restrictia lor
relevanta este chiar w si, conform (5.5.5), freedegw < 3; la aceste extinderi,
ultima extindere intermediara inchide lantul de extineri deschise;

e extinderi cu symmdegw > n, symmdegw < oo, restrictia relevanta este Uy si
freedegw = n.

Ar fi de dorit, insa, de aflat daca exista si altfel de clase de extinderi simetric-inchise
si de obtinut o caracterizare completd a acestora, asa cum a fost realizata
caracterizarea extinderilor simetric-deschise.

3. Stabilirea conditiilor si @ modului in care o extindere oarecare, w, a lui v de la K la
KSYl,...,Yn), poate fi redusa la o extindere simetrica. Identificand Y4,...,Y, cu
e™,....en™, polinoamele simetrice elementare in n nedeterminate, Xi,....Xn, si
verificand ca extinderea w, a lui w la K(Xy,...,Xy), care este o extindere algebrica a lui
K(Y1,...,Yn), se face in mod unic, obtinem simetria extinderii W si, de acolo, w Se scrie
ca o simpla restrictie a lui w.

Folosindu-ne de rezultatele obtinute pentru extinderile simetrice, s-ar putea incheia,
astfel, capitolul studierii extinderilor de valuari la K(X,...,Xp).
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