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Introducere

Scopul acestei teze vizeaza urmatoarele aspecte:

1. Modelarea in cadrul mecanicii mediilor continue, deformabile, cu microstructura,
a comportamentului materialelor elasto-plastice cu deformatii finite;

2. Modelarea constitutiva a defectelor si determinarea ecuatiilor de evolutie pentru
descrierea acestora:
- Punerea in evidenta a efectelor datorate prezentei defectelor de tip dislocatii;

- Intelegerea mecanismului de deformare plastica prin alunecarea atomilor in
sistemele de alunecare, caracterizate de planele gi directiile respective de
alunecare in sistemele cristalografice;

3. Formularea problemelor cu date initiale si la limita;

- Elaborarea metodelor si simularilor numerice;

- Interpretarea rezultatelor numerice.



CAPITOLUL

Modele vascoplastice pentru materiale cu
structura cristalina

Se va prezenta cadrul constitutiv al materialelor vascoplastice cu structura
cristalina, care constituie fundamentul dezvoltarilor teoretice i al aplicatiilor
numerice, realizate in prezenta teza. Se reformuleza principiul de nebilantare a
energiei libere in prezenta defectelor de tip dislocatii, cu masuri tensoriale si
scalare.  Se postuleaza ecuatii de evolutie nelocale care sunt compatibile cu
inegalitatea redusa de disipare. Ecuatiile de evolutie de tip ecuatii nelocale descriu
evolutia distorsiunea plastica si densitatile scalare de dislocatii.

Se expun rezultatele obtinute in articolul Cleja-Tigoiu si Pagcan [2013b] in care
se introduce ipoteza ca distorsiunea plastica se reprezinta printr-o lege de curgere
in sisteme cristalografice de alunecare, lege de curgere de tip Schmid. Se deduc
consecinte care decurg din cadrul constitutiv al elasto-plasticitatii finite de ordinul
doi cu masuri tensoriale si scalare de dislocatie, dezvoltat in Cleja-Tigoiu [2013].
Ca o prima consecinta se demonstreaza ca ecuatiile de bilant asociate micro-fortelor
pot fi reprezentate intr-o forma echivalenta cu cea propusa de Gurtin [2002]. O
noua ecuatie de evolutie pentru vitezele de forfecare plastica asociata cu expresia
tensiunii reduse efective, pe baza formalismului adoptat de Teodosiu si Sidoroff
[1976].

Se descrie un model cu efecte non-Schmid propus in articolul Cleja-Tigoiu si
Pagcan [2013c]. In acest articol modelul constitutiv este reformulat in ipoteza ci
densitatile de dislocatie gi gradientul acestora influenteaza comportamentul elasto-
plastic al materialelor cu structura cristalina. Se reformuleaza prin intermediul
vectorului de tensiune generalizat expresiile vitezelor plastice de forfecare, vitezelor
normale de deformare plastica si a vitezei de compresibilitate.
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Fie gradientul in coordonatele locale si derivata covarianta a unui vector Y,

oy
- Oab

oYy
e, ®e’, VrY = (= +YTE)e. ® e’ (1.1)

Y
Vv Oxb

in raport cu o conexiune afina data, definita in sistemul de coordonate prin
F=ri,e®e"®e" (1.2)

Vom introduce un tensor de ordinul trei generat de un camp tensorial de ordinul
trei I', impreuna cu tensorii de ordinul doi Fy, F5 :

(F[Fl, FQ]U)V = (F(F1U)) FQV, Vu, v eV (13)
Utilizam 3 tipuri de configuratii ale corpului B, k, x si K:

- k - configuratia de referinta considerata fixa, globala, a corpului B, k(B) C &
spatiul euclidian.

- Pentru orice miscare a corpului B, x : Bx R — &, x(+, t) reprezinta configuratia
deformata la momentul de timp ¢, care este o configuratie globala a corpului
B. Corpul este scufundat in spatiul fizic al geometriei euclidiene si geometria
riemannianiana este geometria spatiului material pentru corpul continuu
deformabil. ~ Geometria riemanniana a corpului este caracterizata prin
conexiunea materialda I' = F7'VF, unde F(X,t) = Vx(X,t) este gradientul
deformatiei la momentul de timp ¢ pentru X € B.

In elasto-plasticitatea materialelor cu deformatii finite se formuleaza ipoteza
descompunerii multiplicative a gradientului deformatiei in componenta elastica,
F¢, si cea plastica, FP cu proprietatea ca F = F°FP. Componentele F¢si F? nu
satisfac conditia de compatibilitate, ceea ce inseamna ca ele nu pot fi reprezentate
printr-un potential, spre deosebire de F care este reprezentat prin potentialul
migcarii.

- Pentru o miscare a corpului B, x : B x R — &, pentru fiecare particula si la
orice. moment de timp exista o configuratie X dependenta de timp,
neolonoma, numita configuratie cu torsiune. Configuratia I este

caracterizata prin tensorul de ordinul doi FP, numit distorsiune plastica si de

()
conexiunea plastica I' cu torsiune nenula.

Gradientul VF in configuratia cu torsiunea K este calculata astfel:

ViF := (VF)(F?)~L.
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In cele ce urmeaza, referitor la dislocatii, consideram ca masura tensoriala a
defectelor este data, de aga numita conexiune de tip Bilby (vezi Bilby [1960]), prin
formula

(p) 1
A= (F?)" VF?,
introdusa in  Cleja-Tigoiu [2007]. Torsiunea asociata cu conexiunea de tip Bilby
este 0 masura a incompatibilitatii distorsiunii plastice, si anume
() (p)
(Au)v— (A v)u=((F") 'curlF?)(u x v),
scrisa pentru orice doi vectori (u, v).

Descompunerea deformatiei de ordinul doi, I' asociata cu miscarea corpului B,
se descompune in componentele de deformatie elastica si plastica de ordinul doi
conform formulei

(P)

(e)
I =T +(F7)~! Iy [F7, 7]

In urma schimbarii sistemului de coordonate se deduce expresia conexiunii in
raport cu configuratia cu torsiune astfel

(f‘)K: _F? (12) (FP)~L, (F»)~1]. (1.4)

Relatiile de legatura dintre campurile de deformatie referitoare la configuratia IC
si k sunt reprezentate prin

Ce = (F)TF* = (F*)"TC(F?)~!, C = (F)'F. (1.5)

Ca o consecinta a descompunerii multiplicative a lui F in componentele sale
elastice si plastice se obtine:

L=L¢+FLr(F)!, LP=Fr(Fr)"!, L¢=Fe(F),

unde L=F(F)"!, L:=Vyv, (16)

Vom pune in evidenta derivate temporale ale anumitor campuri care vor aparea
ca argumente in functia densitate de energie libera in raport cu configuratia de
referinta, de exemplu

C _ 2FT{L}SF, Ce — Q(Fe)T{Le}SFe, {Le}S = D¢, {Le}a — We

d . . d , ) (®)  (p) (1.7)

E(Ff") F’ = —(F")"'L’F?, E( A)==-VIP+1 A - ALV
Densitatile scalare de dislocatii sunt definite in raport cu configuratia de referinta

prin p? si gradientul siu Vp?. Prin trecere la configuratia cu torsiune, densitatea

scalara de dislocatii se transforma prin:

P = p?, Vicpe = (F?)~TVp?. (1.8)

1P .=

4
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Derivata in raport cu timpul a gradientului densitatii scalare de dislocatie in
raport cu configuratia K este

(Vo)) = ()T — (7)) 0 = () (V4 () V). (19

Axioma 1.1 Densitatea energiei libere este postulata a fi dependenta de deformatia
elastica C¢, fiind dependenta de configuratia cu torsiune prin partea elastica a defor-

(p)
matiei de ordinul doi ((FP)™', Ax), precum si de densitatea scalard de dislocatie pi-
si gradientul ei Vi pk in raport cu configuratia K.

(p)
¥ = Ui (C, (F) 7, i, pib, Vic pih),  C° = (F9)TF (1.10)

In cele ce urmeaza notam p, p, pp densitatile de masa in configuratiile I, x si respectiv

k.

Axioma 1.2 (Principiul de nebilantare a energiei libere globale) Modelul
constitutiv elasto-plastic este compatibil cu ipoteza ca variatia in raport cu timpul a
energiei libere a oricarei parti P a corpulut sa fie mai mica sau egald cu puterea
interna consumata de partea P,

d

@(/IC - p i dVic) < Wine(P, 1), (1.11)

scrisa pentru oricare proces virtual (izotermic).

Propozitia 1.1 Comportamentul elasto-plastic al materialului este supus la
restricfia de a satisface in K principiul de nebilantare a energier libere

(Pint)ic — x> 0 (1.12)

scris pentru orice proces virtual (izoterm). Aici (Pint)xc reprezintd densitatea de
masa a puterii interne.

o (m, ) definesc macro-fortele ca ansamblul tensiunii gi a momentului
tensiunii, raportate la configuratia cu torsiune si care produc putere in
timpul procesului de deformare. Macro-fortele sunt conjugate, in sensul
puterii, cu viteza distorsiunii elastice gi cu o masura corespunzatoare
gradientului distorsiunii elastice. Aici 7, care poate fi nesimetric, este legat
de T (unde T este tensorul de tensiune nesimetric Cauchy), prin relatiile:

1

1
Fe_m(F9)T = -T. 1.13
5 5 (1.13)



Cap. 1. Modele vascoplastice pentru materiale cu structura cristalina

e Momentul tensiunilor p, transformat in raport cu configuratia actuala este
notat prin p i poate fi exprimat prin formula:

1 !

—p= (F) T o [(FO)7, (F)"]. (1.14)

P P

e Fie Y? gi uP micro-tensiunea plastica si micro-momentul, n raport cu
configuratia cu torsiune K, care sunt conjugate in sensul puterii cu L? si
respectiv gradientul sau VLP, calculat in configuratia cu torsiune.

e Vom include in expresia puterii interne disipate in timpul procesului
elasto-plastic, puterea produsi de micro-tensiuni (cAmp scalar) T¢ si a
micro-momentului (cAmp vectorial) m? (ambele definite in configuratia cu
torsiune), in conjunctie cu vitezele de variatie ale densitétilor de dislocatie p
si respectiv cu gradientul vitezei Vi pi.

Observatia 1.1 Densitatea de masa a puterii interne in configuratia cu torsiune
este data de expresia:

1 . 1
(Puse = 5w} - €+ 2} (B WEE*+
1

+5u;c A(F9) YV, L)[F*, F¢] — VL }+ (1.15)
1 1 1 d 1 d

“XP L LP 4 —p? - ViLP + =T —(pL) + =m? - —(Vyep?
+[7 +5u K +ﬁ dt(p’C)+ﬁm dt( KP"K),

serisa intr-un punct material fizat. Pentru deducerea acestei relatii s-a utilizat
descompunerea marimii L in partea sa simetrica gi anti-simetrica conform (1.7).

Se vor introduce tensorii nesimetrici de tip Mandel, notati prin X, si X5, pentru
macro-tensiuni si pentru micro-tensiuni plastice in raport cu configuratia de referinta

1 1 1 1
—3,=-FI'(T)F ", —xt==(F""rr(Fr) T 1.16
520 =5 (T) 5o >0 = 5 (F7) T TA(EY) (1.16)

Micro si macro-momentele pot fi reprezentate in configuratia de referinta prin:
1 1 _ _ 1 1 _ _
S = ()T ()T (BT g = (Bl (B) T (F7) ) (1)

Se pot defini trei tipuri de tensori de ordinul doi, care sunt generati de doi tensori
de ordinul trei. Pentru oricare A, B € Lin(V, Lin) si X € Lin exista A ® B € Lin,
A,OB € Lin i A;©B € Lin, vezi Cleja-Tigoiu [2010], astfel incat:

(A @B) - X = AL, X]- B, (.A ® 3)sn = Aok Bink
(A,0B) X:=A-BX, (A,0B)

sn

= Ayjs Bijn-

sn
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Teorema 1.1 Reprezentarea constitutiva a materialului elasto-plastic este supusa
la restrictitle impuse de principiul de nebilantare a energiei libere, echivalent
reprezentate sub forma inegalitatii urmatoare:

1 =~ 1 ~ 1 ~
E(T*) L+ (E{T}S — 2FOcyF") -D + oMo F'VL[F, F]+
0

1 ~ (p) 1 ~
+(ﬁ—0(§30 — 3”) + (F?) 0pet)) - 1P + {f‘)l Q(%(Mop — o) + 8%@&)} 1P
1 ). ~ 1 _
—{(T(Nop — M) + 8<p>7/)> MOV S (T(Nop — 1) — a(pﬂb) -VIP+ (1.19)
£0 A Po A

1 1
+(—mf — dg,a ¥) - Vép' + (ﬁ—div m{ + B — 0,4 ) - 0p"+
0 0
+—(Vplemd) - P >0
Po
care este satisfacuta pentru orice variatie virtuala i,Vi,TP,VTP,(Spd, Vipd, cu T*
tensor simetric.

Teorema 1.2 1. Restrictiile termomecanice impuse functiilor constitutive de tip
elastic sunt:

1 1
- =2 6’051/1;C, {ﬂ'}a = O, — M = O, (120)
P Po

sau i mod echivalent
1
~T = 2F(0cy)F', {T}* =0, (1.21)
p
sau
1 e el 1
—AT =2F (80677Z)]C)F s — Mo = 0. (122)
P Po

2. Inegalitatea redusa a disiparii capata forma:

1 ~ (p) 1 ~
(5 (B0 = 30) + (F)T0p00) - T+ LA @ (5 + D)} 7=
1 P). ~ 1 ~
_{<TH€ + 5<p>?/1) NO) A} 1P (Tﬂg + 8(p>¢) -VIP+
P0 A Po A (1.23)

1 1
+(—m§ — Iy, ) - Vip* + (ﬁ— divm{ + B — 9,0 ) - 6p°+
0 0

+T(Vpd &® mg) 'Tp > 0.
Lo
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Avand in vedere inegalitatea de disipare de mai sus, au fost formulate ipoteze
constitutive in configuratia de referinta.

Ecuatiile de bilant, pentru micro-fortele asociate procesului de deformare plastica
sunt scrise in configuratia cu torsiune K sub forma:

Y? = dive (u? — py) + pBE,

— Y = div{ (J7 (" — ) (E?) T} + poBr,, (1.24)

pentru  JPp = po. BP reprezinta densitatea masica a fortelor asociate
mecanismului de deformare plastica. In cazul considerat aici macro-momentele Ky
se anuleaza.

Euatiile de bilant pentru micro-fortele asociate densitatilor de dislocatii sunt
scrise in configuratia cu torsiune K sub forma

Té = dive m? + pB?

— 7% = div md + joB° (1.25)

cu md = JP(FP)"'m?, iar B? este densitatea de fortd masica.
Se considera o reprezentare a densitatii de energie libera de forma:

U= y(C,F, A p?, Vo) = 9F(E°) + ¢ (F7, % +or(p?) +91(Vp?),  (1.26)

in care E°¢ := 5(06 — I). Precizam expresiile pentru termenii din densitatea de

energie:

1
VI (Vph) = —ky Vp? - Vp? ko > 0 si
2 (1.27)
, (p) 1 (p) (p) :
V(FP A) = 5/{3(Skew A) - (Skew A) = koay - ay,

(p)
in care tensorul de ordinul trei Skew A este definit prin relatia

((Skew E,Izl))u)v = (E,Izt) u)v — (E,Izl) viu Yu,ve, (1.28)

iar tensorul de ordinul doi ay, denumit (GND) sau densitatea de dislocatie a lui
Noll (Noll [1974]) este dat prin ey = (F?)~! (curlF?). Folosind definitia lui curl

(p)
deducem ((Skew 4)u)v =ay(u®@v) Vuve.
Ca o consecinta directa deducem setul complet de relatii constitutive de tip
energetic asociate functiei densitate de energie libera:

- Ecuatia constitutiva de tip elastic data prin

%T — 9F(Act)FT, unde Aot = (FP)1gt ()T, (1.29)
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si consecinta rezultata din (1.16) prin care ecuatia constitutiva de tip elastic
se reprezinta prin intermediul masurii de tensiune a lui Mandel in raport cu
configuratia de referinta

3 = 2C(0ctp?), unde C = FTF; (1.30)

- Micro-momentul asociat mecanismului de deformare plastica, scris in raport cu
configuratia de referinta, se exprima printr-un tensor de ordinul al treilea,
numit micro-momentul plastic pf, in functie de densitatea energiei libere

1 .
- P — —(9 w; 1.31
po,uo (j’l/} ( )

- Masura de tensiune de tip Mandel Xf si micro-momentul pf sunt legate prin
ecuatia de bilant,

%2@ _ %(FP)T (div (F") T wl[L, (F9)7]) + poBL)(F?) T, (1.32)

unde B? este densitatea de masa a fortelor asociate mecanismului plastic de
deformare.

Ecuatia de evolutie pentru distorsiunea plastica FP in raport cu configuratia de
referinta este data de formula

1

Bl = — (g — Z5) + (FP) 0ppth + ko(Vp? @ Vp?)  in care
dpo (1.33)
L a(F”)‘lFP = —(F?)"'LP.

Viteza de wvariatie a densitatic de dislocatie este caracterizata de o ecuatie de
evolutie nelocala sub forma:

d L.
/62£pd = %dlv (po/igvpd ) + Bd — 8pd’¢. (134)

Functiile scalare constitutive [3; si f5 sunt definite ca fiind compatibile cu inegalitatea
de disipare redusa de tipul:
1
(ﬁ—(z0 — 30) + (F") 0petp + 5o (V' @ V) - 1P+
04 ‘ . ] y (1.35)
+(ﬁ—dlv (pora Vp*) 4+ B — 0,0 ¢) p* > 0,
0
In care micro-tensiunile XF satisfac ecuatia de bilant (1.32).

9
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Ca o consecinta a formulelor (1.33) si (1.34) inegalitatea de disipare (1.35) se
rescrie

d
Bl -V + By p")? 2 0.

In concluzie, prin eliminarea relatiilor constitutive de tip energetic se obtin
urmatoarele reprezentari constitutive:

Problema 1.1 Oricare ar fi istoria de deformatie t — F, sa se determine
tensiunea Cauchy T (sau tensorul de tensiune de tip Mandel %), distorsiunea
plastica FP, densitatea de dislocatie p?, care satisfac, ca functii de timp pentru o
particula materiala fixata, urmatoarele relatii:

%T = 2F(F?) ! (9ce)®) (FP) TFT <= %20 =2C (F") " (0cey®)(FP)™T (1.36)

~Bi(FP)FP = %20 - %(FP)T (div ((F7)~" p[L, (F?)7]) + pB}, ) (B") ™"+

0 R , (1.37)
+(FP)T0ppth + ko(Vpl @ Vpd) cu b = —poa%w.

d 1 .
Bgapd = % div (k2 poVp* ) + B — 0,015 (1.38)

Functiile constitutive scalare By i Po sunt astfel incat inegalitatea disiparii (1.33),
impreund cu (1.34), sa fie satisfacuta sub forma

Bi ((F?)7'FP) - ((F?)'F?) + B2 (5)° 2 0.

Sistemul de alunecare « este definit prin vectorii unitari s8¢ gi m® in configuratia
intermediara (izoclina), unde m® este normala la planul de alunecare, iar §* este
directia de alunecare in plan. In configuratia de referinta, sistemului de alunecare i
se asociaza vectorii 8¢ gi m?,

~ _ —T A —_
Frs* = 5%, (FP)"" m”=m" (1.39)

Y

In configuratia actuala sistemele de alunecare se deformeaza astfel:

F°s® = s%, (F9) " m*=m" (1.40)

Y

In ipoteza ca viteza de variatie a distorsiunii plastice este data de o lege de curgere
de tip Schmid, produsa prin mecanismul de alunecare in sistemele de alunecare, au
loc formulele:

N N
FP(FP)~ = Z V'8 @m®, <= PP= Z st @m®, ¥:=-—v% (141)
a=1 a=1

10
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unde v este viteza de forfecare plastica. N este numarul sistemelor de alunecare,
v® = 4* sunt vitezele de alunecare, iar v reprezinta forfecarile plastice in sistemele
de alunecare a.

Teorema 1.3 Puterea virtuala disipata de micro-forte care satisfac ecuatia de bilant
(1.24), in timpul procesului de deformare plastica cu viteza virtuala a distorsiunii
plastice L? conduce la reprezentarea ecuatiei de micro-bilant in sistemul de alunecare
a scrisa sub forma:

I — div € — p® =0, (1.42)

daca pe frontiera elasto-plastica se anuleaza wviteza distorsiunii  plastice.
Urmatoarele noi campuri sunt definite prin micro-forte existente in mecanismul
plastic st in mecanismul dislocatitlor:

[I*:=s"-Y"m"*, p*=s"pBP m*, (1.43)
£ wi p(FY) T (T emt) (144
— Cu=pgju-(s*@m*),V uel. '
Teorema 1.4 Inegalitatea de disipare (1.85) poate fi reprezentatd sub forma
N
> o re — div € — p® 48 - ((F?)" Opetp) m®—
a=1 . p (1.45)
—Ka(s® - Vph)(m* - Vp?)} + (ﬁ—div (Pok2Vp* ¥) + B — 0,4 ) Epd >0,
0
unde tensiunea redusa de forfecare a fost definita prin:
1 1
%= %) (s*®@m?) = (Fs" ® (F*)"'m") - =T (1.46)
Po P

Vor fi introduse ecuatiile care descriu vitezele de forfecare plasticd v* (numite si
vitezele de alunecare) intr-o maniera asemanatoare cu cea din plasticitatea
materialelor cristaline.

- Fie tensiunea redusa efectiva de forfecare

7% = 7% —T1* + 8% - ((FP)T Oppt) m*)—

eff
—I{Q(Sa . vpd) (ma . vpd)7 (147)
sau
T;.;cf = 7% _ div (ligma % (aN)T Sa) . Iuoz (148)

4% (F) Opphm® — ko(s® - Vph)(m® - Vp?),

1 1
T = =% (s*@m?) = (F5* @ (F°)'m®) - =T

Po P

11
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- Vom presupune existenta variabilelor de ecruisare, (%, care vor fi definite in cadrul
constitutiv adoptat.

- Conform ipotezelor formulate mai sus, inegalitatea (1.45) impreuna cu (1.48)
devine

al d
T+ Bo | = pt P> 0. 1.49
S o+ B |t P2 (1.49)
a=1
Forma finala a inegalitatii de disipare poate fi obtinuta ca o consecinta a

ecuatiei de evolutie a densitatii scalare de dislocatie postulata prin (1.34).

- In cadrul constitiv al elasto-plasticitatii, cu legea de curgere pentru distorsiunea
plastica de tipul (1.41), vom introduce functia de plasticitate (sau de activare):

F(T, p%, Vo s, m*, €%, u®, ¢*) == 78 | —C*. (1.50)

Alici, 7, este tensiunea redusd efectiva de forfecare definita prin (1.48), iar
(* - wvariabilele de ecruisare care masoara rezistenta la alunecare in sistemul
de alunecare a.

- Sistemele de alunecare se activeaza daca si numai daca este satisfacuta conditia
de activare F*(T, p?, Vp?,s*, m® &%, u®, (%) > 0.

- Vom introduce acum ecuatia de evolutie corespunzatoare, numita legea vasco-
plastica de curgere, care caracterizeaza variatia in timp a forfecarii plastice.

sen(ryy,) H (F*) ,Va=1,...,N, (1.51)

e

unde v* = 4. Aici, H reprezinta functia Heaviside compusa cu functia de
activare F®. Functia Heaviside este: H(x) = 1 daca x > 0 si H(z) = 0 daca
x < 0. A fost introdusa o expresie similara cu cea postulata de Teodosiu si
Sidoroff [1976].

Propozitia 1.2 Inegalitatea de disipare (1.49) este realizabila daca se tine cont de
ecuatiile de evolufie pentru forfecarile plastice (1.51) si de By > 0.

Demonstratie. Pentru ca inegalitatea de disipare sa aiba loc, presupunem ca pe
parcursul procesului elasto-plastic la un anumit moment de timp ¢ au loc:

L. Daca | 754, |< (%, atunci 7* = 0 si (1.49) devine:
d a2
> 0.
B | 7 >

12



Cap. 1. Modele vascoplastice pentru materiale cu structura cristalina

2. Daca | 7, [> ¢, atunci H(F®) =1 si inegalitatea redusa este

a d
DIl | 4B | ! P20, (1.52)
a=1
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CAPITOLUL

Formularea variationala in
vascoplasticitatea materialelor cristaline

Rezultatele ale acestui capitol sunt prezentate avand la baza articolele Cleja-
Tigoiu si Pagcan [2013, trimis spre publicare| i Cleja-Tigoiu si Pagcan [2013a].

Pornind de la modelul constitutiv prezentat in Cap. 1, propunem un model
care este dependent de dislocatii, in care viteza distorsiunii plastice este descrisa
prin legea de curgere de tip Schmid. Se tine cont de conditia de activare a
sistemelor de alunecare, iar ecuatiile de evolutie pentru densitatile de dislocatie
sunt descrise de ecuatii nelocale de tipul (1.34). Ecuatii de tip diferential pentru
densitatile de dislocatie deriva din ecuatiile nelocale (1.34), daca se considera
ko = 0. Forma potentialului de energie 17 poate fi determinata, daca se identifica
ecuatiile nelocale cu unele locale. De asemenea, in modelul propus, s-a tinut cont
de contra-tensiune, numita in literatura ”backstress”, ca variabila interna conform
Cleja-Tigoiu si Pagcan [2013b].

Se formuleaza egalitatea variationala si sistemul de tip diferential asociat
modelului vascoplastic. Vom utiliza formularea de tip incremental, la momentul ¢,
a ecuatiei de echilibru in configuratia actuala. In acest capitol am introdus o
teorema de caracterizare a starii plane de tensiune in cadrul constitutiv al
vasco-plasticitatii materialelor cristaline cu structura (FCC).

Ecuatia constitutiva de tip elastic in raport cu configuratia relaxata este descrisa
prin potentialul ¢ in modul urmator:

~a<10 (Ee) e 1 e\T e
= p e E _5((]?) F I). (2.1)
Utilizand relatia de legatura dintre tensorul de tensiune Cauchy si tensorul simetric
de tensiune Piola-Kirchhoff in raport cu configuratia relaxata (sau deformata plastic)

1

T: Fe FET ) F6:~ 22
—Fr(F) cu pdetF =, (22)

14



Cap. 2. Formulare variationala

ecuatia constitutiva de tip elastic poate fi scrisa sub forma:

T= ﬁFe% (F)" . (2.3)

Relatiile (2.1) si (2.3) mai pot fi scrise prin tensorii de ordinul patru C si £ astfel:

w _ e e __ 1 e T e
5 =CE] c E—Q((F)F I), (2.4)
si, respectiv,
% =£&b cu b= % (I—(F)"(F)™). (2.5)

Aici, £ caracterizeaza tensorul de ordinul patru al compliantelor elastice in
configuratia actuala si se obtine din tensorul de ordinul patru al coeficientilor
elastici de material C data in raport cu configuratia izoclina prin procedeul de
transformare de la o configuratie la alta, adica:

E[X] = Fe(C [(F°)"XF°])(F°)", V X tensor simetric

— e € € € 2
Eijir = F 5 F FYiCrnsr, 10 Teprezentare pe componente.

(2.6)

Pe de alta parte, tensorul elastic de ordinul patru £ depinde de distorsiunea elastica
prin intermediul potentialului ¢ astfel

£[X] = F* (8?;95)2 [(Fe)T XFD (F9)", VX € Sym. (2.7)

In modelul propus, evolutia in timp a distorsiunii plastice este descrisa de
alunecarea atomilor in sisteme de alunecare, printr-o lege de tip Schmid, prin
relatia

Fr(FP)7 =) v (s* @m®), (2.8)

unde v* sunt vitezele de forfecare plastica in sistemul se alunecare «. Initial
sistemul de alunecare este dat in configuratia izoclina, unde m® reprezinta normala
la sistemul de alunecare, iar s* este directia de alunecare, si in timp ele se
deformeza datorita prezentei distorsiunii elastice F€. In configuratia actuala,
sistemul de alunecare (m®,s*) este definit prin relatiile:

F°s* =% (F°) " m®=m" (2.9)
In mod evident, are loc conditia de ortogonalitate s® - m® = 0.

15



Cap. 2. Formulare variationala

Prin derivarea temporala a relatiei de descompunere multiplicativa a gradientului
de deformatie se obtine variatia in raport cu timpul a distorsiunii elastice in raport
cu configuratia initiala prin gradientul vitezei L = Vv, unde v defineste viteza
spatiala

Fe(F¢) ' =L— iua (s*®@m?®), L=F(F)". (2.10)

a=1

Modelul va fi puternic legat de prezenta dislocatiilor in interiorul corpului si de
acumularea si miscarea lor. In model se utilizeaz& urmitoarele variabile interne:
densitatile de dislocatie p® si variabilele de ecruisare (* in sistemul de alunecare a.

Conditia de activare este formulata prin legea lui Schmid

T =7 > (" = F>0 unde FOu=|r% -7 (7 (2.11)
cu
Ta = Tma . Sa. (212)

In aceasta formula 7% reprezinta tensiunea de forfecare redusa in sistemul de
alunecare « sau tensiunea de forfecare rezultanta, 7' este contra-tensiunea in
sistemul de alunecare « si

~

T=JT, unde J=detF = ) (2.13)
p

Legea de curgere vascoplastica asociata cu procesul de deformare este data sub
forma:

sign(7¢ — 7 )H(F*), Va=1,..,N, (2.14)

introdusa de Teodosiu gi Sidoroff [1976] in cazul in care contra-tensiunea nu a fost
considerata.
Legea de ecruisare este descrisa fie printr-o functie dependenta de densitatile de

1/2

dislocatie, de exemplu, ¢* = ub (Z a®? B) , vezi Teodosiu gi Sidoroff [1976],
B

unde p este modulul de forfecare elastica, b este marimea vectorului Burgers si (a“5 )

este matricea de ecruisare care descrie diferite tipuri de interactiuni ale dislocatiilor,

fie printr-o lege de evolutie, ca in plasticitatea materialelor cristaline, fie prin vitezele

de forfecare plastica, vezi Teodosiu et al. [1993]

N

¢ = hP 3. (2.15)

B=1
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Cap. 2. Formulare variationala

Aici, h*® = h*¥(p?) sunt componentele matricei de ecruisare si ele depind de
densitatea de dislocatie. Mai mult, aceasta matrice a fost reprezentata de
Teodosiu et al. [1993], astfel:

—1/2 ) 1/2
ot (Saew) AL (Te) s @

q qFa

unde K este un parametru de material si y. reprezinta lungimea caracteristica legata
de procesul de anihilare a dipolilor de dislocatie.

In lucrarea de fata, ecuatia de evolutie a densitatilor de dislocatie este descrisa
fie printr-o ecuatie diferentiala I, fie printr-o ecuatie nelocala II.

[. Consideram ecutia de evolutie locala, de exemplu aga cum este data in
Teodosiu et al. [1993]:

—1/2
[Xe] 1 1 o e [0
= (ﬁ = 2Yep ) ol e LT =K (qu> : (2.17)

qFo

II. Consideram o ecuatie de evolutie nelocala, de tip difuzie, asa cum este
reprezentata in  Bortoloni i Cermelli [2004], aceasta fiind o ecuatie neliniara de tip
parabolic

p“:D(kAp“—g—I?) v, a=1,...,N, (2.18)

unde D si k sunt constante de material. Aici, ¢ reprezinta energia de defect.

Observatia 2.1 Putem deduce forma potentialului vr daca egalam expresiile din
membrul drept al relatiilor (2.17) si (2.18) in cazul k = 0.

Conditia pe frontiera a ecuatiei (2.18) este considerata de tipul:

o _

op = 0 Vke") = %), (2.19)

si aceasta poate fi interpretata ca o conditie de impenetrabilitate a dislocatiilor pe
frontiera domeniului. Se considera descrierea relativa a migcarii x : Bx R — &£
in raport cu configuratia de la momentul ¢, considerat fixat, in timp ce momentul
curent de timp va fi 7.

Se definesc:

e x = x (X,t), - pozitia particulei X la momentul de timp ¢;

oy =x(X,7)=x(x"1(x,t),7) := xs (x,T) - pozitia particulei X la momentul
de timp 7;

17



Cap. 2. Formulare variationala

o F(X,7) =Vxx (X, 7) - gradientul de deformatie la momentul de timp 7;

o F (X,t) = Vxx (X,t) - gradientul de deformatie la momentul de timp ¢;

o F,(x,7) = Vxx: (x,7) - gradientul relativ la momentul de timp 7;

o v (y,7):=0;xt(x,7) - viteza in configuratia curenta la momentul de timp 7;

o v(x,t) =0,xt(X,7)|;=+ - viteza in configuratia de la momentul de timp ¢;

e S;(x,7) = (detF;(x,7)) T (y,7)(F;(x,7))"" - tensorul relativ nesimetric
Piola - Kirchhoff; unde T (y,7) reprezinta tensorul de tensiune Cauchy in

configuratia actuala;

0 (x,t
o detF, (x,7) = '?<X’ )

ply.7)
Propozitia 2.1 (1) Gradientul relativ F; se exprima astfel:

- determinantul gradientului relativ.

F,(x,7) =F(X,7)(F(X,t))", F,(X,t)=1 (2.20)

(2) La momentul de timp t, tensiunea nominald satisface urmatoarele relafii:

S:(x,t) = T(x,t) si (2.21)
S, (x,t) = %St(x,f) |Tt—§7_st(x,7') -
= A(x,t)% (%) —T(x,t) L7 (x,1) (2.22)

(8) Forta de contact (de suprafata) ce actioneaza pe suprafata P (T), reprezentand
pozitia partii P C B la momentul de timp 7, se exprima in raport cu tensiunea
nominala Sy (x,7):

£(P.7) = LP(T)T@,T)H(_\,,T) da = /8 SN e

unde n (x) este normala exterioara la suprafata domeniului.

Se considera in continuare forme echivalente ale ecuatiei de echilibru:

divi T (x,8) + p(x,t) b (x,¢) =0  In Q (2.24)
divyT (y,7) +p(y,7)b(y,7) =0 in Q (2.25)
diveS; (x,7) + 5 (x,7) by (x,7) = 0, (2.26)

cu b; (x,7) =b (x: (x,7),7).

cu T (x,t), T (y,7) € Sym, iar b este forta masica. Tensorul de tensiune Piola -
Kirchhoff S; satisface, in plus, relatia de simetrie:

S, (x,7)Fl (x,7) = F, (x,7)S! (x,7). (2.27)
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Cap. 2. Formulare variationala

Atagam ecuatiei (2.26) conditiile pe frontiera €;, considerata configuratie de
referinta:

S: (¢, 7)n(x,7) [ry, =s; (7)), (e (%7) =X) [0, =0y (7). (2.28)

Aici, 0 = T'yy U Iy reprezinta frontiera domeniului tridimensional €, n (x,7) -
normala unitara la suprafata I'1¢, in timp ce x; (x,7) — x este vectorul deplasare
in raport cu configuratia de la momentul ¢. s; §i u; sunt incarcarea exterioara,
respectiv vectorul deplasare ca functii date de timpul 7, in raport cu configuratia
fixata la momentul ¢.

Problema quasi-statica incrementala la momentul de timp ¢ se obtine, daca se
deriveaza in raport cu 7 ecuatia de echilibru (2.26) si conditiile la frontiera (2.28),
iar derivatele sunt calculate la momentul de timp 7 = ¢:

divS, (x,t) + p (x,t) by (x,t) = 0, (2.29)
S: (x,t)n (x,t) |, =8 (x,1), (2.30)
v (x,t) |ry, = 0f (x,1) . (2.31)

: 0
unde by(x,t) = Ebt(x’ t) 7=t -

Teorema 2.1 Fie o istorie data a gradientului de deformatie t € [ty,t') — F(t).
Sistemul diferential care descrie evolutia necunoscutelor T /p, F¢ s* m® (% p® este

dat de:
T T T
£3) - 123
dt \ p pp
N
= &£[D] - Z e [{sCY ® ma}s] —
a=1
N N
T T
— Z v (s @m®) — — — Z v (s ® ma)T (2.32)
a=1 p p a=1
. N
F(F)"' = L-) v*(s"®m") (2.33)
a=1
N
§* = LSQ—ZVﬂ(sﬁ®mﬂ)sa, a=1,...,N (2.34)
p=1
m® = —L'm" +Zy m’ ® s”) a=1,...,N (2.35)
. N
¢ = ) nP|y (2.36)
B=1
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Cap. 2. Formulare variationala

unde
1 /1
o — [ _9 (e} o 2.
i = 4 () el (2.3)
~1/2
L* = K(Z;ﬂ) . a=1,...,N
qFa
sau
P = D|y°‘|(mpa—8w), a=1,...,N (2.38)
ap™
cu
Tm¢ - s® — a|T
vt = JTm C: T sign (JTm® -s* — " )H(F*), a=1,...,N (2.39)

tar ‘H reprezinta functia Heaviside.

Derivata temporala a tensiunii nominale se exprima prin

S,(x,t) = LT + j&[D]—
Sl e mms] s e T T ar| (240
— P>V {5[{5 ®m}]—|—(s ®m)/3+/3( ® )}

Ecuatia de echilibru pentru problema la limita cu conditii de tip (2.30) si (2.31) a
fost formulata in raport cu viteza tensiunii nominale (2.29). Forma slaba a acestei
ecuatii este:

/ S; - Vwdx = / Sm - wda + / pby - wdx. (2.41)

o8 o o8

Teorema 2.2 Fie starea curenta a corpului cunoscuta la momentul de timp t,
adica sunt date: tensiunea Cauchy T, densitatea de masa p, pozitia sistemului de
alunecare (m®,s®), densitatile de dislocatie p®, variabilele de ecruisare (. Atunci

problema cu conditii pe frontiera de tip (2.30) si (2.31) conduce la urmdatoarea
egalitate variationala, in care necunoscuta este campul vitezer v € S :

/ (Vv)T - Vwdx + / pE[D] - Vwdx—
Qt Qt

N
_ ; /Qt ya{ﬁg [{SO‘ ® ma}S] + (sa ® mo‘) T+T (Sa ® ma)T}  Vwdx — (2.42)

$; - wda —i—/ pf)t -wdx, VYwe,
ST Qt
clu

(07 «

JTm® - s* — 72 |"

Ca

sign (JTm® - s — ") H (FY), a=1,...,N (2.43)
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tar multimea solutiilor test si multimea functiilor pondere sunt de forma:
S = {V € (H1)3] V=V, X E th} V= {W € (H1)3\ w=0,x¢€ th}.

Vom considera, in continuare, sisteme de alunecare cristalografica (FCC), pentru

care directiile de alunecare si normalele la planele de alunecare sunt date in Tabelul

2.1.

«

Tabelul 2.1: Directiile de alunecare s si normalele la planele de alunecare m® in

cazul (FCC)

- L 70l mle - g- L1 M= (1T
\{5 [1,1,0] \{3 (1,1,1) \@ [1,1,0] \{g (1,1,1)
52:% [1,0,1] *QZﬁ (1,1,1) gs_ﬁ [1,0,1] ﬁlgzﬁ (1,1,1)
—Bzi[oiﬂ —3:i(111) -9:i[011] m9:i(111)
gt =4 _ - (T sl0 — _© »nl0 — = (7
\? [1,0,1] \{g (1,1,1) \? [1,0,1] \{g (1,1,1)
§° = 5[0,1,1] _5_ﬁ(ii1) s!! 5[0,1,1] ‘Hzﬁ(l,il)
§6 — \%[1,1,0} ,67%(1711) §12 — \%[1,1,0} *2:%@1,1)

Vom introduce, cu scopul de a simplifica scrierea, urmatoarele marimi: G
ST v @m® si G = YN 1095 @ m®. Este evident ci G = F*G(F¢)~
Deducem in continuare conditiile necesare pentru ca starea plana de tensiune sa ﬁe
satisfacuta

1

Tll T12 0
T=| Ty Tn 0|, (2.44)
0 0 0

iar gradientul de deformatie F = I 4+ Vu, sa descrie o aga numita stare plana de
deformare generalizata

Fll F12 0
F=| Fm F, 0 |. (2.45)
0 0 Fi

Contra-tensiunea 7' este considerata nula. Distingem 6 grupuri de sisteme de
alunecare, care se pot activa simultan
=0, =m" P =2 =0, =71 =1L (2.46)
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Cap. 2. Formulare variationala

Deoarece vitezele de forfecare plastica sunt date de formula

o |
o = | 7| sty - ¢, (2.47)
putem trage concluzia ca
=T 8 =2 =t =00 0 =010 0 =t (2.48)

Conform acestor rezultate, ecuatia de evolutie pentru distorsiunea plastica devine
FP(FP)' =i 'om! —§"@m’) + 1262 @m? +5' @ m?)
+12(82 @ m? + 8° @ m°) + 19(s® @ m® — §'2 @ m'?) (2.49)
+AE emd +50 @m) + 125 @ m® + 5! @ ml).

In consecinta, expresia vitezei distorsiunii plastice sub forma matriceala este:

Fr (F?) ™' =
v 48— = 88 0 (2.50)
:\/lé — vt =34 3 P 0
0 0 2448+

Propozitia 2.2 Daca F si F¢ caracterizeaza o stare de deformare generalizata

F=| Fy Fp 0 |, Fe=[ Fy F, 0 |, (2.51)
0 0 Fy 0 0 £

atunci au loc urmatoarele consecinte:
(i) Tensorul elastic de ordinul patru in configuratia actuald (2.6) este caracterizat
(daca se foloseste notatia standard) de urmdatoarea matrice simetrica:

En &2 i3 &u 00
&2 &3 Eu 0 0
= &3 &4 0 0
(g)i,j:1,6 = Eu O 0 ) (2.52)
Es5  Eso
i o6 |

Ezxpresiile pentru g,-j sunt date in Anexa B.
(ii) Componentele Gi3,Gs1,Ges i Gse ale witezei distorsiunii  plastice
G = (Fp(Fp)_l) se anuleaza;
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Cap. 2. Formulare variationala

(iii) Componentele T3 = Tz = 0, tinand cont ca ele sunt zero la momentul initial de
timp;
(iv) Derivata in raport cu timpul a componentei Ts3 se exprima prin:

d (T T:
7 ( ZS> = 2(L33 — Gs3) ;3 + Es31Dit — EsauGiy- (2.53)

Putem formula urmatorul rezultat de baza ce decurge din Propozitia 2.2.

Teorema 2.3 Presupunem ca matertalul admite simetrie cubica in raport cu
configuratia relaxata. Daca F si F¢ caracterizeaza corespunzator starea plana de
deformatie generalizata (2.45), componenta Dss se exprimd prin

1 - _ _
Ds3 = g—(glen — E39 D9 — 2834 D1p
33 (2.54)
_'_(531 - 533)G§1 _'_ (532 - 533)G§2 _'_ 25340?2),
st componentele tensiunit Cauchy Tis, Ths st T33 la momentul de timp ty se anuleaza,
Ti5(to) = Tos(to) = T33(tg) = 0, atunci starea pland de tensiune este realizatd.
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CAPITOLUL

Metode numerice 1n vascoplasticitate

In acest capitol prezentam metode numerice pentru a rezolva probleme cu date
initiale si la limita in probleme de elasto-vascoplastice cu deformatii finite cu
dislocatii. Rezultatele din acest capitol au fost prezentate in lucrarile Cleja-Tigoiu
i Pagcan [2013a] si Cleja-Tigoiu si Pagcan [2013, trimis spre publicare].

S-a descrie MEF pentru rezolvarea egalitatatii variationale (2.42) pentru cazul
tridimensional, respectiv bidimensional. Fiind o problema qvasi-statica, odata
cunoscuta starea corpului la timpul ¢, se rezolva problema variationala (2.42) in
care singura necunoscuta este campul vitezei v. Odata calculat campul de viteze
se determina la momentul urmator de timp ¢,.; toate marimile campurilor care
intervin in sistemul diferential (2.32-2.38) aplicand un algoritm de actualizare.
Printr-un procedeu clasic de discretizare cu element finit se ajunge la un sistem
liniar avand ca necunoscuta, vectorul vitezelor in toate nodurile retelei. In
continuare este descrisa metoda elementului finit pentru problema bidimensionala
in care se considera starea plana de tensiune si starea plana de deformare
generalizata.

Se da o abordare numerica pentru rezolvarea problemei cu date initiale si la
limita, in care ecuatia cu derivate partiale este o ecuatie neliniara parabolica, iar
necunoscuta este o functie scalard de variabile z,y. In cazul unui singur sistem de
alunecare, ecuatia de evolutie pentru densitatea scalara de dislocatie a fost
considerata de tip nelocal. Acest caz corespunde situatiei cand avem un singur
sistem de alunecare gi ecuatia de evolutie pentru densitatea scalara de dislocatie a
fost considerata de tip nelocal. Se construieste formularea slaba a problemei, iar in
urma discretizarii cu MEF se ajunge la un sistem diferential a carui necunoscuta
este vectorul constituit din valorile functiei cautate in nodurile retelei. Utilizand
metoda Euler implicit, se ajunge la un sistem algebric neliniar care va fi rezolvat
prin metoda Newton-Raphson. In cazul in care avem mai multe sisteme de
alunecare, prin urmare avem de integrat un sistem de ecuatii neliniare de tip
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Cap. 3. Metode numerice

parabolic, sistemul se transforma intr-o ecuatie vectoriala. Cu alte cuvinte,
necunoscuta este reprezentata sub foma unui vector cu N componente, fiecare
componenta reprezentand densitatea scalara de dislocatie p®. Pentru liniarizarea
sistemului neliniar, deoarece calculul jacobianului devine dificil, in acest caz, se
utilizeaza metoda Crank-Nicolson.

Algoritmul implementat aici a fost validat folosind pachetul pdetool, continut in
programul Matlab, cu ajutorul interfetei grafice (GUI), pentru un caz mai simplu,
in care termenii au fost alegi liniari. Intervalul de integrare a ecuatiei neliniare
parabolice va fi considerat [t,,, t, 1], iar domeniul de integrare ), = €, este presupus
invariabil pe intreg intervalul [t,,, t,1].

Vom descrie aplicarea metodei elementului finit pentru pentru rezolvarea
problemei variationale (2.42) formulata la momentul de timp ¢. Sa consideram
(tn)n=1,N o discretizare in timp a intervalului [to,t'], cu t,41 = t, + di,.
Presupunem, in continuare, ca se cunoagte starea curenta de deformare a corpului
la momentul de timp t = t,,, adica se cunosc valorile curente ale campurilor:

Tnaﬁn7sgam27p$:7<g' (31)

Fie Q,, C R3 domeniul ocupat de corp la momentul de timp t,.
Egalitatea variationala (2.42) scrisa la momentul de timp ¢,, este
(Vv)T,, - Vw dx + / pn€ [Dy] - Vw dx

-/ {p€[GJ] + G, T, +T,G}} - Vw dx = (3.2)

= SI-Wda—l—/ ﬁnbt-wdx, Yw e V,.
T, Q

tn

tn

Observatia 3.1 Singura necunoscuta a problemei variationale (3.2) este campul
vitezelor v.

Se definesc, in continuare, multimea solutiilor test si multimea functiilor pondere
astfel:

S, = {V € (Hl(Qtn))3|v:V;‘,x € thn} Vo = {W € (Hl(Qt"))3|W:O,X S thn}.

Fie 8" i V' aproximatii finit dimensionale ale spatiilor S,, si respectiv V,. Vom
folosi aproximarea Galerkin:
v ="+ v
cu vt € V! (v |r,,, =0) si V" € S*(¥" |1, =v;). Fie w" € V!
Vom inlocui in formularea slaba pe v cu v”, iar pe w cu w”. Fie discretizarea
domeniului €, in elemente finite: €, = (JJ5™ Qf .

e=1
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Consideram AN multimea indicilor nodurilor din domeniul €;, N, multimea
indicilor nodurilor situate pe I'y;, (suprafata unde s-au impus vitezele). Scopul
este de a calcula vitezele in nodurile ramase, adica in nodurile ale caror indici sunt
din M\N,. Fie aproximarea:

wh= )" Nf(x)w, =N"w (3.3)
TeNM\Ny
unde N7 este de forma:
N] 0 0 w}
NIi=| 0 Ny 0 |, iar wy=1¢ w? ;. (3.4)
0 0 N[ w:}

In relatia (3.3), W reprezinta vectorul global din care au fost eliminate componentele
corespunzatoare nodurilor de pe suprafata I'y;, .

Analog, se poate scrie pentru v":
V"= > Ni(x)v;=N'%V. (3.5)
TeN\Ny

v este vectorul necunoscut si contine vitezele in toate nodurile din domeniu, cu
exceptia celor de pe frontiera I'y; .
Scriem expresia pentru v":

v = > Nf(x)v; =N"v. (3.6)
IeNy

Daca introducem toti termenii prelucrati in formularea variationala, obtinem:

(K +Ky)v — —</Q

+ / pBY (E,.G,, +2{G,T,}*) dx
Q

tn

inBLYE, Bsdx + /

Q

tn

+ ( Ns!da + / ﬁantn> (3.7)
1—‘1tn Qtn
unde
K, = / BIB.dx, K,= / pnBl &, Bsdx (3.8)
Q¢ Qi
B, = A\N?, B, = A,NT By = A;N7 (3.9)

26



Cap. 3. Metode numerice

sau scris compact:

Kv = —Kv +f, (3.10)

unde
K = K, +Ko, (3.11)
K — /Q P BTE Badx + /Q BIB,dx (3.12)

f = / pnBY (E,.G, +2{G,T,}") dx +
Q

tn

+ ( Ns'da + /
IT Q

La nivelul elementului e functiile de forma se scriu:

ﬁnN‘btdx) . (3.13)

N7 =N°TA° i NT =N°<TAc (3.14)

Observatia 3.2 Matricele A¢ si A¢ reprezintd matricele de selectie.

Cu aceste precizari, putem scrie o forma echivalenta a relatiei (3.10)

S (A KA = -3 (AY) KA+ Y ATE (3.15)

€ €

K- [
Q

e = / pnBE" (EnGn+2{GnTn}S) dx +
[9]

€
tn

+ N°s;da + /
rs,. Q

Precizam ca pentru fiecare element au loc relatiile:

unde

B5 BSdx + / pnBS" €,BSdx, (3.16)
Q

e e
tn tn

ﬁnNebtdx) . (3.17)

B = AN, i=1,2,3. (3.18)

Dam mai jos succint rezultatele obtinute in urma discretizarii problemei
variationale prin MEF pentru stare plana de tensiune.
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Pentru discretizare, au fost considerate elemente finite triunghiulare, iar functiile
de forma sunt liniare pe fiecare element.
Kv=-Kv+f,
unde

K=> (A)TK°A°, K=) (A°)'KA°, f=> (A"

e

(3.19)

e

v este vectorul ale carui componente reprezinta viteza in fiecare nod, in afara acelora
in care au fost impuse vitezele. Pe de alta parte, vectorul v contine valorile vitezei
in acele noduri in care au fost impuse vitezele. Dam mai jos expresiile marimilor ce
apar in formula (3.19):

K* = (B"BS +B§' €,Bj) A°,

fe = (p.BS E,GE — 5B E,q, + BTQ,) A° + / N°s;da, (3.20)
agfnﬂaﬂtn

B¢ = A N¢T B = AN Bg = A3NeT B = ANeT.

N 0 NS 0 NS 0
el __ 1 2 3
N =10 N 0 N 0 Ng } ’ (3:21)

0 0
Thw—+To— 0
6331 8$2 9 P
0 T1287 + Tzzaf
A = 5 5 1 2 (3.22)
Tio— + Too— 0
(91‘1 al‘g P 9
0 Tllaixl +T1287x2
0
or;
0
0 e
—_— 0
(91‘2 6
0 N
8m1
0
pr 0
0
’ s
Ba=ln (o0 AN L (D 0 (3:24)
€33 (_ Tor, 346952) Ea3 <_ 201 3489:1>
9 9
81‘2 8.131
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0
il I el (3.25)
o0
5‘12 ({91’1
_ _ _ _ GS
_ & &2 &3 Eu G“lgl
En = | &a En &y Eu |, G = G’%? 7
En & &3 Ewm G*%B
12
0
{1 .. Y i (3.26)
an g_ {glefl + 832G§2 + 833G§3 + 2834sz} ’
33
0

2(G11 111 + GhoTo)
Q, = 2(Go1T1a + GaoTho)
G119 + GioThs + Go1Thy + GaoTny

Aici, A° reprezinta aria elementului e in configuratia deformata la momentul de
timp 2,,.

Prezentam in continuare rezolvarea ecatiei neliniare de tip parabolic ce descrie
evolutia densitatii scalare de dislocatie.

Problema 3.1 (Ecuatia neliniara de tip parabolic) Sa se determine p(x,t)
care verifica urmatoarea problema la limita si cu date initiale:

- Ecuatia neliniara de tip parabolic:

d
f(x,t,p)d—’t) =V (kVp) +g(x,t,p), Y(x,t) € U, X [tastuss]  Pb. 3.1,

- Conditia la frontiera:

0
ka—z =n-V(kp) =ilp), Y(x,t) €N, X [tn,tnsi] Pb. 3.1,
- Conditia initiala:

p(x,t,) = pp(x), VxeQ,, Q6 CR? Pb. 3.15

unde f<77) : Qtn X [tnatn—H] xR = R §1 g(aa) : Qtn X [tnatn-l-l] xR — Rv
i(eyey.) O, X [tn, the1] X R — R sunt functii date.

Pentru rezolvarea numerica a acestei probleme se va scrie mai intai formularea
slaba:

0
(o) ppnix =~ |

Q

kVp - Vndx + /

8Qtni(p)nda+ / glpndx  (3.27)

Qi Q

tn tn
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cuneV=H(Q,). Fie V" subspatiul finit dimensional al lui V si p", 7" € V. In
aceste conditii putem scrie forma semi-discreta a formularii slabe, inlocuind spatiul
V cu subspatiul V.
Problema 3.1* Sa se determine py(t) € Vi, t € [tn,tas1] astfel incat sa verifice
urmatoarele relatii:

- Forma semi discreta a formularii slabe:

o
P2 at idx = —/ KV - Vnth+/ i(p")n'ds,
Oy, Q 0,
Vn eV, te€ [ty tns]
-Conditia initiala:
pn(X,t,) = pu(x), Vx€Q,, Pb. 3.1*

tn

Fie discretizarea domeniului €2;, = U.—1 Qf si aproximarile
n € Melem " “tn
h_ nNT > h T
pr=N"p, 7" =N,

unde
NT:[Nl,Ng,...,Nnnod] si pT:[pl,pQ,...,pnmd].

Cu aceste precizari, relatia (Pb. 3.1*) devine:

h Tax ) b — — TBdx | & S h
( Qtnf(p JNN*d )p (/QtnkB Bd >p—i—/69tnz(,0 )Nda
M Ndx .
t /Q g(p" )N, (3.28)

tn

unde B = AN si A = [-Z By ai ]7. Relatia (3.28) reprezinta un sistem diferential
de tipul:

M(t,p)p +K(t, p)p = F(t,p) unde

fQ NNTdX

(3.29)
K(t,p) = thn kBTBdx

f 20, Nda + fQ Ndx

Pentru rezolvarea sistemului diferential (3.29) se va aplica metoda Euler
implicita. Derivata temporala se aproximeaza prin

pn—H pn

3.30
tn+1 - t ( )

p~
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Considerim incrementul de timp la pasul n notat prin df,. In relatia (3.29)
scriem toate marimile la momentul ¢, 1, iar pe p 1l inlocuim cu aproximarea (3.30).

5 Pri1 — Py § 5
M(th; Pn+1)_t +1 ¢ + K(thrl)pn-i-l = F(thrla Pn+1) (3-31)
n+1 = Un
sau
MnJrl - 1 -
( Tt Kn+1) Pt = g Musify — Frua =0, (3.32)

Sistemul (3.32) reprezinta un sistem neliniar in necunoscuta p, ;. Pentru
rezolvarea acestui sistem se aplica metoda Newton-Raphson.

In cazul in care se activeazi mai multe sisteme de alunecare se rezolva sistemul
de ecuatii neliniare de tip parabolic.

Introducem vectorul p = [p', ..., p™]7. Ecuatia (2.38) poate fi privitd ca un caz
particular al unei ecuatii mai generale de forma:

f(p)p=V-(cVp) +g(p), (3.33)

unde

f= (fij)i,jzﬁv c= (Cij)z‘,j:ﬁv,

Vp=[Vpl,...,VpN|', Vp* = [% %]T g =91, gn]" .
VAR ) ax17 axQ ) 17"'7 7
Inmultind ecuatia (3.33) cu o functie pondere arbitrard ¢ = [¢!, ... N7 s
integrand pe domeniul €2, , obtinem urmatoarea relatie:
/ f(p)p-¢vdx = / (n-ch)-tpda—/ cVp -1 dx
Qtn aQtn Qin
+ /Q g(p) ¥ dx (3.35)

tn

Dacd impunem conditiile la frontierd n-cVp = h(p), unde h(p) = [hy, ..., hn]7,
atunci forma slaba (3.35) pe intervalul de timp [t,, t,,+1] devine:

J

Fie p" = NeZAe p o aproximare a solutiei p pe elementul e, unde p reprezinta
vectorul global al wvalorilor nodale pentru densitatile de dislocatie, adica

tlp)p- v dx— |

0,

h(p) - ¥ da—/ cVp - dx+/ g(p) - ¢ dx.(3.36)

tn tn Qtn

31



Cap. 3. Metode numerice

p=lpt, ool g o PN TS Mg Teprezintd numéarul de noduri ale retelei, iar
N7 functiile de forma exprimate prin:

Ne O .. 0 NN O .. 0 N 0O .. 0

NT_| 0 N .. 0 0 Ny 0 0 Nj o o0
P

0 0 ..N¢ 0O O .. NS O O .. NS

In urma discretizarii cu element finit, relatia (3.35) devine:

> AT < 5 N;f(ph)N;de) Ah=) AT / N¢h(p")da—

. . o0,
(3.37)
Y AT (ANST) e(AN Ydx | A%p+ 3" AT | Neg(ph)dx
. p p p - Niglp")dx.

sau

<Z AeTMeAe) = — <Z AeTK6A€> p+> AT (3.38)

€ €

Relatie (3.38) reprezinta un sistem diferential de tipul

M(p)pt+ K(p)p = F(p), (3-39)

care se rezolva prin metoda Crank-Nicolson.

Se va discretiza in continuare sistemul diferential care descrie modelul local.

Fie conditiile initiale de la momentul de timp t,, atasate sistemului diferential
(234)—(237) T(to) = 0, Fe(to) = I,ma(to) = ﬁ’lo{7 Sa(to) = §a, ﬁ(to) = ﬁo,pa(to) =
po, ¢“(to) = Co-

Odata calculat numeric campul vitezelor v la momentul de timp t,, se poate
reconstitui gradientul vitezei L si viteza de deformare D. In continuare, aplicand o
procedura de actualizare de tip Euler explicit a relatiilor corespunzatoare sistemului
diferential care descrie modelul, se obtin valorile campurilor

T [0

n+1 e o «a a a
Xn+1, ,6 L ) Fn+17 Sn+17 mn+17 Cn+1? pn+17 ’YnJrl' (340)
n+

la momentul de timp ¢,,11.

Xpi1 = Xy + Vpdtn,  (Fi)pe1 =14 Lydt,. (3.41)

(St)nt1 = T+ Lydtn) T, + (pn&nDy] — pn&nlGy) — 2{G,, T, }%) dt,,.  (3.42)

32



Cap. 3. Metode numerice

| p
T = (S)ur(FD i1, fes = o,

Fopo = (Ft)n+1Fm (3'43)
Fe,, =TF¢+ (L, — G,)F.dt,

s, =8+ L,s%dt, — G,s%dt,, a=1,...,N,
m?,, =m’—L'm%dt, +Glmddt,, a=1,...,N,

N
o :Zhgﬁ‘yﬁ}dtn+Cg,a:1,...,N, cu

he? = heB(t,),

Tny1 = Vpdty + 5, (3.44)
1/1 o N
Pr+1 = Pn + E (L_% - 2ycpn) |Vn | dtn?
~1/2
L =K (Z;ﬁg) a=1,... N.
qFo
Jp1Tpm® s "
Vi1 =70 = +1a = H sign (Tn+1mg+1 'Sz+1) H (‘7:7%1) 5
<n+1
a=1,...,N,
N (3.45)
Gnir = Z Vﬁﬂ (ngrl ® Sﬁﬂ) ;
B=1
For = ol — Grpr = [det(Fop) Topamyy g - siq | — Gy
o« \_ ) 0, daca Fp ;<0
/H<‘Fn+1) - { 1’ daca Fgé—&-l > () (346)
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CAPITOLUL

Algoritmi numerici pentru rezolvarea
problemelor cu date initiale si la limita

Rezultatele prezentate in acest capitol au fost publicate in lucrarile Cleja-Tigoiu
et al. [2011], Cleja-Tigoiu gi Pagcan [2013b] i Cleja-Tigoiu gi Pagcan [2013¢]. In acest
capitol a fost rezolvata numeric o problema de forfecare simpla (in deformatjii) pentru
procese de deformare si tensiune omogena. Sistemul complet de ecuatii diferentiale
care descrie modelul a fost rezolvat prin metoda Runge-Kutta de ordinul 4. A fost
modelata o banda infinita supusa la forfecare simpla (in tensiuni). S-a considerat
cazul unui singur sistem de alunecare, iar ecuatia pentru densitatea de dislocatie a
fost considerata de tip nelocal. Deasemenea s-a studiat rolul conditiei de activare
asupra deformabilitatii corpului.

Deasemenea a fost simulata o experienta de compresiune a unei placi unde au fost
considerate toate sistemele care se activeaza (pentru cazul de fata sunt 8 sisteme).
Au fost puse in evidenta efecte clare de forfecare. Pentru probleme de tractiune a
unei placi cu neregularitate geometrica s-au considerat seturi de cate doua sisteme
de alunecare. S-au scos In evidenta zonele care se deformeaza plastic, precum si
efectul sistemelor de alunecare asupra comportamentului corpului. S-a considerat o
placa dreptunghiulara cu o neomogenitate centrala a densitatii de dislocatie si s-a
studiat efectul local si nelocal.

Problema 4.1 Fie un proces de deformare omogena cu gradientul de deformatie
t € [to,t') = F(t) =1+ Fyes ® ey, descriind o forfecare simpla. Sa se determine:

S - tensorul Piola-Kirchhoff,
F? - distorsiunea plastica,

C* - parametrii de ecruisare,
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p - densitatile de dislocatie,

care satisfac urmatorul sistem de ecuatii:

Ecuatia S = poF (F?) " [A(tr(E)T + 2uE°)] (F?) ™"
constitutiva de E¢ — 1 [(Fp)*TC(Fp)*l —1I| cu C = FTF
tip elastic: 2
. 12

FEcuatia de Fr = Z V(5% ® m®)F?
evolutie a a=1 .
dzstoT’szumz V= g T_a' sgn(TYH(F), a=1,..,N
plastice:

Foi=|t*-¢*>0

1
cu 7 = — (S(FPm®)) - (F°s%)
Po
‘ 12

FEcuatia de = Z hoP ||
evolutie pentru B=1
parametrii de pad — Lg 8 (an qpq)
ecruisare 12

X {% <ZQ7504 pq> - 23/0106}
Ecuatia de P =3 (45 — 2yep®) v°|
evolutie pentru —1/2
densitatile de L*=K (Z pq>
dislocatie gFa

Numarul maxim de necunoscute este 33: 9 componente ale distorsiunii plastice,
12 parametrii de ecruisare si 12 densitati de dislocatie.

Tensorul de tensiune Piola-Kirchhoff S cu 9 componente este dat explicit ca
functie de F(¢) si FP.

Sistemul diferential in care gradientul de deformatie t — F(t) este de clasa
CY([to, '], Lin™) pe portiuni, poate fi scris formal astfel:

%(Fp,éaaﬂa) = [(F(),F",. ¢, p%8) H(F?) (4.1)

unde F* = F* (F(¢t),F?,(*;S).

Problema 4.2 Data fiind functia t € [to, t'] — Si3(t), continua si diferentiabila pe
portiuni, sa se determine:

F = F(z,t) - gradientul de deformatie;

FP = FP(z,t) - distorsiunea plasticd (sau v = ~(z,t) -forfecare plastica);

p = p(z,t) - densitatea de dislocatie,
definite pe [0, L] X [to,t'], care verifica urmatoarele relatii:
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Ecuatia de echilibru
Conditia de simetrie
FEcuatia constitutiva
de tip elastic

Ecuatia de evolutie a
distorsiunii plastice

Ecuatia de evolutie a
densitatit de dislocatie

divS =0 Pb. 1.2,
FS” = SF” Pb. .2
S = F(Fp) [A(tr (BT + 2,uEe)] (Fr)~"

% [ (F?) TCE?) ! — 1}, C =F'F

szu(§®rh)F
V=Y =y
F=|r| -

|z ["sgn(T)H(F)
C >0 cu

7 = SFPm - F¢s

Sis(t)Fui |™

p=D ¢(p)

(k‘Ap — 8wT>

H(|7|
C=C(p), vr=1vr(p), k si D date

—(p)) Pb. 4.2

Se considera un monocristal de forma rectangulara supus unei compresiuni simple
in conditii de stare plana de tensiune, vezi in Figura 4.1. Pentru a elimina o rotatie
rigida a placii, se fizeaza un punct al placii, in cazul de fata (0,0,0).

v :-Jj
tl 1,1

X

1

L

0

ﬁiéD:.ﬁﬁﬁﬁﬁﬁﬁﬁﬁﬁﬁﬁﬁﬁﬁﬁ""""""':

'
—>

Figura 4.1: Monocristal supus la compresiune in conditiile starii plane de tensiune.

Conditiile macroscopice pe frontiera sunt considerate de tipul:

vy =0, 8- =0 pentru
vy =07, S -ip=0 pentru
s, =0 pentru
st =0 pentru

X, =0, VX, €0,

X, =Ly, VX, € [0,1] (42)
X, =0, VX;€[0,L '
Xy =1y, VX € [0, L)

Pentru discretizarea cu element finit s-au considerat 1066 elemente si 585 noduri,

iar functiile de forma au fost alese lineare pe element.

Se analizeaza rezultatele

numerice in cazul celor 4 grupuri de sisteme de alunecare care devin active pentru

cazul compresiunii uniaxiale.
sunt: (s',m'), (s",m7), (s*, m?), (s, m"), (

) si (8°

Grupuri de sisteme de alunecare care devin active
o6 =6\ (gl2 =12
s’ m°), (s, m

), (5. ')

In Figura 4.5 a fost reprezentata componenta de forfecare a gradientului de

deformatiei.
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forfecare.  In Figura 4.4 a fost reprezentata componenta diagonala Fi; a
gradientului de deformatiei pe placa deformata. In Figura 4.2 a fost reprezentata
densitatea totala de dislocatii. Conform acestei figuri se observa o dezvoltare a
disocatiilor spre capetele diagonalei placii. In Figura 4.3 a fost reprezentata
forfecarea plastica totala pe placa deformata.

20 I I I ‘
15 1
10

5

OO 10 20 30

40 50

x 10

N Wb 01O N

Figura 4.2: Distributia densitatii totale de dislocatie 2(p' + p? + p% + p8) + 4pg pe placa
supusa unei deformatii cu 1%.

20 ‘
_‘ 0.025
15
; 0.02
10
0.015
: 0.01
O ]
0 10 20 30 40 50

Figura 4.3: Distributia forfecarii plastice totale 2(|v!| + |v2| + [v°| +|7®|) pe placa supusa
unei deformatii cu 1%.

(€]

In continuare se simuleaza numeric tractiunea unui monocristal cu structura
FCC. Se impun urmatoarele conditii pe frontiera:

v =0, v =0 pentru X7 =0, X, €[0,l),

v =vf, v=0 pentru  X; =Ly Xy €]/0,l], (4.3)
$; =0 pentru Xy, =0, X; € [0, Lo, '
st =0 pentru Xy =1y, X; € [0, Lyl

In modelarea numerici au fost considerate 1164 elemente si 639 noduri. a. Cazul
sistemelor de alunecare: (s',m') si (s7,m").
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0.996

0.994

0.992

0.99

0.988

0 10 20 30 40

Figura 4.5: Distributia componentei Fio pe placa supusa unei deformatii de 1%.

b. Cazul sistemelor de alunecare: (%, m®) si (5!°, m')

Distributia densitatii de dislocatii la diferite stadii ale procesului de deformare
(Figura 4.7(b)), precum si a forfecarii plastice acumulate si a tensiunii reduse de
forfecare ( Figura 4.8(b) ) prezinta o schema de curgere localizata in mod pronuntat,
de forma unei benzi de forfecare late, care ocupa zona centrala. Componentele
tensiunii sunt prezentate in Figura 4.6(b).

Figura 4.6(a) reprezinta distributia in placa a componentelor tensiunii Cauchy
T11 si T, pentru deformatii totale de 0.00046, respectiv 0.01, care corespund unei
deformari pur elastice, respectiv unei deformari plastice a placii. Figurile 4.7(a) si
4.8(a) caracterizeazd variatia densitatii de dislocatie p' in zonele deformate plastic
la diferite stadii de deformare si, respectiv, forfecarea plastica acumulata, densitatea
de disloctie si tensiunea redusa pentru deformatia totala de 0.01.
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Figura 4.6: Distributia componentei tensiunii Cauchy Ti; si Ti2 in placd, pentru
deformatia totald de 0.01, pentru sistemele de alunecare (a) {(s',m!'), (87,m")}, si
respectiv {(s%, m®), (51, m'0)}.
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0.0011 p 0.0012
20 350020
4000
10 10
3000
0 0 3000
200,0012540 0 20 g go17 40 x 10"
20 8000, 3
10 6000, 2
4000 1
0 0
5
0 200.0028 40 x10t 20 501 40 x 10
20 20 6
. 4
6
10
0 2 0
0 20 40 0 20 40

I2

(b)
Figura 4.7: Distributia densitatii de dislocatii (a) p! si (b) p® in pla a
etape ale activarii zonelor plastice, pentru sistemele de alunecare {(s!, m
respectiv {(5%, m®), (519, m'0)}.

pentru diferite
b, 87, m")}, s
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20 20| 0.03
15 0.02 15t 00
10 10}
5 0.01 o o001
0 ob
0 . . . . . . o
0 10 20 130 40 50 0 10 20 30 40 50
P x10° pB % 10°
20 6 20 8
15 15 6
4
10 10 4
5 2 5 2
0 0
0 10 20 30 40 50 0 10 20 30 40 50
1 8
T (MPa T(MPa,
ol (MPa) 40 2 (MPa) s
3 -20
15 20 15
10t 10 -25
-30
5 20
5 -35
or, . . . . , 0 -40
0 10 20 30 40 50 o 0 20 2 0 0
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Figura 4.8: Distributii ale forfecarii plastice acumulate, distributia densitatii de dislocatii
si a tensiunii reduse de forfecare, la o deformatie totala de 0.01 in problema tractiunii,
pentru sistemele de alunecare (a) {(s',m!), (s7,m")}, si respectiv (b) {(s% m®),
(glo,ﬁllo)}_
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Concluzii si cercetari de perspectiva

In concluzie teza poate fi sintetizata dupa cum urmeaza:

S-a creat cadrul constitutiv pentru modelarea materialelor elasto-vascoplastice cu

defecte microstructurale de tip dislocatii. Acest model se bazeaza pe teorii ale
plasticitatii de ordinul doi;

A fost elaborata o metodologie de abordare a problemelor cu date initiale si pe

frontiera prin formulare variationala cuplata cu ecuatii constitutive in viteze
(incrementale);

In acest cadru constitutiv s-au dedus ecuatiile de evolutie de tip nelocal pentru

densitatile de dislocatie, precum si forma contra-tensiunii;

Se precizeaza ca un caz particular, un cadru constitutiv clasic, cu densitati de

dislocatie locale si nelocale.

S-a prezentat formularea variationala a ecuatiei de echilibru incrementala cuplata

cu sistemul complet de ecuatii de evolutie a campurilor necunoscute;

S-a propus un algoritm complet utilizand metoda elementului finit pentru

modelarea ecuatiei variationale, cuplat cu schema de actualizare a datelor
prin metoda Euler explicit, bazat pe descrierea relativa pentru cazul
tridimensional gi respectv bidimensional (stare plana de tensiune).
Suplimentar, s-a creat o subrutina care rezolva numeric prin MEF ecuatia de
tip nelocal a densitatii de dislocatie si s-a incorporat in algoritmul de
actualizare.

Algoritmii au fost implementati numeric pentru probleme de tractiune si

compresiune, in care au fost considerate diferite sisteme de alunecare, cu
luarea in consideratie a conditiei de alunecare.
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Concluzii si cercetari de perspectiva

- S-a studiat influenta neomogenitatilor initiale ale densitatilor de dislocatii asupra
comportamentului elasto-plastic al materialului.

Algoritmul propus in aceasta lucrare nu contine incrementi AS in timp a
tensorului de tensiune Piola - Kirchhoff de ordinul intai S ca in Teodosiu et al.
[1993], astfel, nu este nevoie de calculul incrementilor Ay® pentru alunecare
plastica v* . Se evita astfel, calculul laborios de rezolvare la fiecare moment de
timp, in fiecare nod, a sistemului liniar de ecuatii, ale carui necunoscute intervin in
calculul incrementilor Ay® (vezi lucrarile Dao si Asaro [1996a]).

In modelul considerat in lucrarea de fata s-a luat in calcul raspunsul elastic al
materialului, spre deosebire de exemplu de lucrarile Teodosiu et al. [1993], Cazacu si
Ionescu [2010] in care distorsiunea elastica este redusa la o rotatie, presupunandu-se
ca deformatia elastica este neglijabila in raport cu deformatia plastica.

Avéand ca fundament cadrul constitutiv prezentat in lucrarea de fata se deschid o
multitudine de probleme. Ca perspectiva este necesara imbunatatirea algoritmului
numeric gi compararea lui cu alti algoritmi, dati de exemplu in Teodosiu et al.
[1993] sau Dao si Asaro [1996a]. Se deschid noi directii de cercetare pe aceasta
tema printre care sunt urmatoarele:

- Modelarea numerica a modelelor cu dislocatii tensoriale, prezente prin densitatea
de dislocatie a lui Noll, sau (GND);

- Studiul influentei orientarii initiale a sistemelor cristalografice fata de planul placii;

- Studiul matematic: unicitate, existenta, dependenta continua de date.
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