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Introducere

Scopul acestei teze vizează următoarele aspecte:

1. Modelarea ı̂n cadrul mecanicii mediilor continue, deformabile, cu microstructură,
a comportamentului materialelor elasto-plastice cu deformaţii finite;

2. Modelarea constitutivă a defectelor şi determinarea ecuaţiilor de evoluţie pentru
descrierea acestora:

- Punerea ı̂n evidenţă a efectelor datorate prezenţei defectelor de tip dislocaţii;

- Înţelegerea mecanismului de deformare plastică prin alunecarea atomilor ı̂n
sistemele de alunecare, caracterizate de planele şi direcţiile respective de
alunecare ı̂n sistemele cristalografice;

3. Formularea problemelor cu date iniţiale şi la limită;

- Elaborarea metodelor şi simulărilor numerice;

- Interpretarea rezultatelor numerice.
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CAPITOLUL1
Modele vâscoplastice pentru materiale cu
structură cristalină

Se va prezenta cadrul constitutiv al materialelor vâscoplastice cu structură
cristalină, care constituie fundamentul dezvoltărilor teoretice şi al aplicaţiilor
numerice, realizate ı̂n prezenta teză. Se reformuleză principiul de nebilanţare a
energiei libere ı̂n prezenţa defectelor de tip dislocaţii, cu măsuri tensoriale şi
scalare. Se postulează ecuaţii de evoluţie nelocale care sunt compatibile cu
inegalitatea redusă de disipare. Ecuaţiile de evoluţie de tip ecuaţii nelocale descriu
evoluţia distorsiunea plastică şi densităţile scalare de dislocaţii.

Se expun rezultatele obţinute ı̂n articolul Cleja-Ţigoiu şi Paşcan [2013b] ı̂n care
se introduce ipoteza că distorsiunea plastică se reprezintă printr-o lege de curgere
ı̂n sisteme cristalografice de alunecare, lege de curgere de tip Schmid. Se deduc
consecinţe care decurg din cadrul constitutiv al elasto-plasticităţii finite de ordinul
doi cu măsuri tensoriale şi scalare de dislocaţie, dezvoltat ı̂n Cleja-Ţigoiu [2013].
Ca o primă consecinţă se demonstrează că ecuaţiile de bilanţ asociate micro-forţelor
pot fi reprezentate ı̂ntr-o formă echivalentă cu cea propusă de Gurtin [2002]. O
nouă ecuaţie de evoluţie pentru vitezele de forfecare plastică asociată cu expresia
tensiunii reduse efective, pe baza formalismului adoptat de Teodosiu şi Sidoroff
[1976].

Se descrie un model cu efecte non-Schmid propus ı̂n articolul Cleja-Ţigoiu şi
Paşcan [2013c]. În acest articol modelul constitutiv este reformulat ı̂n ipoteza că
densităţile de dislocaţie şi gradientul acestora influenţează comportamentul elasto-
plastic al materialelor cu structură cristalină. Se reformulează prin intermediul
vectorului de tensiune generalizat expresiile vitezelor plastice de forfecare, vitezelor
normale de deformare plastică şi a vitezei de compresibilitate.
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Cap. 1. Modele vâscoplastice pentru materiale cu structură cristalină

Fie gradientul ı̂n coordonatele locale şi derivata covariantă a unui vector Y,

∇Y =
∂Y a

∂xb
ea ⊗ eb, ∇ΓY = (

∂Y a

∂xb
+ Y cΓacb)ea ⊗ eb (1.1)

ı̂n raport cu o conexiune afină dată, definită ı̂n sistemul de coordonate prin

Γ = Γimkei ⊗ em ⊗ ek. (1.2)

Vom introduce un tensor de ordinul trei generat de un câmp tensorial de ordinul
trei Γ, ı̂mpreună cu tensorii de ordinul doi F1,F2 :

(Γ[F1,F2]u)v = (Γ(F1u)) F2v, ∀u,v ∈ V . (1.3)

Utilizăm 3 tipuri de configuraţii ale corpului B, k, χ şi K:

- k - configuraţia de referinţă considerată fixă, globală, a corpului B, k(B) ⊂ E
spaţiul euclidian.

- Pentru orice mişcare a corpului B, χ : B ×R −→ E , χ(·, t) reprezintă configuraţia
deformată la momentul de timp t, care este o configuraţie globală a corpului
B. Corpul este scufundat ı̂n spaţiul fizic al geometriei euclidiene şi geometria
riemannianiană este geometria spaţiului material pentru corpul continuu
deformabil. Geometria riemanniană a corpului este caracterizată prin
conexiunea materială Γ = F−1∇F, unde F(X, t) = ∇χ(X, t) este gradientul
deformaţiei la momentul de timp t pentru X ∈ B.

În elasto-plasticitatea materialelor cu deformaţii finite se formulează ipoteza
descompunerii multiplicative a gradientului deformaţiei ı̂n componenta elastică,
Fe, şi cea plastică, Fp cu proprietatea că F = FeFp. Componentele Feşi Fp nu
satisfac condiţia de compatibilitate, ceea ce ı̂nseamnă că ele nu pot fi reprezentate
printr-un potenţial, spre deosebire de F care este reprezentat prin potenţialul
mişcării.

- Pentru o mişcare a corpului B, χ : B × R −→ E , pentru fiecare particulă şi la
orice moment de timp există o configuraţie K dependentă de timp,
neolonomă, numită configuraţie cu torsiune. Configuraţia K este
caracterizată prin tensorul de ordinul doi Fp, numit distorsiune plastică şi de

conexiunea plastică
(p)

Γ cu torsiune nenulă.

Gradientul ∇KF ı̂n configuraţia cu torsiunea K este calculată astfel:

∇KF := (∇F)(Fp)−1.
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Cap. 1. Modele vâscoplastice pentru materiale cu structură cristalină

În cele ce urmează, referitor la dislocaţii, considerăm că măsura tensorială a
defectelor este dată, de aşa numita conexiune de tip Bilby (vezi Bilby [1960]), prin
formula

(p)

A:= (Fp)−1∇Fp,

introdusă ı̂n Cleja-Ţigoiu [2007]. Torsiunea asociată cu conexiunea de tip Bilby
este o măsură a incompatibilităţii distorsiunii plastice, şi anume

(
(p)

A u)v − (
(p)

A v)u = ((Fp)−1curlFp)(u× v),

scrisă pentru orice doi vectori (u,v).
Descompunerea deformaţiei de ordinul doi, Γ asociată cu mişcarea corpului B,

se descompune ı̂n componentele de deformaţie elastică şi plastică de ordinul doi
conform formulei

Γ =
(p)

Γ +(Fp)−1
(e)

ΓK [Fp,Fp]

În urma schimbării sistemului de coordonate se deduce expresia conexiunii ı̂n
raport cu configuraţia cu torsiune astfel

(p)

ΓK= −Fp
(p)

Γ [(Fp)−1, (Fp)−1]. (1.4)

Relaţiile de legatură dintre câmpurile de deformaţie referitoare la configuraţia K
şi k sunt reprezentate prin

Ce = (Fe)TFe = (Fp)−TC(Fp)−1, C = (F)TF. (1.5)

Ca o consecinţă a descompunerii multiplicative a lui F ı̂n componentele sale
elastice şi plastice se obţine:

L = Le + FeLp(Fe)−1, Lp = Ḟp(Fp)−1, Le = Ḟe(Fe)−1,

unde L = Ḟ(F)−1, L := ∇v,
(1.6)

Vom pune ı̂n evidenţă derivate temporale ale anumitor câmpuri care vor apărea
ca argumente ı̂n funcţia densitate de energie liberă ı̂n raport cu configuraţia de
referinţă, de exemplu

Ċ = 2FT{L}SF, Ċe = 2(Fe)T{Le}SFe, {Le}S = De, {Le}a = We

lp :=
d

dt
(Fp)−1Fp ≡ −(Fp)−1LpFp,

d

dt

( (p)

A
)

= −∇lp + lp
(p)

A −
(p)

A [I, lp].
(1.7)

Densităţile scalare de dislocaţii sunt definite ı̂n raport cu configuraţia de referinţă
prin ρd şi gradientul său ∇ρd. Prin trecere la configuraţia cu torsiune, densitatea
scalară de dislocaţii se transformă prin:

ρdK = ρd,∇KρdK = (Fp)−T∇ρd. (1.8)
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Cap. 1. Modele vâscoplastice pentru materiale cu structură cristalină

Derivata ı̂n raport cu timpul a gradientului densităţii scalare de dislocaţie ı̂n
raport cu configuraţia K este

d

dt
(∇K(ρdK)) = (Fp)−T∇ρ̇d − ((Fp)−1Lp)T ∇ρd = (Fp)−T{∇ρ̇d + (lp)T ∇ρd}. (1.9)

Axioma 1.1 Densitatea energiei libere este postulată a fi dependentă de deformaţia
elastică Ce, fiind dependentă de configuraţia cu torsiune prin partea elastică a defor-

maţiei de ordinul doi ((Fp)−1,
(p)

AK), precum şi de densitatea scalară de dislocaţie ρdK
şi gradientul ei ∇K ρdK ı̂n raport cu configuraţia K.

ψ = ψK(Ce, (Fp)−1,
(p)

AK, ρdK,∇K ρdK), Ce = (Fe)TFe (1.10)

În cele ce urmează notăm ρ̃, ρ̂, ρ̂0 densităţile de masă ı̂n configuraţiileK, χ şi respectiv
k.

Axioma 1.2 (Principiul de nebilanţare a energiei libere globale) Modelul
constitutiv elasto-plastic este compatibil cu ipoteza ca variaţia ı̂n raport cu timpul a
energiei libere a oricărei părţi P a corpului să fie mai mică sau egală cu puterea
internă consumată de partea P,

d

dt

( ∫
Kt(P)

ρ̃ ψK dVK
)
≤ Wint(P , t), (1.11)

scrisă pentru oricare proces virtual (izotermic).

Propoziţia 1.1 Comportamentul elasto-plastic al materialului este supus la
restricţia de a satisface ı̂n K principiul de nebilanţare a energiei libere

(Pint)K − ψ̇K ≥ 0 (1.12)

scris pentru orice proces virtual (izoterm). Aici (Pint)K reprezintă densitatea de
masă a puterii interne.

• (π,µK) definesc macro-forţele ca ansamblul tensiunii şi a momentului
tensiunii, raportate la configuraţia cu torsiune şi care produc putere ı̂n
timpul procesului de deformare. Macro-forţele sunt conjugate, ı̂n sensul
puterii, cu viteza distorsiunii elastice şi cu o măsură corespunzătoare
gradientului distorsiunii elastice. Aici π, care poate fi nesimetric, este legat
de T (unde T este tensorul de tensiune nesimetric Cauchy), prin relaţiile:

Fe 1

ρ̃
π(Fe)T =

1

ρ̂
T. (1.13)
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Cap. 1. Modele vâscoplastice pentru materiale cu structură cristalină

• Momentul tensiunilor µK transformat ı̂n raport cu configuraţia actuală este
notat prin µ şi poate fi exprimat prin formula:

1

ρ̂
µ = (Fe)−T

1

ρ̃
µK[(Fe)T , (Fe)T ]. (1.14)

• Fie Υp şi µp micro-tensiunea plastică şi micro-momentul, ı̂n raport cu
configuraţia cu torsiune K, care sunt conjugate ı̂n sensul puterii cu Lp şi
respectiv gradientul său ∇KLp, calculat ı̂n configuraţia cu torsiune.

• Vom include ı̂n expresia puterii interne disipate ı̂n timpul procesului
elasto-plastic, puterea produsă de micro-tensiuni (câmp scalar) Υd şi a
micro-momentului (câmp vectorial) md (ambele definite ı̂n configuraţia cu
torsiune), ı̂n conjuncţie cu vitezele de variaţie ale densităţilor de dislocaţie ρ̇dK
şi respectiv cu gradientul vitezei ∇Kρ̇K.

Observaţia 1.1 Densitatea de masă a puterii interne ı̂n configuraţia cu torsiune
este dată de expresia:

(Pint)K =
1

2ρ̃
{π}S · Ċe +

1

ρ̃
{π}a · (Fe)TWeFe+

+
1

ρ̃
µK · {(Fe)−1(∇χL)[Fe,Fe]−∇KLp}+

+
1

ρ̃
Υp · Lp +

1

ρ̃
µp · ∇KLp +

1

ρ̃
Υd · d

dt
(ρdK) +

1

ρ̃
md · d

dt
(∇KρdK),

(1.15)

scrisă ı̂ntr-un punct material fixat. Pentru deducerea acestei relaţii s-a utilizat
descompunerea mărimii Le ı̂n partea sa simetrică şi anti-simetrică conform (1.7).

Se vor introduce tensorii nesimetrici de tip Mandel, notaţi prin Σ0 şi Σp
0, pentru

macro-tensiuni şi pentru micro-tensiuni plastice ı̂n raport cu configuraţia de referinţă

1

ρ̂0

Σ0 =
1

ρ̂
FT (T)F−T ,

1

ρ̂0

Σp
0 =

1

ρ̃
(Fp)TΥp(Fp)−T . (1.16)

Micro şi macro-momentele pot fi reprezentate ı̂n configuraţia de referinţă prin:

1

ρ̂0

µp0 := (Fp)T
1

ρ̃
µp[(Fp)−T , (Fp)−T ],

1

ρ̂0

µ0 := (Fp)T
1

ρ̃
µK[(Fp)−T , (Fp)−T ]. (1.17)

Se pot defini trei tipuri de tensori de ordinul doi, care sunt generaţi de doi tensori
de ordinul trei. Pentru oricare A,B ∈ Lin(V , Lin) şi X ∈ Lin există A� B ∈ Lin,
Ar�B ∈ Lin şi Al�B ∈ Lin, vezi Cleja-Ţigoiu [2010], astfel ı̂ncât:(

A �B
)
·X := A[I,X] · B,

(
A� B

)
sn

:= AiskBink(
A r�B

)
·X := A ·XB,

(
Ar�B

)
sn

:= AsjkBnjk(
A l�B

)
·X := A · BX,

(
A l�B

)
sn

:= AijsBijn.
(1.18)
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Cap. 1. Modele vâscoplastice pentru materiale cu structură cristalină

Teorema 1.1 Reprezentarea constitutivă a materialului elasto-plastic este supusă
la restricţiile impuse de principiul de nebilanţare a energiei libere, echivalent
reprezentate sub forma inegalităţii următoare:

1

ρ̂
(T∗) · L̃a +

(1

ρ̂
{T}S − 2F∂CψFT

)
· D̃ +

1

ρ̂0

µ0 · F−1∇L̃[F,F]+

+
( 1

ρ̂0

(Σ0 −Σ0
p) + (Fp)T∂Fpψ

)
· l̃p + {

(p)

A �
( 1

ρ̂0

(µ0
p − µ0) + ∂(p)

A
ψ
)
} · l̃p−

−{
( 1

ρ̂0

(µ0
p − µ0) + ∂(p)

A
ψ
)
r�

(p)

A} · l̃p −
( 1

ρ̂0

(µ0
p − µ0)− ∂(p)

A
ψ
)
· ∇l̃p+

+
( 1

ρ̂0

md
0 − ∂∇ρd ψ) · ∇δρd +

( 1

ρ̂0

div md
0 +Bd − ∂ρd ψ

)
· δρd+

+
1

ρ̂0

(∇ρd ⊗md
0) · l̃p ≥ 0

(1.19)

care este satisfăcută pentru orice variaţie virtuală L̃,∇L̃, l̃p,∇l̃p, δρd,∇δρd, cu T∗

tensor simetric.

Teorema 1.2 1. Restricţiile termomecanice impuse funcţiilor constitutive de tip
elastic sunt:

1

ρ̃
π = 2 ∂CeψK, {π}a = 0,

1

ρ̃0

µK = 0, (1.20)

sau ı̂n mod echivalent

1

ρ̂
T = 2F(∂Cψ)FT , {T}a = 0, (1.21)

sau

1

ρ̂
T = 2Fe(∂CeψK)FeT ,

1

ρ̂0

µ0 = 0. (1.22)

2. Inegalitatea redusă a disipării capătă forma:

( 1

ρ̂0

(Σ0 −Σp
0) + (Fp)T∂Fpψ

)
· l̃p + {

(p)

A �
( 1

ρ̂0

µp0 + ∂(p)

A
ψ
)
} · l̃p−

−{
( 1

ρ̂0

µp0 + ∂(p)

A
ψ
)
r�

(p)

A} · l̃p +
( 1

ρ̂0

µp0 + ∂(p)

A
ψ
)
· ∇l̃p+

+
( 1

ρ̂0

md
0 − ∂∇ρd ψ) · ∇δρd +

( 1

ρ̂0

div md
0 +Bd − ∂ρd ψ

)
· δρd+

+
1

ρ̂0

(∇ρd ⊗md
0) · l̃p ≥ 0.

(1.23)
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Cap. 1. Modele vâscoplastice pentru materiale cu structură cristalină

Având ı̂n vedere inegalitatea de disipare de mai sus, au fost formulate ipoteze
constitutive ı̂n configuraţia de referinţă.

Ecuaţiile de bilanţ pentru micro-forţele asociate procesului de deformare plastică
sunt scrise ı̂n configuraţia cu torsiune K sub forma:

Υp = divK (µp − µK) + ρ̃Bp
m

⇐⇒ JpΥp = div{ (Jp (µp − µK))(Fp)−T}+ ρ̂0B
p
m,

(1.24)

pentru Jpρ̃ = ρ̂0. Bp
m reprezintă densitatea masică a forţelor asociate

mecanismului de deformare plastică. În cazul considerat aici macro-momentele µK
se anulează.

Euaţiile de bilanţ pentru micro-forţele asociate densităţilor de dislocaţii sunt
scrise ı̂n configuraţia cu torsiune K sub forma

Υd = divK md + ρ̃Bd

⇐⇒ JpΥd = div md
0 + ρ̂0B

d (1.25)

cu md
0 = Jp(Fp)−1md, iar Bd este densitatea de forţă masică.

Se consideră o reprezentare a densităţii de energie liberă de forma:

ψ := ψ(C,Fp,
(p)

A, ρd,∇ρd) ≡ ψe(Ee) + ψiv(Fp,
(p)

A) + ψT (ρd) + ψd(∇ρd), (1.26)

ı̂n care Ee :=
1

2
(Ce − I). Precizăm expresiile pentru termenii din densitatea de

energie:

ψd(∇ρd) =
1

2
κ2 ∇ρd · ∇ρd, κ2 > 0 şi

ψiv(Fp,
(p)

A) =
1

2
κ3(Skew

(p)

A) · (Skew
(p)

A) ≡ κ2αN ·αN ,
(1.27)

ı̂n care tensorul de ordinul trei Skew
(p)

A este definit prin relaţia

((Skew
(p)

A)u)v = (
(p)

A u)v − (
(p)

A v)u ∀ u,v ∈ V , (1.28)

iar tensorul de ordinul doi αN , denumit (GND) sau densitatea de dislocaţie a lui
Noll (Noll [1974]) este dat prin αN = (Fp)−1 (curlFp). Folosind definiţia lui curl

deducem ((Skew
(p)

A)u)v = αN(u⊗ v) ∀ u,v ∈ V .
Ca o consecinţă directă deducem setul complet de relaţii constitutive de tip

energetic asociate funcţiei densitate de energie liberă:

- Ecuaţia constitutivă de tip elastic dată prin

1

ρ̂
T = 2F(∂Cψ

e)FT , unde ∂Cψ
e = (Fp)−1∂Ceψe(Fp)−T , (1.29)
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Cap. 1. Modele vâscoplastice pentru materiale cu structură cristalină

şi consecinţa rezultată din (1.16) prin care ecuaţia constitutivă de tip elastic
se reprezintă prin intermediul măsurii de tensiune a lui Mandel ı̂n raport cu
configuraţia de referinţă

Σ0 = 2C(∂Cψ
e), unde C = FTF; (1.30)

- Micro-momentul asociat mecanismului de deformare plastică, scris ı̂n raport cu
configuraţia de referinţă, se exprimă printr-un tensor de ordinul al treilea,
numit micro-momentul plastic µp0, ı̂n funcţie de densitatea energiei libere

1

ρ̂0

µp0 = −∂(p)

A
ψiv; (1.31)

- Măsura de tensiune de tip Mandel Σp
0 şi micro-momentul µp0 sunt legate prin

ecuaţia de bilanţ

1

ρ̂0

Σp
0 =

1

ρ̂0

(Fp)T
(
div ((Fp)−Tµp0[I, (Fp)T ]) + ρ̂0B

p
m

)
(Fp)−T , (1.32)

unde Bp
m este densitatea de masă a forţelor asociate mecanismului plastic de

deformare.

Ecuaţia de evoluţie pentru distorsiunea plastică Fp ı̂n raport cu configuraţia de
referinţă este dată de formula

β1l
p =

1

ρ̂0

(Σ0 −Σp
0) + (Fp)T∂Fpψ + κ2(∇ρd ⊗∇ρd) ı̂n care

lp :=
d

dt
(Fp)−1Fp ≡ −(Fp)−1Lp.

(1.33)

Viteza de variaţie a densităţii de dislocaţie este caracterizată de o ecuaţie de
evoluţie nelocală sub forma:

β2
d

dt
ρd =

1

ρ̂0

div (ρ̂0κ2∇ρd ) +Bd − ∂ρdψ. (1.34)

Funcţiile scalare constitutive β1 şi β2 sunt definite ca fiind compatibile cu inegalitatea
de disipare redusă de tipul:( 1

ρ̂0

(Σ0 −Σp
0) + (Fp)T∂Fpψ + κ2(∇ρd ⊗∇ρd)

)
· lp+

+
( 1

ρ̂0

div (ρ0κ2 ∇ρd) +Bd − ∂ρd ψ
)
ρ̇d ≥ 0,

(1.35)

ı̂n care micro-tensiunile Σp
0 satisfac ecuaţia de bilanţ (1.32).
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Cap. 1. Modele vâscoplastice pentru materiale cu structură cristalină

Ca o consecinţă a formulelor (1.33) şi (1.34) inegalitatea de disipare (1.35) se
rescrie

β1l
p · lp + β2(

d

dt
ρd)2 ≥ 0.

În concluzie, prin eliminarea relaţiilor constitutive de tip energetic se obţin
următoarele reprezentări constitutive:

Problema 1.1 Oricare ar fi istoria de deformaţie t −→ F, să se determine
tensiunea Cauchy T (sau tensorul de tensiune de tip Mandel Σ0), distorsiunea
plastică Fp, densitatea de dislocaţie ρd, care satisfac, ca funcţii de timp pentru o
particulă materială fixată, următoarele relaţii:

1

ρ̂
T = 2F(Fp)−1(∂Ceψe)(Fp)−TFT ⇐⇒ 1

ρ̂0

Σ0 = 2C (Fp)−1(∂Ceψe)(Fp)−T (1.36)

−β1(Fp)−1Ḟp =
1

ρ̂0

Σ0 −
1

ρ̂
(Fp)T

(
div ((Fp)−Tµp0[I, (Fp)T ]) + ρ̂Bp

m

)
(Fp)−T+

+(Fp)T∂Fpψ + κ2(∇ρd ⊗∇ρd) cu µp0 = −ρ̂0∂(p)

A
ψiv.

(1.37)

β2
d

dt
ρd =

1

ρ̂0

div (κ2 ρ̂0∇ρd ) +Bd − ∂ρdψdT . (1.38)

Funcţiile constitutive scalare β1 şi β2 sunt astfel ı̂ncât inegalitatea disipării (1.33),
ı̂mpreună cu (1.34), să fie satisfăcută sub forma

β1 ((Fp)−1Ḟp) · ((Fp)−1Ḟp) + β2 (ρ̇d)2 ≥ 0.

Sistemul de alunecare α este definit prin vectorii unitari s̄α şi m̄α ı̂n configuraţia
intermediară (izoclină), unde m̄α este normala la planul de alunecare, iar s̄α este
direcţia de alunecare ı̂n plan. În configuraţia de referinţă, sistemului de alunecare i
se asociază vectorii ŝα şi m̂α,

Fp ŝα = s̄α , (Fp)−T m̂α = m̄α (1.39)

În configuraţia actuală sistemele de alunecare se deformează astfel:

Fe s̄α = sα , (Fe)−T m̄α = mα. (1.40)

În ipoteza că viteza de variaţie a distorsiunii plastice este dată de o lege de curgere
de tip Schmid, produsă prin mecanismul de alunecare ı̂n sistemele de alunecare, au
loc formulele:

Ḟp(Fp)−1 =
N∑
α=1

ναs̄α ⊗ m̄α, ⇐⇒ lp =
N∑
α=1

ν̄αsα ⊗mα, ν̄α := −να, (1.41)

10



Cap. 1. Modele vâscoplastice pentru materiale cu structură cristalină

unde να este viteza de forfecare plastică. N este numărul sistemelor de alunecare,
να = γ̇α sunt vitezele de alunecare, iar γα reprezintă forfecările plastice ı̂n sistemele
de alunecare α.

Teorema 1.3 Puterea virtuala disipată de micro-forţe care satisfac ecuaţia de bilanţ
(1.24), ı̂n timpul procesului de deformare plastică cu viteza virtuală a distorsiunii
plastice L̃p conduce la reprezentarea ecuaţiei de micro-bilanţ ı̂n sistemul de alunecare
α scrisă sub forma:

Πα − div ξα − µα = 0, (1.42)

dacă pe frontiera elasto-plastică se anulează viteza distorsiunii plastice.
Următoarele noi câmpuri sunt definite prin micro-forţe existente ı̂n mecanismul
plastic şi ı̂n mecanismul dislocaţiilor:

Πα := s̄α ·Υpm̄α, µα = s̄α · ρ̃Bp
mm̄α, (1.43)

ξα · u := µp(Fp)−Tu · (s̄α ⊗ m̄α) ⇐⇒
⇐⇒ ξα · u := µp0u · (sα ⊗mα), ∀ u ∈ V . (1.44)

Teorema 1.4 Inegalitatea de disipare (1.35) poate fi reprezentată sub forma

N∑
α=1

ν̄α{τα − div ξα − µα + sα · ((Fp)T∂Fpψ) mα−

−κ2(sα · ∇ρd)(mα · ∇ρd)}+
( 1

ρ̂0

div (ρ̂0κ2∇ρd ψ) +Bd − ∂ρd ψ
) d

dt
ρd ≥ 0,

(1.45)

unde tensiunea redusă de forfecare a fost definită prin:

τα :=
1

ρ̂0

Σ0 · (sα ⊗mα) = (Fes̄α ⊗ (Fe)−Tm̄α) · 1

ρ̂
T (1.46)

Vor fi introduse ecuaţiile care descriu vitezele de forfecare plastică ν̄α (numite şi
vitezele de alunecare) ı̂ntr-o manieră asemănătoare cu cea din plasticitatea
materialelor cristaline.

- Fie tensiunea redusă efectivă de forfecare

ταeff := τα − Πα + sα · ((Fp)T∂Fpψ mα)−
−κ2(sα · ∇ρd)(mα · ∇ρd), (1.47)

sau

ταeff := τα − div (κ3m
α × (αN)T sα)− µα (1.48)

+ sα · (Fp)T∂Fpψmα − κ2(sα · ∇ρd)(mα · ∇ρd),

τα :=
1

ρ̂0

Σ0 · (sα ⊗mα) = (Fes̄α ⊗ (Fe)−Tm̄α) · 1

ρ̂
T

11



Cap. 1. Modele vâscoplastice pentru materiale cu structură cristalină

- Vom presupune existenţa variabilelor de ecruisare, ζα, care vor fi definite ı̂n cadrul
constitutiv adoptat.

- Conform ipotezelor formulate mai sus, inegalitatea (1.45) ı̂mpreună cu (1.48)
devine

N∑
α=1

ν̄α ταeff + β2 |
d

dt
ρd |2≥ 0. (1.49)

Forma finală a inegalităţii de disipare poate fi obţinută ca o consecinţă a
ecuaţiei de evoluţie a densităţii scalare de dislocaţie postulată prin (1.34).

- În cadrul constitiv al elasto-plasticităţii, cu legea de curgere pentru distorsiunea
plastică de tipul (1.41), vom introduce funcţia de plasticitate (sau de activare):

Fα(T, ρd,∇ρd, sα,mα, ξα, µα, ζα) :=| ταeff | −ζα. (1.50)

Aici, ταeff este tensiunea redusă efectivă de forfecare definită prin (1.48), iar
ζα - variabilele de ecruisare care măsoară rezistenţa la alunecare ı̂n sistemul
de alunecare α.

- Sistemele de alunecare se activează dacă şi numai dacă este satisfăcută condiţia
de activare Fα(T, ρd,∇ρd, sα,mα, ξα, µα, ζα) ≥ 0.

- Vom introduce acum ecuaţia de evoluţie corespunzătoare, numită legea vâsco-
plastică de curgere, care caracterizează variaţia ı̂n timp a forfecării plastice.

γ̇α = γ̇0

∣∣∣∣ταeffζα
∣∣∣∣n sgn(ταeff ) H (Fα) ,∀α = 1, . . . , N, (1.51)

unde ν̄α ≡ γ̇α. Aici, H reprezintă funcţia Heaviside compusă cu funcţia de
activare Fα. Funcţia Heaviside este: H(x) = 1 dacă x ≥ 0 şi H(x) = 0 dacă
x < 0. A fost introdusă o expresie similară cu cea postulată de Teodosiu şi
Sidoroff [1976].

Propoziţia 1.2 Inegalitatea de disipare (1.49) este realizabilă dacă se ţine cont de
ecuaţiile de evoluţie pentru forfecările plastice (1.51) şi de β2 ≥ 0.

Demonstraţie. Pentru ca inegalitatea de disipare sa aibă loc, presupunem că pe
parcursul procesului elasto-plastic la un anumit moment de timp t au loc:

1. Dacă | ταeff |< ζα, atunci ν̄α = 0 şi (1.49) devine:

β2 |
d

dt
ρd |2≥ 0.

12



Cap. 1. Modele vâscoplastice pentru materiale cu structură cristalină

2. Dacă | ταeff |≥ ζα, atunci H(Fα) = 1 şi inegalitatea redusă este

N∑
α=1

| ν̄α || ταeff | +β2 |
d

dt
ρd |2≥ 0. (1.52)
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CAPITOLUL2
Formularea variaţională ı̂n
vâscoplasticitatea materialelor cristaline

Rezultatele ale acestui capitol sunt prezentate având la bază articolele Cleja-
Ţigoiu şi Paşcan [2013, trimis spre publicare] şi Cleja-Ţigoiu şi Paşcan [2013a].

Pornind de la modelul constitutiv prezentat ı̂n Cap. 1, propunem un model
care este dependent de dislocaţii, ı̂n care viteza distorsiunii plastice este descrisă
prin legea de curgere de tip Schmid. Se ţine cont de condiţia de activare a
sistemelor de alunecare, iar ecuaţiile de evoluţie pentru densităţile de dislocaţie
sunt descrise de ecuaţii nelocale de tipul (1.34). Ecuaţii de tip diferenţial pentru
densităţile de dislocaţie derivă din ecuaţiile nelocale (1.34), dacă se consideră
κ2 = 0. Forma potenţialului de energie ψT poate fi determinată, dacă se identifică
ecuaţiile nelocale cu unele locale. De asemenea, ı̂n modelul propus, s-a ţinut cont
de contra-tensiune, numită ı̂n literatură ”backstress”, ca variabilă internă conform
Cleja-Ţigoiu şi Paşcan [2013b].

Se formulează egalitatea variaţională şi sistemul de tip diferenţial asociat
modelului vâscoplastic. Vom utiliza formularea de tip incremental, la momentul t,
a ecuaţiei de echilibru ı̂n configuraţia actuală. În acest capitol am introdus o
teoremă de caracterizare a stării plane de tensiune ı̂n cadrul constitutiv al
vâsco-plasticităţii materialelor cristaline cu structură (FCC).

Ecuaţia constitutivă de tip elastic ı̂n raport cu configuraţia relaxată este descrisă
prin potenţialul ϕ ı̂n modul următor:

π = ρ̃
∂ϕ (Ee)

∂Ee
, Ee =

1

2

(
(Fe)T Fe − I

)
. (2.1)

Utilizând relaţia de legătură dintre tensorul de tensiune Cauchy şi tensorul simetric
de tensiune Piola-Kirchhoff ı̂n raport cu configuraţia relaxată (sau deformată plastic)

T =
1

detFe
Feπ (Fe)T cu ρ̂detFe = ρ̃, (2.2)

14



Cap. 2. Formulare variaţională

ecuaţia constitutivă de tip elastic poate fi scrisă sub forma:

T = ρ̂Fe∂ϕ (Ee)

∂Ee
(Fe)T . (2.3)

Relaţiile (2.1) şi (2.3) mai pot fi scrise prin tensorii de ordinul patru C şi E astfel:

π

ρ̃
= C[Ee] cu Ee =

1

2

(
(Fe)T Fe − I

)
, (2.4)

şi, respectiv,

T

ρ̂
= E [be] cu be =

1

2

(
I− (Fe)−T (Fe)−1

)
. (2.5)

Aici, E caracterizează tensorul de ordinul patru al complianţelor elastice ı̂n
configuraţia actuală şi se obţine din tensorul de ordinul patru al coeficienţilor
elastici de material C dată ı̂n raport cu configuraţia izoclină prin procedeul de
transformare de la o configuraţie la alta, adică:

E [X] = Fe(C
[
(Fe)TXFe

]
)(Fe)T , ∀ X tensor simetric

Eijkl = F e
imF

e
jnF

e
ksF

e
lrCmnsr, ı̂n reprezentare pe componente.

(2.6)

Pe de altă parte, tensorul elastic de ordinul patru E depinde de distorsiunea elastică
prin intermediul potenţialului ϕ astfel

E [X] = Fe

(
∂2ϕ

∂ (Ee)2

[
(Fe)T XFe

])
(Fe)T , ∀X ∈ Sym. (2.7)

În modelul propus, evoluţia ı̂n timp a distorsiunii plastice este descrisă de
alunecarea atomilor ı̂n sisteme de alunecare, printr-o lege de tip Schmid, prin
relaţia

Ḟp (Fp)−1 =
N∑
α=1

να(s̄α ⊗ m̄α), (2.8)

unde να sunt vitezele de forfecare plastică ı̂n sistemul se alunecare α. Iniţial
sistemul de alunecare este dat ı̂n configuraţia izoclină, unde m̄α reprezintă normala
la sistemul de alunecare, iar s̄α este direcţia de alunecare, şi ı̂n timp ele se
deformeză datorită prezenţei distorsiunii elastice Fe. În configuraţia actuală,
sistemul de alunecare (m̄α, s̄α) este definit prin relaţiile:

Fes̄α = sα, (Fe)−T m̄α = mα. (2.9)

În mod evident, are loc condiţia de ortogonalitate sα ·mα = 0.
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Prin derivarea temporală a relaţiei de descompunere multiplicativă a gradientului
de deformaţie se obţine variaţia ı̂n raport cu timpul a distorsiunii elastice ı̂n raport
cu configuraţia iniţială prin gradientul vitezei L = ∇v, unde v defineşte viteza
spaţială

Ḟe (Fe)−1 = L−
N∑
α=1

να (sα ⊗mα) , L = Ḟ (F)−1 . (2.10)

Modelul va fi puternic legat de prezenţa dislocaţiilor ı̂n interiorul corpului şi de
acumularea şi mişcarea lor. În model se utilizează următoarele variabile interne:
densităţile de dislocaţie ρα şi variabilele de ecruisare ζα ı̂n sistemul de alunecare α.

Condiţia de activare este formulată prin legea lui Schmid

|τα − ταb | ≥ ζα ⇐⇒ Fα ≥ 0 unde Fα := |τα − ταb | − ζα, (2.11)

cu

τα = τmα · sα. (2.12)

În această formulă τα reprezintă tensiunea de forfecare redusă ı̂n sistemul de
alunecare α sau tensiunea de forfecare rezultantă, ταb este contra-tensiunea ı̂n
sistemul de alunecare α şi

τ = JT, unde J = detF ≡ ρ̂0

ρ̂
. (2.13)

Legea de curgere vâscoplastică asociată cu procesul de deformare este dată sub
forma:

να = γ̇α = γ̇α0

∣∣∣∣τα − ταbζα

∣∣∣∣n sign(τα − ταb )H(Fα), ∀α = 1, ..., N, (2.14)

introdusă de Teodosiu şi Sidoroff [1976] ı̂n cazul ı̂n care contra-tensiunea nu a fost
considerată.

Legea de ecruisare este descrisă fie printr-o funcţie dependentă de densităţile de

dislocaţie, de exemplu, ζα = µb

(∑
β

aαβρβ

)1/2

, vezi Teodosiu şi Sidoroff [1976],

unde µ este modulul de forfecare elastică, b este mărimea vectorului Burgers şi
(
aαβ
)

este matricea de ecruisare care descrie diferite tipuri de interacţiuni ale dislocaţiilor,
fie printr-o lege de evoluţie, ca ı̂n plasticitatea materialelor cristaline, fie prin vitezele
de forfecare plastică, vezi Teodosiu et al. [1993]

ζ̇α =
N∑
β=1

hαβ
∣∣γ̇β∣∣ . (2.15)
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Aici, hαβ = hαβ(ρq) sunt componentele matricei de ecruisare şi ele depind de
densitatea de dislocaţie. Mai mult, această matrice a fost reprezentată de
Teodosiu et al. [1993], astfel:

hαβ =
µ

2
aαβ

(∑
q

aαqρq

)−1/2
 1

K

(∑
q 6=α

ρq

)1/2

− 2ycρ
β

 , (2.16)

unde K este un parametru de material şi yc reprezintă lungimea caracteristică legată
de procesul de anihilare a dipolilor de dislocaţie.

În lucrarea de faţă, ecuaţia de evoluţie a densităţilor de dislocaţie este descrisă
fie printr-o ecuaţie diferenţială I, fie printr-o ecuaţie nelocală II.

I. Considerăm ecuţia de evoluţie locală, de exemplu aşa cum este dată ı̂n
Teodosiu et al. [1993]:

ρ̇α =
1

b

(
1

Lα
− 2ycρ

α

)
|να| cu Lα = K

(∑
q 6=α

ρq

)−1/2

. (2.17)

II. Considerăm o ecuaţie de evoluţie nelocală, de tip difuzie, aşa cum este
reprezentată ı̂n Bortoloni şi Cermelli [2004], aceasta fiind o ecuaţie neliniară de tip
parabolic

ρ̇α = D

(
k∆ρα − ∂ψT

∂ρα

)
|να| , α = 1, . . . , N, (2.18)

unde D şi k sunt constante de material. Aici, ψT reprezintă energia de defect.

Observaţia 2.1 Putem deduce forma potenţialului ψT dacă egalăm expresiile din
membrul drept al relaţiilor (2.17) şi (2.18) ı̂n cazul k = 0.

Condiţia pe frontieră a ecuaţiei (2.18) este considerată de tipul:

k
∂ρα

∂n
= n · ∇(kρα) = iα(ρβ), (2.19)

şi aceasta poate fi interpretată ca o condiţie de impenetrabilitate a dislocaţiilor pe
frontiera domeniului. Se consideră descrierea relativă a mişcării χ : B × R → E
ı̂n raport cu configuraţia de la momentul t, considerat fixat, ı̂n timp ce momentul
curent de timp va fi τ .

Se definesc:
• x = χ (X, t), - poziţia particulei X la momentul de timp t;
• y = χ (X, τ) = χ (χ−1 (x, t) , τ) := χt (x, τ) - poziţia particulei X la momentul

de timp τ ;
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• F (X, τ) = ∇Xχ (X, τ) - gradientul de deformaţie la momentul de timp τ ;
• F (X, t) = ∇Xχ (X, t) - gradientul de deformaţie la momentul de timp t;
• Ft (x, τ) = ∇xχt (x, τ) - gradientul relativ la momentul de timp τ ;
• v (y, τ) := ∂τχt (x, τ) - viteza ı̂n configuraţia curentă la momentul de timp τ ;
• v (x, t) = ∂τχt (x, τ) |τ=t - viteza ı̂n configuraţia de la momentul de timp t;
• St (x, τ) = (detFt (x, τ)) T (y, τ) (Ft (x, τ))−T - tensorul relativ nesimetric

Piola - Kirchhoff; unde T (y, τ) reprezintă tensorul de tensiune Cauchy ı̂n
configuraţia actuală;

• detFt (x, τ) =
ρ̂ (x, t)

ρ̂ (y, τ)
- determinantul gradientului relativ.

Propoziţia 2.1 (1) Gradientul relativ Ft se exprimă astfel:

Ft (x, τ) = F (X, τ) (F (X, t))−1 , Ft(X, t) = I. (2.20)

(2) La momentul de timp t, tensiunea nominală satisface următoarele relaţii:

St (x, t) = T (x, t) şi (2.21)

Ṡt (x, t) ≡ d

dτ
St (x, τ) |τ=t =

∂

∂τ
St (x, τ) |τ=t

= ρ̂ (x, t)
d

dt

(
T (x, t)

ρ̂ (x, t)

)
−T (x, t) LT (x, t) (2.22)

(3) Forţa de contact (de suprafaţă) ce acţionează pe suprafaţa P (τ), reprezentând
poziţia părţii P ⊂ B la momentul de timp τ , se exprimă ı̂n raport cu tensiunea
nominală St (x, τ):

fc (P , τ) =

∫
∂P(τ)

T (y, τ) n (y, τ) da =

∫
∂P(t)

St (x, τ) n (x, t) dA, (2.23)

unde n (x) este normala exterioară la suprafaţa domeniului.

Se consideră ı̂n continuare forme echivalente ale ecuaţiei de echilibru:

divxT (x, t) + ρ̂ (x, t) b (x, t) = 0 ı̂n Ωt, (2.24)

divyT (y, τ) + ρ̂ (y, τ) b (y, τ) = 0 ı̂n Ωτ , (2.25)

divxSt (x, τ) + ρ̂ (x, τ) bt (x, τ) = 0, (2.26)

cu bt (x, τ) = b (χt (x, τ) , τ) .

cu T (x, t) ,T (y, τ) ∈ Sym, iar b este forţa masică. Tensorul de tensiune Piola -
Kirchhoff St satisface, ı̂n plus, relaţia de simetrie:

St (x, τ) FT
t (x, τ) = Ft (x, τ) STt (x, τ) . (2.27)
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Ataşăm ecuaţiei (2.26) condiţiile pe frontiera Ωt, considerată configuraţie de
referinţă:

St (x, τ) n (x, τ) |Γ1t = s∗t (x, τ) , (χt (x, τ)− x) |Γ2t = u∗t (x, τ) . (2.28)

Aici, ∂Ωt ≡ Γ1t ∪ Γ2t reprezintă frontiera domeniului tridimensional Ωt, n (x, τ) -
normala unitară la suprafaţa Γ1t, ı̂n timp ce χt (x, τ) − x este vectorul deplasare
ı̂n raport cu configuraţia de la momentul t. s∗t şi u∗t sunt ı̂ncărcarea exterioară,
respectiv vectorul deplasare ca funcţii date de timpul τ , ı̂n raport cu configuraţia
fixată la momentul t.

Problema quasi-statică incrementală la momentul de timp t se obţine, dacă se
derivează ı̂n raport cu τ ecuaţia de echilibru (2.26) şi condiţiile la frontieră (2.28),
iar derivatele sunt calculate la momentul de timp τ = t:

divṠt (x, t) + ρ̂ (x, t) ḃt (x, t) = 0, (2.29)

Ṡt (x, t) n (x, t) |Γ1t = ṡ∗t (x, t) , (2.30)

v (x, t) |Γ2t = u̇∗t (x, t) . (2.31)

unde ḃt(x, t) ≡
∂

∂τ
bt(x, t) |τ=t .

Teorema 2.1 Fie o istorie dată a gradientului de deformaţie t ∈ [t0, t
′) → F(t).

Sistemul diferenţial care descrie evoluţia necunoscutelor T/ρ̂,Fe, sα,mα, ζα, ρα este
dat de:

d

dt

(
T

ρ̂

)
− L

T

ρ̂
− T

ρ̂
LT =

= E [D]−
N∑
α=1

ναE
[
{sα ⊗mα}S

]
−

−
N∑
α=1

να (sα ⊗mα)
T

ρ̂
− T

ρ̂

N∑
α=1

να (sα ⊗mα)T (2.32)

Ḟe (Fe)−1 = L−
N∑
α=1

να (sα ⊗mα) (2.33)

ṡα = Lsα −
N∑
β=1

νβ
(
sβ ⊗mβ

)
sα, α = 1, . . . , N (2.34)

ṁα = −LTmα +
N∑
β=1

νβ
(
mβ ⊗ sβ

)
mα, α = 1, . . . , N (2.35)

ζ̇α =
N∑
β=1

hαβ
∣∣γ̇β∣∣ (2.36)
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unde

ρ̇α =
1

b

(
1

Lα
− 2ycρ

α

)
|να| , (2.37)

Lα = K

(∑
q 6=α

ρq

)−1/2

, α = 1, . . . , N

sau

ρ̇α = D |να|
(
k∆ρα − ∂ψT

∂ρα

)
, α = 1, . . . , N (2.38)

cu

να = να0

∣∣∣∣JTmα · sα − ταb
ζα

∣∣∣∣n sign (JTmα · sα − ταb )H (Fα) , α = 1, . . . , N (2.39)

iar H reprezintă funcţia Heaviside.

Derivata temporală a tensiunii nominale se exprimă prin

Ṡt(x, t) = LT + ρ̂E [D]−

− ρ̂
∑N

α=1 ν
α

{
E
[
{sα ⊗mα}S

]
+ (sα ⊗mα)

T

ρ̂
+

T

ρ̂
(sα ⊗mα)T

}
(2.40)

Ecuaţia de echilibru pentru problema la limită cu condiţii de tip (2.30) şi (2.31) a
fost formulată ı̂n raport cu viteza tensiunii nominale (2.29). Forma slabă a acestei
ecuaţii este: ∫

Ωt

Ṡt · ∇wdx =

∫
∂Ωt

Ṡtn ·wda+

∫
Ωt

ρ̂ḃt ·wdx. (2.41)

Teorema 2.2 Fie starea curentă a corpului cunoscută la momentul de timp t,
adică sunt date: tensiunea Cauchy T, densitatea de masă ρ̂, poziţia sistemului de
alunecare (mα, sα), densităţile de dislocaţie ρα, variabilele de ecruisare ζα. Atunci
problema cu condiţii pe frontieră de tip (2.30) şi (2.31) conduce la următoarea
egalitate variaţională, ı̂n care necunoscuta este câmpul vitezei v ∈ S :∫

Ωt

(∇v)T · ∇wdx +

∫
Ωt

ρ̂E [D] · ∇wdx−

−
N∑
α=1

∫
Ωt

να{ρ̂E
[
{sα ⊗mα}S

]
+ (sα ⊗mα) T + T (sα ⊗mα)T } · ∇wdx =

=

∫
Γ1t

ṡt ·wda+

∫
Ωt

ρḃt ·wdx, ∀w ∈ V,

(2.42)

cu

να = να0

∣∣∣∣JTmα · sα − ταb
ζα

∣∣∣∣n sign (JTmα · sα − ταb )H (Fα) , α = 1, . . . , N (2.43)
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iar mulţimea soluţiilor test şi mulţimea funcţiilor pondere sunt de forma:

S =
{

v ∈
(
H1
)3 | ,v = v∗t ,x ∈ Γ2t

}
,V =

{
w ∈

(
H1
)3 | ,w = 0,x ∈ Γ2t

}
.

Vom considera, ı̂n continuare, sisteme de alunecare cristalografică (FCC), pentru
care direcţiile de alunecare şi normalele la planele de alunecare sunt date ı̂n Tabelul
2.1.

Tabelul 2.1: Direcţiile de alunecare s̄α şi normalele la planele de alunecare m̄α ı̂n
cazul (FCC)

s̄1 =
1√
2

[
1, 1, 0

]
m̄1 =

1√
3

(1, 1, 1) s̄7 =
1√
2

[
1, 1, 0

]
m̄7 =

1√
3

(
1, 1, 1

)
s̄2 =

1√
2

[
1, 0, 1

]
m̄2 =

1√
3

(1, 1, 1) s̄8 =
1√
2

[
1, 0, 1

]
m̄8 =

1√
3

(
1, 1, 1

)
s̄3 =

1√
2

[
0, 1, 1

]
m̄3 =

1√
3

(1, 1, 1) s̄9 =
1√
2

[
0, 1, 1

]
m̄9 =

1√
3

(
1, 1, 1

)
s̄4 =

1√
2

[1, 0, 1] m̄4 =
1√
3

(
1, 1, 1

)
s̄10 =

1√
2

[1, 0, 1] m̄10 =
1√
3

(
1, 1, 1

)
s̄5 =

1√
2

[0, 1, 1] m̄5 =
1√
3

(
1, 1, 1

)
s̄11 =

1√
2

[0, 1, 1] m̄11 =
1√
3

(
1, 1, 1

)
s̄6 =

1√
2

[1, 1, 0] m̄6 =
1√
3

(
1, 1, 1

)
s̄12 =

1√
2

[1, 1, 0] m̄12 =
1√
3

(
1, 1, 1

)

Vom introduce, cu scopul de a simplifica scrierea, următoarele mărimi: G =∑N
α=1 ν

αsα ⊗ mα şi Ḡ =
∑N

α=1 ν
αs̄α ⊗ m̄α. Este evident că G = FeḠ(Fe)−1.

Deducem ı̂n continuare condiţiile necesare pentru ca starea plană de tensiune să fie
satisfăcută

T =

 T11 T12 0
T12 T22 0
0 0 0

 , (2.44)

iar gradientul de deformaţie F = I + ∇u, să descrie o aşa numită stare plană de
deformare generalizată

F =

 F11 F12 0
F21 F22 0
0 0 F33

 . (2.45)

Contra-tensiunea ταb este considerată nulă. Distingem 6 grupuri de sisteme de
alunecare, care se pot activa simultan

τ 1 + τ 7 = 0, τ 2 = τ 4, τ 3 = τ 5, τ 6 + τ 12 = 0, τ 8 = τ 10, τ 9 = τ 11. (2.46)
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Cap. 2. Formulare variaţională

Deoarece vitezele de forfecare plastică sunt date de formula

να = να0

∣∣∣∣ταζα
∣∣∣∣n sign(τα)H(|τα| − ζα), (2.47)

putem trage concluzia că

ν1 = −ν7, ν6 = −ν12, ν2 = ν4, ν3 = ν5, ν8 = ν10, ν9 = ν11. (2.48)

Conform acestor rezultate, ecuaţia de evoluţie pentru distorsiunea plastică devine

Ḟp (Fp)−1 = ν1(s̄1 ⊗ m̄1 − s̄7 ⊗ m̄7) + ν2(s̄2 ⊗ m̄2 + s̄4 ⊗ m̄4)

+ν3(s̄3 ⊗ m̄3 + s̄5 ⊗ m̄5) + ν6(s̄6 ⊗ m̄6 − s̄12 ⊗ m̄12)

+ν8(s̄8 ⊗ m̄8 + s̄10 ⊗ m̄10) + ν9(s̄9 ⊗ m̄9 + s̄11 ⊗ m̄11).

(2.49)

În consecinţă, expresia vitezei distorsiunii plastice sub forma matriceală este:

Ḟp (Fp)−1 =

= 2√
6

 ν1 − ν2 + ν6 − ν8 ν1 − ν2 − ν6 + ν8 0
−ν1 − ν3 + ν6 + ν9 −ν1 − ν3 − ν6 − ν9 0

0 0 ν2 + ν3 + ν8 + ν9

 .
(2.50)

Propoziţia 2.2 Dacă F şi Fe caracterizează o stare de deformare generalizată

F =

 F11 F12 0
F21 F22 0
0 0 F33

 , Fe =

 F e
11 F e

12 0
F e

21 F e
22 0

0 0 F e
33

 , (2.51)

atunci au loc următoarele consecinţe:
(i) Tensorul elastic de ordinul patru ı̂n configuraţia actuală (2.6) este caracterizat

(dacă se foloseşte notaţia standard) de următoarea matrice simetrică:

(Ē)i,j=1,6 =



Ē11 Ē12 Ē13 Ē14 0 0
Ē22 Ē23 Ē24 0 0

Ē33 Ē34 0 0
Ē44 0 0

Ē55 Ē56

Ē66

 , (2.52)

Expresiile pentru Ēij sunt date ı̂n Anexa B.
(ii) Componentele Ḡ13, Ḡ31, Ḡ23 şi Ḡ32 ale vitezei distorsiunii plastice

Ḡ =
(
Ḟp(Fp)−1

)
se anulează;
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Cap. 2. Formulare variaţională

(iii) Componentele T13 = T23 = 0, ţinând cont că ele sunt zero la momentul iniţial de
timp;

(iv) Derivata ı̂n raport cu timpul a componentei T33 se exprimă prin:

d

dt

(
T33

ρ̂

)
= 2
(
L33 −G33

)T33

ρ̂
+ E33klDkl − E33klG

S
kl. (2.53)

Putem formula următorul rezultat de bază ce decurge din Propoziţia 2.2.

Teorema 2.3 Presupunem că materialul admite simetrie cubică ı̂n raport cu
configuraţia relaxată. Dacă F şi Fe caracterizează corespunzător starea plană de
deformaţie generalizată (2.45), componenta D33 se exprimă prin

D33 =
1

Ē33

(Ē31D11 − Ē32D22 − 2Ē34D12

+(Ē31 − Ē33)GS
11 + (Ē32 − Ē33)GS

22 + 2Ē34G
S
12),

(2.54)

şi componentele tensiunii Cauchy T13, T23 şi T33 la momentul de timp t0 se anulează,
T13(t0) = T23(t0) = T33(t0) = 0, atunci starea plană de tensiune este realizată.
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CAPITOLUL3
Metode numerice ı̂n vâscoplasticitate

În acest capitol prezentăm metode numerice pentru a rezolva probleme cu date
iniţiale şi la limită ı̂n probleme de elasto-vâscoplastice cu deformaţii finite cu
dislocaţii. Rezultatele din acest capitol au fost prezentate ı̂n lucrările Cleja-Ţigoiu
şi Paşcan [2013a] şi Cleja-Ţigoiu şi Paşcan [2013, trimis spre publicare].

S-a descrie MEF pentru rezolvarea egalitatăţii variaţionale (2.42) pentru cazul
tridimensional, respectiv bidimensional. Fiind o problemă qvasi-statică, odată
cunoscută starea corpului la timpul tn, se rezolvă problema variaţională (2.42) ı̂n
care singura necunoscută este câmpul vitezei v. Odată calculat câmpul de viteze
se determină la momentul următor de timp tn+1 toate marimile câmpurilor care
intervin ı̂n sistemul diferential (2.32-2.38) aplicând un algoritm de actualizare.
Printr-un procedeu clasic de discretizare cu element finit se ajunge la un sistem
liniar având ca necunoscută, vectorul vitezelor ı̂n toate nodurile reţelei. În
continuare este descrisă metoda elementului finit pentru problema bidimensională
ı̂n care se consideră starea plană de tensiune şi starea plană de deformare
generalizată.

Se dă o abordare numerică pentru rezolvarea problemei cu date iniţiale şi la
limită, ı̂n care ecuaţia cu derivate parţiale este o ecuaţie neliniară parabolică, iar
necunoscuta este o funcţie scalară de variabile x, y. În cazul unui singur sistem de
alunecare, ecuaţia de evoluţie pentru densitatea scalară de dislocaţie a fost
considerată de tip nelocal. Acest caz corespunde situaţiei când avem un singur
sistem de alunecare şi ecuaţia de evoluţie pentru densitatea scalară de dislocaţie a
fost considerată de tip nelocal. Se construieşte formularea slabă a problemei, iar ı̂n
urma discretizării cu MEF se ajunge la un sistem diferenţial a cărui necunoscută
este vectorul constituit din valorile funcţiei căutate ı̂n nodurile reţelei. Utilizând
metoda Euler implicit, se ajunge la un sistem algebric neliniar care va fi rezolvat
prin metoda Newton-Raphson. În cazul ı̂n care avem mai multe sisteme de
alunecare, prin urmare avem de integrat un sistem de ecuaţii neliniare de tip
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Cap. 3. Metode numerice

parabolic, sistemul se transformă ı̂ntr-o ecuaţie vectorială. Cu alte cuvinte,
necunoscuta este reprezentată sub foma unui vector cu N componente, fiecare
componentă reprezentând densitatea scalară de dislocaţie ρα. Pentru liniarizarea
sistemului neliniar, deoarece calculul jacobianului devine dificil, ı̂n acest caz, se
utilizează metoda Crank-Nicolson.

Algoritmul implementat aici a fost validat folosind pachetul pdetool, conţinut ı̂n
programul Matlab, cu ajutorul interfeţei grafice (GUI), pentru un caz mai simplu,
ı̂n care termenii au fost aleşi liniari. Intervalul de integrare a ecuaţiei neliniare
parabolice va fi considerat [tn, tn+1], iar domeniul de integrare Ωt = Ωtn este presupus
invariabil pe ı̂ntreg intervalul [tn, tn+1].

Vom descrie aplicarea metodei elementului finit pentru pentru rezolvarea
problemei variaţionale (2.42) formulată la momentul de timp t. Să considerăm
(tn)n=1,N o discretizare ı̂n timp a intervalului [t0, t

′], cu tn+1 = tn + dtn.
Presupunem, ı̂n continuare, că se cunoaşte starea curentă de deformare a corpului
la momentul de timp t = tn, adică se cunosc valorile curente ale câmpurilor:

Tn, ρ̂n, s
α
n,m

α
n, ρ

α
n, ζ

α
n . (3.1)

Fie Ωtn ⊂ R3 domeniul ocupat de corp la momentul de timp tn.
Egalitatea variaţională (2.42) scrisă la momentul de timp tn este

∫
Ωtn

(∇v)Tn · ∇w dx +

∫
Ωtn

ρ̂nE [Dn] · ∇w dx

−
∫

Ωtn

{
ρ̂nE

[
GS
n

]
+ GnTn + TnG

S
n

}
· ∇w dx =

=

∫
Γ1tn

ṡ∗t ·w da+

∫
Ωtn

ρ̂nḃt ·w dx, ∀w ∈ Vn.

(3.2)

Observaţia 3.1 Singura necunoscută a problemei variaţionale (3.2) este câmpul
vitezelor v.

Se definesc, ı̂n continuare, mulţimea soluţiilor test şi mulţimea funcţiilor pondere
astfel:

Sn =
{

v ∈
(
H1(Ωtn)

)3 | v = v∗t ,x ∈ Γ2tn

}
,Vn =

{
w ∈

(
H1(Ωtn)

)3 | w = 0,x ∈ Γ2tn

}
.

Fie Shn şi Vhn aproximaţii finit dimensionale ale spaţiilor Sn şi respectiv Vn. Vom
folosi aproximarea Galerkin:

vh = ṽh + vh

cu ṽh ∈ Vhn (ṽh
∣∣
Γ2tn

= 0) şi vh ∈ Shn(vh
∣∣
Γ2tn

= v∗tn). Fie wh ∈ Vhn .
Vom ı̂nlocui ı̂n formularea slabă pe v cu vh, iar pe w cu wh. Fie discretizarea

domeniului Ωtn ı̂n elemente finite: Ωtn =
⋃nelem
e=1 Ωe

tn .
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Considerăm N mulţimea indicilor nodurilor din domeniul Ωt, Nv mulţimea
indicilor nodurilor situate pe Γ2tn (suprafaţa unde s-au impus vitezele). Scopul
este de a calcula vitezele ı̂n nodurile rămase, adică ı̂n nodurile ale căror indici sunt
din N\Nv. Fie aproximarea:

wh =
∑

I∈N\Nv

NT
I (x)wI = ÑT w̃ (3.3)

unde NT
I este de forma:

NT
I =

 NI 0 0
0 NI 0
0 0 NI

 , iar wI =


w1
I

w2
I

w3
I

 . (3.4)

În relaţia (3.3), w̃ reprezintă vectorul global din care au fost eliminate componentele
corespunzătoare nodurilor de pe suprafaţa Γ2tn .

Analog, se poate scrie pentru ṽh:

ṽh =
∑

I∈N\Nv

NT
I (x)vI = ÑT ṽ. (3.5)

ṽ este vectorul necunoscut şi conţine vitezele ı̂n toate nodurile din domeniu, cu
excepţia celor de pe frontiera Γ2tn .

Scriem expresia pentru v̄h:

v̄h =
∑
I∈Nv

NT
I (x)v̄I = N̄T v̄. (3.6)

Dacă introducem toţi termenii prelucraţi ı̂n formularea variaţională, obţinem:

(K1 + K2) ṽ = −
(∫

Ωtn

ρ̂nB̃
T
3 ĒnB̄3dx +

∫
Ωtn

B̃T
2 B̄1dx

)
v̄

+

∫
Ωtn

ρ̂nB̃
T
3

(
ĒnGn + 2{GnTn}S

)
dx

+

(∫
Γ1tn

Ñṡ∗tda+

∫
Ωtn

ρ̂nÑḃtn

)
(3.7)

unde

K1 =

∫
Ωtn

B̃T
2 B̃1dx, K2 =

∫
Ωtn

ρ̂nB̃
T
3 ĒnB̃3dx (3.8)

B̃1 = ∆1Ñ
T , B̃2 = ∆2Ñ

T , B̃3 = ∆3Ñ
T (3.9)
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sau scris compact:

K̃ṽ = −K̄v̄ + f , (3.10)

unde

K̃ = K1 + K2, (3.11)

K̄ =

∫
Ωtn

ρ̂nB̃
T
3 ĒnB̄3dx +

∫
Ωtn

B̃T
2 B̄1dx (3.12)

f =

∫
Ωtn

ρ̂nB̃
T
3

(
ĒnGn + 2{GnTn}S

)
dx +

+

(∫
Γ1tn

Ñṡ∗tda+

∫
Ωtn

ρ̂nÑḃtdx

)
. (3.13)

La nivelul elementului e funcţiile de formă se scriu:

ÑT = NeT Ãe şi N̄T = NeT Āe. (3.14)

Observaţia 3.2 Matricele Ãe şi Āe reprezintă matricele de selecţie.

Cu aceste precizări, putem scrie o formă echivalentă a relaţiei (3.10)∑
e

(Ãe)
T
KeÃe = −

∑
e

(Ãe)
T
KeĀe +

∑
e

ÃeT f e, (3.15)

unde

Ke =

∫
Ωetn

Be
2
TBe

1dx +

∫
Ωetn

ρ̂nB
e
3
T ĒnBe

3dx, (3.16)

f e =

∫
Ωetn

ρ̂nB
e
3
T
(
ĒnGn + 2{GnTn}S

)
dx +

+

(∫
Γe1tn

Neṡ∗tda+

∫
Ωetn

ρ̂nN
eḃtdx

)
. (3.17)

Precizăm că pentru fiecare element au loc relaţiile:

Be
i = ∆iN

e, i = 1, 2, 3. (3.18)

Dăm mai jos succint rezultatele obţinute ı̂n urma discretizării problemei
variaţionale prin MEF pentru stare plană de tensiune.
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Pentru discretizare, au fost considerate elemente finite triunghiulare, iar funcţiile
de formă sunt liniare pe fiecare element.

K̃ṽ = −K̄v̄ + f ,
unde

K̃ =
∑
e

(Ãe)TKeÃe, K̄ =
∑
e

(Ãe)TKeĀe, f =
∑
e

(Ãe)T f e.
(3.19)

ṽ este vectorul ale cărui componente reprezintă viteza ı̂n fiecare nod, ı̂n afara acelora
ı̂n care au fost impuse vitezele. Pe de altă parte, vectorul v̄ conţine valorile vitezei
ı̂n acele noduri ı̂n care au fost impuse vitezele. Dăm mai jos expresiile mărimilor ce
apar ı̂n formula (3.19):

Ke =
(
Be

2
TBe

1 + ρ̂Be
4
T ĒnBe

3

)
Ae,

f e =
(
ρ̂nB

e
4
T ĒnGS

n − ρ̂nBe
4
T Ēnqn + Be

4
TQn

)
Ae +

∫
∂Ωetn∩∂Ωtn

Neṡ∗tda,

Be
1 = ∆1N

eT ,Be
2 = ∆2N

eT ,Be
3 = ∆3N

eT ,Be
4 = ∆4N

eT .

(3.20)

NeT =

[
N e

1 0 N e
2 0 N e

3 0
0 N e

1 0 N e
2 0 N e

3

]
, (3.21)

∆1 =



T11
∂

∂x1
+ T12

∂

∂x2
0

0 T12
∂

∂x1
+ T22

∂

∂x2

T12
∂

∂x1
+ T22

∂

∂x2
0

0 T11
∂

∂x1
+ T12

∂

∂x2


(3.22)

∆2 =



∂

∂x1
0

0
∂

∂x2
∂

∂x2
0

0
∂

∂x1


(3.23)

∆3 =



∂

∂x1
0

0
∂

∂x2
1

Ē 33

(
−Ē31

∂

∂x1
− Ē34

∂

∂x2

)
1

Ē 33

(
−Ē32

∂

∂x2
− Ē34

∂

∂x1

)
∂

∂x2

∂

∂x1


(3.24)
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∆4 =


∂

∂x1
0

0
∂

∂x2
∂

∂x2

∂

∂x1

 . (3.25)

Ēn =

 Ē11 Ē12 Ē13 Ē14

Ē21 Ē22 Ē23 Ē24

Ē41 Ē42 Ē43 Ē44

 , GS
n =


GS

11

GS
22

GS
33

GS
12

 ,

qn =


0
0

1

Ē33

{
Ē31G

S
11 + Ē32G

S
22 + Ē33G

S
33 + 2Ē34G

S
12

}
0

 ,

Qn =


2(G11T11 +G12T21)
2(G21T12 +G22T22)

G11T12 +G12T22 +G21T11 +G22T21

 .

(3.26)

Aici, Ae reprezintă aria elementului e ı̂n configuraţia deformată la momentul de
timp tn.

Prezentăm ı̂n continuare rezolvarea ecaţiei neliniare de tip parabolic ce descrie
evoluţia densităţii scalare de dislocaţie.

Problema 3.1 (Ecuaţia neliniară de tip parabolic) Să se determine ρ(x, t)
care verifică următoarea problemă la limită şi cu date iniţiale:

- Ecuaţia neliniară de tip parabolic:

f(x, t, ρ)
dρ

dt
= ∇ · (k∇ρ) + g(x, t, ρ), ∀(x, t) ∈ Ωtn × [tn, tn+1] Pb. 3.11

- Condiţia la frontieră:

k
∂ρ

∂n
= n · ∇(kρ) = i(ρ), ∀(x, t) ∈ ∂Ωtn × [tn, tn+1] Pb. 3.12

- Condiţia iniţială:
ρ(x, tn) = ρn(x), ∀x ∈ Ωtn , Ωtn ⊂ R2 Pb. 3.13

unde f(., ., .) : Ωtn × [tn, tn+1] × R → R şi g(., ., .) : Ωtn × [tn, tn+1] × R → R,
i(., ., .) : ∂Ωtn × [tn, tn+1]× R→ R sunt funcţii date.

Pentru rezolvarea numerică a acestei probleme se va scrie mai ı̂ntâi formularea
slabă:∫

Ωtn

f(ρ)
∂ρ

∂t
ηdx = −

∫
Ωtn

k∇ρ · ∇ηdx +

∫
∂Ωtn

i(ρ)ηda+

∫
Ωtn

g(ρ)ηdx (3.27)
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cu η ∈ V = H1(Ωtn). Fie Vh subspaţiul finit dimensional al lui V şi ρh, ηh ∈ Vh. În
aceste condiţii putem scrie forma semi-discretă a formulării slabe, ı̂nlocuind spaţiul
V cu subspaţiul Vh.
Problema 3.1∗ Să se determine ρh(t) ∈ Vh, t ∈ [tn, tn+1] astfel ı̂ncât să verifice
următoarele relaţii:

- Forma semi-discretă a formulării slabe:∫
Ωtn

f(ρh)
∂ρh

∂t
ηhdx = −

∫
Ωtn

k∇ρh · ∇ηhdx +

∫
∂Ωtn

i(ρh)ηhds,

∀η ∈ Vh, t ∈ [tn, tn+1]
-Condiţia iniţială:
ρh(x, tn) = ρn(x), ∀x ∈ Ωtn Pb. 3.1∗

Fie discretizarea domeniului Ωtn = ∪e=1,nelemΩe
tn şi aproximările

ρh = NT ρ̌, ηh = NT η̌,

unde
NT = [N1, N2, ..., Nnnod ] şi ρ̌T = [ρ1, ρ2, ..., ρnnod ].

Cu aceste precizări, relaţia (Pb. 3.1∗) devine:(∫
Ωtn

f(ρh)NNTdx

)
˙̌ρ = −

(∫
Ωtn

kBTBdx

)
ρ̌+

∫
∂Ωtn

i(ρh)Nda

+

∫
Ωtn

g(ρh)Ndx, (3.28)

unde B = ∆NT şi ∆ = [ ∂
∂x1
, ∂
∂x2

]T . Relaţia (3.28) reprezintă un sistem diferenţial
de tipul:

M(t, ρ̌) ˙̌ρ+ K(t, ρ̌)ρ̌ = F(t, ρ̌) unde

M(t, ρ̌) =
∫

Ωtn
f(ρh)NNTdx

K(t, ρ̌) =
∫

Ωtn
kBTBdx

F(t, ρ̌) =
∫
∂Ωtn

i(ρh)Nda+
∫

Ωtn
g(ρh)Ndx

(3.29)

Pentru rezolvarea sistemului diferenţial (3.29) se va aplica metoda Euler
implicită. Derivata temporală se aproximează prin

˙̌ρ ≈
ρ̌n+1 − ρ̌n
tn+1 − tn

. (3.30)
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Considerăm incrementul de timp la pasul n notat prin dtn. În relaţia (3.29)
scriem toate mărimile la momentul tn+1, iar pe ˙̌ρ ı̂l ı̂nlocuim cu aproximarea (3.30).

M(tn+1, ρ̌n+1)
ρ̌n+1 − ρ̌n
tn+1 − tn

+ K(tn+1)ρ̌n+1 = F(tn+1, ρ̌n+1) (3.31)

sau (
Mn+1

dtn
+ Kn+1

)
ρ̌n+1 −

1

dtn
Mn+1ρ̌n − Fn+1 = 0. (3.32)

Sistemul (3.32) reprezintă un sistem neliniar ı̂n necunoscuta ρ̌n+1. Pentru
rezolvarea acestui sistem se aplică metoda Newton-Raphson.

În cazul ı̂n care se activează mai multe sisteme de alunecare se rezolvă sistemul
de ecuaţii neliniare de tip parabolic.

Introducem vectorul ρ = [ρ1, ..., ρN ]T . Ecuaţia (2.38) poate fi privită ca un caz
particular al unei ecuaţii mai generale de forma:

f(ρ)ρ̇ = ∇ · (c∇ρ) + g(ρ), (3.33)

unde

f = (fij)i,j=1,N , c = (cij)i,j=1,N ,

∇ρ = [∇ρ1, . . . ,∇ρN ]T , ∇ρα = [
∂ρα

∂x1

,
∂ρα

∂x2

]T , g = [g1, ..., gN ]T ,
(3.34)

Înmulţind ecuaţia (3.33) cu o funcţie pondere arbitrară ψ = [ψ1, ..., ψN ]T şi
integrănd pe domeniul Ωtn , obţinem următoarea relaţie:∫

Ωtn

f(ρ)ρ̇ ·ψ dx =

∫
∂Ωtn

(n · c∇ρ) ·ψ da−
∫

Ωtn

c∇ρ ·ψ dx

+

∫
Ωtn

g(ρ) ·ψ dx (3.35)

Dacă impunem condiţiile la frontieră n · c∇ρ = h(ρ), unde h(ρ) = [h1, ..., hN ]T ,
atunci forma slabă (3.35) pe intervalul de timp [tn, tn+1] devine:

∫
Ωtn

f(ρ)ρ̇ ·ψ dx =

∫
∂Ωtn

h(ρ) ·ψ da−
∫

Ωtn

c∇ρ ·ψ dx +

∫
Ωtn

g(ρ) ·ψ dx.(3.36)

Fie ρh = NeT
ρAe ρ̌ o aproximare a soluţiei ρ pe elementul e, unde ρ̌ reprezintă

vectorul global al valorilor nodale pentru densităţile de dislocaţie, adică
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ρ̌ = [ρ1
1, ...ρ

N
1 , ..., ρ

1
nod, ..., ρ

N
nod]

T , nnod reprezintă numărul de noduri ale reţelei, iar
Ne
ρ funcţiile de formă exprimate prin:

Ne
ρ
T =


N e

1 0 ... 0 N e
2 0 ... 0 N e

3 0 ... 0
0 N e

1 ... 0 0 N e
2 ... 0 0 N e

3 ... 0
...
0 0 ... N e

1 0 0 ... N e
2 0 0 ... N e

3


În urma discretizării cu element finit, relaţia (3.35) devine:

∑
e

AeT

(∫
Ωetn

Ne
ρf(ρh)Ne

ρ
Tdx

)
Ae ˙̌ρ =

∑
e

AeT

∫
∂Ωetn

Ne
ρh(ρh)da−

−
∑
e

AeT

(∫
Ωet n

(∆Ne
ρ
T )

T
c(∆Ne

ρ
T )dx

)
Aeρ̌+

∑
e

AeT

∫
Ωetn

Ne
ρg(ρh)dx,

(3.37)

sau (∑
e

AeTMeAe

)
˙̌ρ= −

(∑
e

AeTKeAe

)
ρ̌+

∑
e

AeT f e. (3.38)

Relaţie (3.38) reprezintă un sistem diferenţial de tipul

M(ρ̌) ˙̌ρ+ K(ρ̌)ρ̌ = F(ρ̌), (3.39)

care se rezolvă prin metoda Crank-Nicolson.
Se va discretiza ı̂n continuare sistemul diferenţial care descrie modelul local.
Fie condiţiile iniţiale de la momentul de timp t0, ataşate sistemului diferenţial

(2.34)-(2.37): T(t0) = 0, Fe(t0) = I,mα(t0) = m̄α, sα(t0) = s̄α, ρ̂(t0) = ρ̂0, ρ
α(t0) =

ρ0, ζ
α(t0) = ζ0.

Odată calculat numeric câmpul vitezelor v la momentul de timp tn, se poate
reconstitui gradientul vitezei L şi viteza de deformare D. În continuare, aplicând o
procedură de actualizare de tip Euler explicit a relaţiilor corespunzătoare sistemului
diferenţial care descrie modelul, se obţin valorile câmpurilor

xn+1,
Tn+1

ρ̂n+1

,Fe
n+1, s

α
n+1,m

α
n+1, ζ

α
n+1, ρ

α
n+1, γ

α
n+1. (3.40)

la momentul de timp tn+1.

xn+1 = xn + vndtn, (Ft)n+1 = I + Lndtn. (3.41)

(St)n+1 = (I + Lndtn)Tn +
(
ρ̂nEn[Dn]− ρ̂nEn[GS

n]− 2{GnTn}S
)
dtn. (3.42)
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Tn+1 =
1

det(Ft)n+1

(St)n+1(FT
t )n+1, ρ̂n+1 =

ρ̂n
det(Ft)n+1

,

Fn+1 = (Ft)n+1Fn,

Fe
n+1 = Fe

n + (Ln −Gn)Fe
ndtn

(3.43)

sαn+1 = sαn + Lns
α
ndtn −Gns

α
ndtn, α = 1, . . . , N,

mα
n+1 = mα

n − LT
nmα

ndtn + GT
nmα

ndtn, α = 1, . . . , N,

ζαn+1 =
N∑
β=1

hαβn
∣∣νβn ∣∣ dtn + ζαn , α = 1, . . . , N, cu

hαβn = hαβ(tn),
γαn+1 = ναndtn + γαn ,

ραn+1 = ραn +
1

b

(
1

Lαn
− 2ycρ

α
n

)
|ναn | dtn,

Lαn = K

(∑
q 6=α

ρqn

)−1/2

, α = 1, . . . , N.

(3.44)

ναn+1 = γ̇α0

∣∣∣∣Jn+1Tn+1m
α
n+1 · sαn+1

ζαn+1

∣∣∣∣n sign (Tn+1m
α
n+1 · sαn+1

)
H
(
Fαn+1

)
,

α = 1, . . . , N,

Gn+1 =
N∑
β=1

νβn+1

(
mβ

n+1 ⊗ sβn+1

)
,

Fαn+1 = |ταn+1| − ζαn+1 = |det(Fn+1)Tn+1m
α
n+1 · sαn+1| − ζαn+1.

(3.45)

H(Fαn+1) =

{
0, dacă Fαn+1 < 0
1, dacă Fαn+1 ≥ 0

(3.46)
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CAPITOLUL4
Algoritmi numerici pentru rezolvarea
problemelor cu date iniţiale şi la limită

Rezultatele prezentate ı̂n acest capitol au fost publicate ı̂n lucrările Cleja-Ţigoiu
et al. [2011], Cleja-Ţigoiu şi Paşcan [2013b] şi Cleja-Ţigoiu şi Paşcan [2013c]. În acest
capitol a fost rezolvată numeric o problemă de forfecare simplă (̂ın deformaţii) pentru
procese de deformare şi tensiune omogenă. Sistemul complet de ecuaţii diferenţiale
care descrie modelul a fost rezolvat prin metoda Runge-Kutta de ordinul 4. A fost
modelată o bandă infinită supusă la forfecare simplă (̂ın tensiuni). S-a considerat
cazul unui singur sistem de alunecare, iar ecuaţia pentru densitatea de dislocaţie a
fost considerată de tip nelocal. Deasemenea s-a studiat rolul condiţiei de activare
asupra deformabilităţii corpului.

Deasemenea a fost simulată o experienţă de compresiune a unei plăci unde au fost
considerate toate sistemele care se activeaza (pentru cazul de faţă sunt 8 sisteme).
Au fost puse ı̂n evidenţă efecte clare de forfecare. Pentru probleme de tracţiune a
unei plăci cu neregularitate geometrică s-au considerat seturi de câte două sisteme
de alunecare. S-au scos ı̂n evidenţă zonele care se deformează plastic, precum şi
efectul sistemelor de alunecare asupra comportamentului corpului. S-a considerat o
placă dreptunghiulară cu o neomogenitate centrală a densităţii de dislocaţie şi s-a
studiat efectul local şi nelocal.

Problema 4.1 Fie un proces de deformare omogenă cu gradientul de deformaţie
t ∈ [t0, t

′)→ F(t) = I + F21e2 ⊗ e1, descriind o forfecare simplă. Să se determine:

S - tensorul Piola-Kirchhoff,

Fp - distorsiunea plastică,

ζα - parametrii de ecruisare,
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ρα - densităţile de dislocaţie,

care satisfac următorul sistem de ecuaţii:

Ecuaţia
constitutivă de
tip elastic:

S = ρ̂0F(Fp)−1 [λ(tr(Ee)I + 2µEe)] (Fp)−T

Ee =
1

2

[
(Fp)−TC(Fp)−1 − I

]
cu C = FTF

Ecuaţia de
evoluţie a
distorsiunii
plastice:

Ḟp =
12∑
α=1

να(s̄α ⊗ m̄α)Fp

να = να0

∣∣∣∣ταζα
∣∣∣∣nsgn(τα)H(Fα), α = 1, ..., N

Fα := |τα| − ζα ≥ 0

cu τα =
1

ρ̂0

(S(Fpm̄α)) · (Fes̄α)

Ecuaţia de
evoluţie pentru
parametrii de
ecruisare

ζ̇α =
12∑
β=1

hαβ|να|

hαβ = µ
2
aαβ

(∑
q a

αqρq
)−1/2

×
{

1
K

(∑
q 6=α ρ

q
)1/2

− 2ycρ
β

}
Ecuaţia de
evoluţie pentru
densităţile de
dislocaţie

ρ̇α = 1
b

(
1
Lα
− 2ycρ

α
)
|να|

Lα = K

(∑
q 6=α

ρq

)−1/2

Numărul maxim de necunoscute este 33: 9 componente ale distorsiunii plastice,
12 parametrii de ecruisare şi 12 densităţi de dislocaţie.

Tensorul de tensiune Piola-Kirchhoff S cu 9 componente este dat explicit ca
funcţie de F(t) şi Fp.

Sistemul diferenţial ı̂n care gradientul de deformaţie t → F(t) este de clasă
C1([t0, t

′], Lin+) pe porţiuni, poate fi scris formal astfel:

d

dt
(Fp, ζα, ρα) = f (F(t),Fp, ζα, ρα; S) H (Fα) , (4.1)

unde Fα = Fα (F(t),Fp, ζα; S).

Problema 4.2 Dată fiind funcţia t ∈ [t0, t
′] → S13(t), continuă şi diferenţiabilă pe

porţiuni, să se determine:
F = F(z, t) - gradientul de deformaţie;
Fp = Fp(z, t) - distorsiunea plastică (sau γ = γ(z, t) -forfecare plastică);
ρ = ρ(z, t) - densitatea de dislocaţie,

definite pe [0, L]× [t0, t
′], care verifică următoarele relaţii:

35



Cap. 4. Algoritmi numerici

Ecuaţia de echilibru divS = 0 Pb. 4.21

Condiţia de simetrie FST = SFT Pb. 4.22

Ecuaţia constitutivă
de tip elastic

S = F(Fp)−1 [λ(tr(Ee)I + 2µEe)] (Fp)−T

Ee =
1

2

[
(Fp)−TC(Fp)−1 − I

]
, C = FTF

Ecuaţia de evoluţie a
distorsiunii plastice

Ḟp = ν(s̄⊗ m̄)Fp

ν ≡ γ̇ = ν0| τζ |
nsgn(τ)H(F)

F := |τ | − ζ ≥ 0 cu
τ = SFpm̄ · Fes̄

Ecuaţia de evoluţie a
densităţii de dislocaţie

ρ̇ = D
∣∣∣S13(t)F11

ζ(ρ)

∣∣∣n (k∆ρ− ∂ψT
∂ρ

)
H(|τ | − ζ(ρ)) Pb. 4.25

ζ = ζ (ρ), ψT = ψT (ρ), k şi D date

Se consideră un monocristal de formă rectangulară supus unei compresiuni simple
ı̂n condiţii de stare plană de tensiune, vezi ı̂n Figura 4.1. Pentru a elimina o rotaţie
rigidă a plăcii, se fizează un punct al plăcii, ı̂n cazul de faţă (0, 0, 0).

Figura 4.1: Monocristal supus la compresiune ı̂n condiţiile stării plane de tensiune.

Condiţiile macroscopice pe frontieră sunt considerate de tipul:
v1 = 0, ṡt · i2 = 0 pentru X1 = 0, ∀X2 ∈ [0, l0]
v1 = v∗1, ṡt · i2 = 0 pentru X1 = L0, ∀X2 ∈ [0, l0]
ṡt = 0 pentru X2 = 0, ∀X1 ∈ [0, L0]
ṡt = 0 pentru X2 = l0, ∀X1 ∈ [0, L0]

(4.2)

Pentru discretizarea cu element finit s-au considerat 1066 elemente şi 585 noduri,
iar funcţiile de formă au fost alese lineare pe element. Se analizează rezultatele
numerice ı̂n cazul celor 4 grupuri de sisteme de alunecare care devin active pentru
cazul compresiunii uniaxiale. Grupuri de sisteme de alunecare care devin active
sunt: (s̄1, m̄1), (s̄7, m̄7), (s̄2, m̄2), (s̄4, m̄4), (s̄6, m̄6), (s̄12, m̄12) şi (s̄8, m̄8), (s̄10, m̄10).

În Figura 4.5 a fost reprezentată componenta de forfecare a gradientului de
deformaţiei. Conform acestei figuri se observă un comportament dominant de
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forfecare. În Figura 4.4 a fost reprezentată componenta diagonală F11 a
gradientului de deformaţiei pe placa deformată. În Figura 4.2 a fost reprezentată
densitatea totală de dislocaţii. Conform acestei figuri se observă o dezvoltare a
disocaţiilor spre capetele diagonalei plăcii. În Figura 4.3 a fost reprezentată
forfecarea plastică totală pe placa deformată.
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Figura 4.2: Distribuţia densităţii totale de dislocaţie 2(ρ1 + ρ2 + ρ6 + ρ8) + 4ρ0 pe placa
supusă unei deformaţii cu 1%.
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Figura 4.3: Distribuţia forfecării plastice totale 2(|γ1|+ |γ2|+ |γ6|+ |γ8|) pe placa supusă
unei deformaţii cu 1%.

În continuare se simulează numeric tracţiunea unui monocristal cu structura
FCC. Se impun următoarele condiţii pe frontieră:

v1 = 0, v2 = 0 pentru X1 = 0, X2 ∈ [0, l0],
v1 = v∗1, v2 = 0 pentru X1 = L0, X2 ∈ [0, l0],
ṡt = 0 pentru X2 = 0, X1 ∈ [0, L0],
ṡt = 0 pentru X2 = l0, X1 ∈ [0, L0].

(4.3)

În modelarea numerică au fost considerate 1164 elemente şi 639 noduri. a. Cazul
sistemelor de alunecare: (s̄1, m̄1) şi (s̄7, m̄7).

37



Cap. 4. Algoritmi numerici

0 10 20 30 40 50
0

5

10

15

20
 

 
0.988

0.99

0.992

0.994

0.996

Figura 4.4: Distribuţia componentei F11 pe placa supusă unei deformaţii de 1%.
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Figura 4.5: Distribuţia componentei F12 pe placa supusă unei deformaţii de 1%.

b. Cazul sistemelor de alunecare: (s̄8, m̄8) şi (s̄10, m̄10)
Distribuţia densităţii de dislocaţii la diferite stadii ale procesului de deformare

(Figura 4.7(b)), precum şi a forfecării plastice acumulate şi a tensiunii reduse de
forfecare ( Figura 4.8(b) ) prezintă o schemă de curgere localizată ı̂n mod pronunţat,
de forma unei benzi de forfecare late, care ocupă zona centrală. Componentele
tensiunii sunt prezentate ı̂n Figura 4.6(b).

Figura 4.6(a) reprezintă distribuţia ı̂n placă a componentelor tensiunii Cauchy
T11 şi T12, pentru deformaţii totale de 0.00046, respectiv 0.01, care corespund unei
deformări pur elastice, respectiv unei deformări plastice a plăcii. Figurile 4.7(a) şi
4.8(a) caracterizează variaţia densităţii de dislocaţie ρ1 ı̂n zonele deformate plastic
la diferite stadii de deformare şi, respectiv, forfecarea plastică acumulată, densitatea
de dislocţie şi tensiunea redusă pentru deformaţia totală de 0.01.
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Figura 4.6: Distribuţia componentei tensiunii Cauchy T11 şi T12 ı̂n placă, pentru
deformaţia totală de 0.01, pentru sistemele de alunecare (a) {(s̄1, m̄1), (s̄7, m̄7)}, şi
respectiv {(s̄8, m̄8), (s̄10, m̄10)}.
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Figura 4.7: Distribuţia densităţii de dislocaţii (a) ρ1 şi (b) ρ8 ı̂n placă pentru diferite
etape ale activării zonelor plastice, pentru sistemele de alunecare {(s̄1, m̄1), (s̄7, m̄7)}, şi
respectiv {(s̄8, m̄8), (s̄10, m̄10)}.
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Figura 4.8: Distribuţii ale forfecării plastice acumulate, distribuţia densităţii de dislocaţii
şi a tensiunii reduse de forfecare, la o deformaţie totală de 0.01 ı̂n problema tracţiunii,
pentru sistemele de alunecare (a) {(s̄1, m̄1), (s̄7, m̄7)}, şi respectiv (b) {(s̄8, m̄8),
(s̄10, m̄10)}.
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Concluzii şi cercetări de perspectivă

În concluzie teza poate fi sintetizată după cum urmează:

- S-a creat cadrul constitutiv pentru modelarea materialelor elasto-vâscoplastice cu
defecte microstructurale de tip dislocaţii. Acest model se bazează pe teorii ale
plasticităţii de ordinul doi;

- A fost elaborată o metodologie de abordare a problemelor cu date iniţiale şi pe
frontieră prin formulare variaţională cuplată cu ecuaţii constitutive ı̂n viteze
(incrementale);

- În acest cadru constitutiv s-au dedus ecuaţiile de evoluţie de tip nelocal pentru
densităţile de dislocaţie, precum şi forma contra-tensiunii;

- Se precizează ca un caz particular, un cadru constitutiv clasic, cu densităţi de
dislocaţie locale şi nelocale.

- S-a prezentat formularea variaţională a ecuaţiei de echilibru incrementală cuplată
cu sistemul complet de ecuaţii de evoluţie a câmpurilor necunoscute;

- S-a propus un algoritm complet utilizând metoda elementului finit pentru
modelarea ecuaţiei variaţionale, cuplat cu schema de actualizare a datelor
prin metoda Euler explicit, bazat pe descrierea relativă pentru cazul
tridimensional şi respectv bidimensional (stare plană de tensiune).
Suplimentar, s-a creat o subrutină care rezolvă numeric prin MEF ecuaţia de
tip nelocal a densităţii de dislocaţie şi s-a ı̂ncorporat ı̂n algoritmul de
actualizare.

- Algoritmii au fost implementaţi numeric pentru probleme de tracţiune şi
compresiune, ı̂n care au fost considerate diferite sisteme de alunecare, cu
luarea ı̂n consideraţie a condiţiei de alunecare.
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Concluzii şi cercetări de perspectivă

- S-a studiat influenţa neomogenităţilor iniţiale ale densităţilor de dislocaţii asupra
comportamentului elasto-plastic al materialului.

Algoritmul propus ı̂n această lucrare nu conţine incremenţi ∆S ı̂n timp a
tensorului de tensiune Piola - Kirchhoff de ordinul ı̂ntâi S ca ı̂n Teodosiu et al.
[1993], astfel, nu este nevoie de calculul incremenţilor ∆γα pentru alunecare
plastică γα . Se evită astfel, calculul laborios de rezolvare la fiecare moment de
timp, ı̂n fiecare nod, a sistemului liniar de ecuaţii, ale cărui necunoscute intervin ı̂n
calculul incremenţilor ∆γα (vezi lucrările Dao şi Asaro [1996a]).

În modelul considerat ı̂n lucrarea de faţă s-a luat ı̂n calcul răspunsul elastic al
materialului, spre deosebire de exemplu de lucrările Teodosiu et al. [1993], Cazacu şi
Ionescu [2010] ı̂n care distorsiunea elastică este redusă la o rotaţie, presupunându-se
că deformaţia elastică este neglijabilă ı̂n raport cu deformaţia plastică.

Având ca fundament cadrul constitutiv prezentat ı̂n lucrarea de faţă se deschid o
multitudine de probleme. Ca perspectivă este necesară ı̂mbunătăţirea algoritmului
numeric şi compararea lui cu alti algoritmi, daţi de exemplu ı̂n Teodosiu et al.
[1993] sau Dao şi Asaro [1996a]. Se deschid noi direcţii de cercetare pe această
temă printre care sunt următoarele:

- Modelarea numerică a modelelor cu dislocaţii tensoriale, prezente prin densitatea
de dislocaţie a lui Noll, sau (GND);

- Studiul influenţei orientării iniţiale a sistemelor cristalografice faţa de planul plăcii;

- Studiul matematic: unicitate, existenţa, dependenţa continuă de date.
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