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Introducere

Logicile neclasice au apărut datorită incapacităţii logicii clasice de a for-

maliza unele teorii ştiinţifice. Printre cele mai importante logici neclasice

amintim logicile intuiţioniste, logicile modale, logicile temporale şi logicile cu

mai multe valori. Evoluţia logicii, precum şi impactul altor discipline asupra

logicii, au condus la apariţia unor sisteme logice mixte. Noile sisteme logice

au fost construite combinând şi rafinând sisteme logice existente.

Scopul tezei de faţă este de a studia unele sisteme logice obţinute din

logicile temporale ([5], [19],[31]) şi din logica Moisil θ-valentă ([54], [2], [3],

[16]). Înainte de a prezenta contribuţiile acestei teze, vom trece ı̂n revistă

câteva date istorice, idei şi rezultate asupra logicilor temporale şi asupra

logicii Moisil θ-valente.

Primele sisteme de logică temporală au fost introduse de A. N. Prior ı̂n

1957 ([61]), cu motivaţii de natură filozofică şi lingvistică. În termeni gener-

ali, logica temporală studiază propoziţii a căror valoare de adevăr depinde de

timp. Ea se obţine din logica clasică adăugând operatorii ”the strong future

G” şi ”the strong past H”. ”The future” F şi ”the past” P pot fi introduşi

ca operatori derivati. Logicile temporale s-au dezvoltat ı̂n paralel cu logicile

modale. Rezultate şi tehnici existente ı̂n logicile modale au fost transferate

logicilor temporale. Semanticilor de tip Kripke [38], [39] adaptate logicilor

temporale, au permis demonstrarea unor teoreme de completitudine. Teo-

remele de reprezentare ale algebrelor modale ale lui Lemmon ([41]) au fost

extinse la algebrele temporale, conducând la noi demonstraţii ale teoremelor

de completitudine.

Articolul fundamental al lui Gabbay ([19]) este un studiu aprofundat

al calculelor cu predicate asociate unor sisteme temporale. În [19] sunt

demonstrate mai multe teoreme de completitudine, cu tehnici rafinate ce

ı̂mpletesc ideile demonstraţiilor lui Kripke cu metoda lui Henkin din cazul

calculului cu predicate clasic ([34]).

În zilele noastre, cercetările asupra logicilor temporale s-au ı̂mbogăţit

considerabil şi au apărut sisteme temporale noi. Asemenea sisteme de logică

temporală sunt intens utilizate ı̂n informatică (vezi, de ex. [40]).

Primul sistem de logică cu mai multe valori a fost creat de J.  Lukasiewicz
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ı̂n anul 1920 ([45]). Acest sistem avea trei valori de adevăr şi era motivat de

analiza judecăţilor modale ale lui Aristotel. În anul 1920, E. Post a studiat

un sistem de logică cu n valori de adevăr. Mai târziu, ı̂n 1930,  Lukasiewicz şi

Tarski au considerat o logică ale cărei valori de adevăr erau luate ı̂n intervalul

[0, 1] (vezi [46]).

G. C. Moisil a introdus ı̂n anul 1940 algebrele  Lukasievicz 3-valente

şi 4-valente ı̂n scopul algebrizării logicilor lui  Lukasiewicz 3-valente şi 4-

valente. În 1941, Moisil a definit şi algebrele  Lukasiewicz n-valente. Aceste

contribuţii ale lui Moisil se găsesc ı̂n seria de lucrari [47], [48], [49], [50], [51],

[52], [53].

Un exemplu al lui A. Rose din 1965 a arătat că pentru valenţele n ≥ 5,

ı̂n algebra  Lukasiewicz nu mai poate fi ı̂ntâlnită implicaţia lukasiewicziană.

Aceasta a ı̂nsemnat că structurile introduse de Moisil algebrizează corect

logicile lui  Lukasiewicz doar pentru n = 3 şi n = 4. De fapt, logicianul

român introduse un nou tip de logică multivalentă, esenţial diferită de cea

a lui  Lukasiewicz. Logica lui Moisil este bazată pe ideea de nuanţă şi are

ı̂n centru principiul de determinare al lui Moisil. În plan algebric, nuanţele

sunt produse de o familie de n − 1 operaţii unare, numite endomorfisme

chrysippiene.

În anul 1969, Moisil a definit algebrele  Lukasiewicz θ-valente, unde θ

este tipul de ordine al unui lanţ mărginit I. Aceste algebre au o familie

de endomorfisme chrysippiene indexate de lanţul I şi fiecărui endomorfism

chrysippian ı̂i corespunde o negaţie. Teoria algebrei  Lukasiewicz θ-valente a

fost dezvoltată de matematicieni români şi străini. Printre matematicienii

români amintim pe V. Boicescu, A. Filipoiu, A. Iorgulescu şi S. Rudeanu. Ca

material de referinţă pentru algebrele  Lukasievicz-Moisil n-valente, indicăm

monografia [4]. Ideile logicii asociate algebrelor  Lukasiewicz-Moisil θ-valente

sunt expuse ı̂n cartea lui Moisil ”Lecţii asupra raţionamentelor nuanţate”,

apărută postum. Ele trebuie corelate şi cu teoria mulţimilor fuzzy a lui

Zadeh. Formalizarea logicii Moisil θ-valente a fost realizată de V. Boicescu

şi de A. Filipoiu. Sistemul formal al calcului cu predicate al logicii Moisil

θ-valente a fost studiat de A. Filipoiu ı̂n [16] (vezi şi [4]).

Ideea de a studia sisteme modale sau temporale bazate pe o logică cu

mai multe valori nu este nouă. Lucrările [17], [18], [32], [58] studiază sisteme

modale construite plecând de la logici  Lukasiewicz (finit sau infinit valente).

În ceea ce priveşte logicile temporale bazate pe logici cu mai multe valori

menţionăm contribuţiile din [15], [6], [7], [8].

În această teză vom studia sisteme temporale ce au ca suport logicile

Moisil θ-valente (calculul propoziţional şi calculul cu predicate). În ceea

ce priveşte prezentarea rezultatelor din teză vom adopta punctul de vedere

că un sistem logic poate fi descris prin sintaxa, semantica şi algebra sa.

Aceasta corespunde tradiţiei algebrice ı̂n tratarea sistemelor logice, stabilite
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de profesorul Gr. C. Moisil şi urmată apoi de cei mai mulţi logicieni români.

Vom trece acum ı̂n revistă contribuţiile din această teză.

Capitolul 2 (Secţiunea 2.2) este consacrat principalelor structuri

algebrice ale acestei lucrări: algebrele  Lukasiewicz-Moisil θ-valente slab-

temporale şi algebrele  Lukasiewicz-Moisil θ-valente temporale. Ele provin

din două surse algebrice: algebrele Boole slab-temporale (respectiv algebrele

Boole temporale) şi algebrele  Lukasiewicz-Moisil θ-valente. Vom privi noile

structuri ca fiind obţinute din algebrele  Lukasiewicz-Moisil θ-valente prin

adăugarea unor operatori temporali G şi H supuşi unor condiţii similare

celor de la algebrele Boole slab-temporale (temporale). Problema noastră

este ı̂n ce măsură proprietăţile existente ı̂n cazul surselor menţionate se

pot extinde ı̂n noul cadru algebric. Capitolul ı̂ncepe cu definirea noilor

structuri şi cu demonstrarea unora din proprietăţile lor aritmetice. Fiecărei

algebre  Lukasiewicz-Moisil θ-valente slab-temporale (temporale) ı̂i este aso-

ciată o algebră Boole slab-temporală (temporală). Reciproc, fiecărei algebre

Boole slab-temporală (temporală) ı̂i este asociată o algebră  Lukasiewicz-

Moisil θ-valentă slab-temporală (temporală). Cele două construcţii au un

caracter funcţional producând o pereche de functori adjuncţi C şi In ı̂ntre

categoria WTLMθ (WTLMθ) şi WTB (TB). Functorul In este adjunct la

dreapta a lui C, C este fidel şi In este deplin fidel. Functorii C şi In sta-

bilesc o legătură puternică ı̂ntre cele două categorii, permiţând transferul

unor proprietăţi de la una către cealaltă. Rezultatele principale ale capi-

tolului sunt teoremele de reprezentare ale algebrelor  Lukasiewicz-Moisil θ-

valente slab-temporale şi algebrelor  Lukasiewicz-Moisil θ-valente temporale.

Demonstraţia lor se bazează pe functorii adjuncţi C şi In. O secţiune a

capitolului studiază congruenţele şi filtrele ı̂ntr-o algebră  Lucasiewicz-Moisil

θ-valentă slab-temporală.

În Capitolul 3 (Secţiunea 3.2) sunt introduse algebrele  Lukasiewicz-

Moisil θ-valente poliadice slab-temporale şi temporale. Ca structuri alge-

brice, ele sunt obţinute ı̂nzestrând algebrele  Lukasiewicz-Moisil θ-valente

poliadice cu operatorii temporali G şi H satisfăcând axiomele specifice. Ex-

emplele principale de algebre  Lukasiewicz-Moisil θ-valente poliadice slab-

temporale (respectiv de algebre  Lukasiewicz-Moisil θ-valente poliadice tem-

porale) sunt construite plecând de la un sistem slab-temporal (respectiv

de la un sistem temporal). Centrul boolean al unei algebre  Lukasiewicz-

Moisil θ-valente poliadice slab-temporale (respectiv algebră  Lukasiewicz-

Moisil θ-valentă poliadică temporală) devine o algebră Boole poliadică slab-

temporală (algebră Boole poliadică temporală). Se obţine astfel un func-

tor covariant C de la categoria algebrelor  Lukasiewicz-Moisil θ-valentel po-

liadice slab-temporale (temporale) la categoria algebrelor Boole poliadice

slab-temporale (temporale). Se construieşte apoi un adjunct la dreapta

In al functorului C, In de la categoria algebrelor Boole poliadice slab-
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temporale (temporale) la categoria algebrelor  Lukasiewicz-Moisil θ-valente

poliadice slab-temporale (temporale). Rezultatul principal al acestui capi-

tol este o teoremă de reprezentare a algebrelor  Lukasiewicz-Moisil θ-valente

poliadice slab-temporale (Teorema 3.2.11). Acest rezultat extinde atât teo-

rema de reprezentare a algebrelor  Lukasiewicz-Moisil θ-valente poliadice,

cât şi teorema de reprezentare a algebrelor Boole poliadice slab-temporale.

Demonstraţia sa constă din alăturarea mai multor leme şi propoziţii asupra

modului cum functorii C şi In păstrează proprietăţile şi construcţiile po-

liadice.

Demonstrarea unei teoreme de reprezentare pentru algebrele  Lukasiewicz-

Moisil θ-valente poliadice temporale rămâne o problemă deschisă.

Capitolul 4 (Secţiunea 4.2) al tezei studiază calculul propoziţional

Moisil θ-valent slab-temporal WTMθ(k) şi calculul propoziţional Moisil θ-

valent temporal TMθ(k) . Aceste două sisteme temporale sunt construite

plecând de la logica Moisil θ-valentă Mθ(k) şi adăugând operatorii tem-

porali G şi H a căror comportare sintactică este reglată de unele axiome

şi reguli de deducţie. Structurile studiate ı̂n capitolul 2 constituie algebra

logicii celor două calcule propoziţionale: algebra Lindenbaum-Tarski a lui

WTMθ(k) este o algebră  Lukasiewicz-Moisil θ-valentă slab-temporală iar

algebra Lindenbaum-Tarski a lui TMθ(k) este o algebră  Lukasiewicz-Moisil

θ-valentă temporală. În capitol sunt studiate pe rând cele trei componente

ale sistemelor WTMθ(k) şi TMθ(k): sintaxa, algebra şi semantica. Se-

manticile celor două sisteme sunt definite ı̂n maniera semanticilor Kripke.

Rezultatele principale ale capitolului sunt două teoreme de completitudine

ale lui WTMθ(k) şi TMθ(k) ı̂n raport cu aceste semantici de tip Kripke.

Ele pot fi privite ca extensiile teoremelor de completitudine pentru cal-

culele propoziţionale clasice. Demonstraţia celor două teoreme de completi-

tudine ale capitolului este de natură algebrică, utilizându-se teoremele de

reprezentare din capitolul precedent (Teorema 2.2.9 şi Teorema 2.2.10). Ar

fi interesant de obţinut demonstraţii ale acestor teoreme de completitudine

folosind mulţimile maximal consistente ale lui WTMθ(k) şi TMθ(k).

În Capitolul 5 (Secţiunea 5.2) sunt studiate alte două sisteme de

logică temporală: calculul cu predicate WT PMθ(k) asociat calculului

propoziţional WTMθ(k) şi calculul cu predicate T PMθ(k) asociat calcului

propoziţional TMθ(k). Sintaxa celor două logici temporale este prezentată

ı̂n a subsecţiunea 5.2.1 a capitolului. În subsecţiunea 5.2.2 se demonstrează

că algebra Lindenbaum-Tarski a luiWT PMθ(k) (respectiv T PMθ(k)) este

o algebră  Lukasiewicz-Moisil θ-valentă poliadică slab-temporală (algebră

 Lukasiewicz-Moisil θ-valentă poliadică temporală). Semantica celor două

sisteme logice este studiată ı̂n subsecţiunea 5.2.3. Rezultatul principal al

capitolului este teorema de completitudine pentru logicaWT PMθ(k). Mod-

elul din demonstraţia acestei teoreme de completitudine este construit prin
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aplicarea teoremei de reprezentare a algebrelor  Lukasiewicz-Moisil θ-valente

poliadice slab-temporale. În consecinţă, teorema de reprezentare a alge-

brelor  Lukasiewicz-Moisil θ-valente poliadice slab-temporale reprezintă con-

trapartea algebrică a teoremei de completitudine a logicii WT PMθ(k).

Demonstrarea unei teoreme de completitudine pentru logica T PMθ(k) rămâne

o problemă deschisă.

Capitolul 6 se ocupă de algebrele  Lukasiewicz-Moisil cu negaţie slab-

temporale (temporale). Rezultatul principal este o teoremă de reprezentare

tip Moisil. În cazul algebrelor  Lukasiewicz-Moisil cu negaţie temporale regu-

late rezultă o formă rafinată a acestei teoreme. Aceasta extinde o teoremă de

reprezentare din cazul n-valent obţinută anterior de Diaconescu-Georgescu.

În Capitolul 7 sunt studiate algebrele  Lukasiewicz-Moisil cu negaţie po-

liadice slab-temporale (temporale). Este stabilită o teoremă de reprezentare.

Sistemele logice ce corespund structurilor algebrice din ultimele două capi-

tole nu sunt dezvoltate ı̂n teză.

Unele dintre rezultatele expuse ı̂n teză au fost publicate ı̂n următoarele

lucrări:

• Capitolul 2 ı̂n [10],

• Capitolul 3.1 ı̂n [9],

• Capitolul 4 ı̂n [11],

• Capitolul 5 ı̂n [12].



Capitolul 1

Preliminarii

În acest capitol prezentăm rezultate cunoscute ale algebrelor Boole şi

algebrelor Boole temporale şi a logicii clasice şi logicii temporale utile ı̂n

descrierea noţiunilor din capitolele următoare.

1.1 Algebre Boole

1.1.1 Algebre Boole: definiţii de bază, exemple şi teorema

de reprezentare

Presupunem cunoscute definiţiile şi exemplele fundamentale referitoare

la algebre Boole. Vom enunţa doar rezultatul central din teoria algebrelor

Boole, teorema de reprezentare a lui Stone:

Teoremă 1.1.1. Pentru orice algebră Boole B, există o mulţime nevidă X

şi un morfism boolean injectiv d : B → P(X) ' LX2 .

1.1.2 Algebre Boole slab-temporale (̧temporale)

În această subsecţiune vom reaminti câteva definiţii şi rezultate ale al-

gebrelor Boole slab-temporale şi temporale (see [5, 41]).

Definiţie 1.1.2. O algebră Boole slab-temporală este un triplet (B, G,H)

astfel ı̂ncât B = (B,→,¬, 1B) este o algebră Boole şi G, H : B → B sunt

două operaţii unare pe B care satisfac următoarele proprietăţi, pentru orice

x, y ∈ B:

(1.1) G(1B) = 1B, H(1B) = 1B,

(1.2) G(x→ y) = G(x)→ G(y), H(x→ y) = H(x)→ H(y).

Definiţie 1.1.3. O algebră Boole temporală este o algebră Boole slab-

temporală (B, G,H) care satisface ı̂n plus următoarea proprietate, pentru

orice x, y ∈ B:

9
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(1.3) G(x) ∨ y = 1B ddacă x ∨H(y) = 1B.

• Cazul slab-temporal

• Exemplu de algebră Boole slab-temporală

Definiţie 1.1.4. Un cadru slab-temporal (”weak-frame”) este un triplet

(X,R1, R2), unde X este o mulţime nevidă şi R1, R2 sunt două relaţii binare

pe X.

Fie (X,R1, R2) un cadru slab-temporal. Pe algebra Boole LX2 se definesc

operaţiile G∗, H∗ : LX2 → LX2 , pentru orice p ∈ LX2 şi x ∈ X:

(1.4) (G∗(p))(x)
def
=

∧
{p(y)|y ∈ X,xR1y},

(1.5) (H∗(p))(x)
def
=

∧
{p(y)|y ∈ X,xR2y}.

Propoziţie 1.1.5. Pentru orice cadru slab-temporal (X,R1, R2), (LX2 , G
∗, H∗)

este o algebră Boole slab-temporală.

Teoremă 1.1.6. [41](Teorema de reprezentare)

Pentru orice algebră slab-temporală (B, G,H), există un cadru slab-temporal

(X,R1, R2) şi un morfism injectiv α : (B, G,H) → (LX2 , G
∗, H∗), unde G∗

şi H∗ sunt definiti de relatiile (1.4) şi (1.5).

• Cazul temporal

Definiţie 1.1.7. Un cadru temporal (”frame”) este o pereche (X,R) unde

X este o mulţime nevidă şi R este o relaţie binară pe X.

Fie (X,R) un cadru temporal. Pe algebra Boole LX2 se definesc G∗,

H∗ : LX2 → LX2 , pentru orice p ∈ LX2 şi x ∈ X:

(1.6) (G∗(p))(x)
def
=

∧
{p(y)|y ∈ X,xRy},

(1.7) (H∗(p))(x)
def
=

∧
{p(y)|y ∈ X, yRx⇔ xR−1y}.

Propoziţie 1.1.8. Pentru orice cadru temporal (X,R), (LX2 , G
∗, H∗) este

o algebră Boole temporală.

Teoremă 1.1.9. [41](Teorema de reprezentare)

Pentru orice algebră Boole temporală (B, G,H), există un cadru temporal

(X,R) şi un morfism injectiv α : (B, G,H)→ (LX2 , G
∗, H∗), unde G∗ şi H∗

sunt definiti de relatiile (1.6) şi (1.7).
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1.2 Algebre Boole poliadice

Logica algebrică a calculului cu predicate a apărut prin studiul a două

tipuri de structuri algebrice: algebrele poliadice, introduse de P. R. Halmos

[33] şi algebrele cilindrice, introduse de A. Tarski (vezi [35]). Un rezultat al

lui Galler [20] arată că algebrele poliadice cu egalitate şi algebrele cilindrice

sunt echivalente ca structuri algebrice.

1.2.1 Algebre Boole poliadice

Reamintim din [4] unei algebre Boole poliadice (vezi deasemenea [33],

[14]).

Definiţie 1.2.1. O algebră Boole poliadică este un 5-uplu (B, U, S, ∃,∀),
unde B este o algebră Boole, U este o mulţime nevidă, S este o funcţie

de la UU la mulţimea endomorfismelor lui B, ∃ şi ∀ sunt două funcţii de la

P(U) la mulţimea cuantificatorilor existenţiali şi universali pe B care satisac

următoarele axiome:

(P1) S(IdU ) = IdB ,

(P2) S(σ ◦ τ) = S(σ) ◦ S(τ), for every σ, τ ∈ UU ,

(P3) ∃(∅) = ∀(∅) = IdB,

(P4) ∃(J∪J ′) = ∃(J)◦∃(J ′), ∀(J∪J ′) = ∀(J)◦∀(J ′), pentru orice J, J ′ ⊆ U ,

(P5) S(σ)◦∃(J) = S(τ)◦∃(J), S(σ)◦∀(J) = S(τ)◦∀(J), pentu orice J ⊆ U
şi orice σ, τ ∈ UU astfel ı̂ncât σ|U\J = τ |U\J ,

(P6) ∃(J)◦S(σ) = S(σ)◦∃(σ−1(J)), ∀(J)◦S(σ) = S(σ)◦∀(σ−1(J)), pentru

orice J ⊆ U şi pentru orice σ ∈ UU astfel ı̂ncât σ|σ−1(J) este injectivă.

1.2.2 Algebre Boole poliadice slab-temporale (temporale)

Reamintim din [23] definiţiile algebrelor Boole poliadice slab-temporale

şi temporale.

Definiţie 1.2.2. O algebră Boole poliadică slab-temporală este un 7-uplu

(B, U, S, ∃, ∀, G,H)

care satisface:

(i) (B, U, S, ∃,∀) este o algebră Boole poliadică,

(ii) (B, G,H) este o algebră Boole slab-temporală,

(iii) S(τ)(G(p)) = G(S(τ)(p)), pentru orice τ ∈ UU şi p ∈ B,
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(iv) S(τ)(H(p)) = H(S(τ)(p)), pentru orice τ ∈ UU şi p ∈ B.

Definiţie 1.2.3. O algebră Boole poliadică temporală este o algebră Boole

poliadică slab-temporală

(B, U, S, ∃, ∀, G,H)

care satisface ı̂n plus condiţia (1.3) a Definiţiei 1.1.3.

1.3 Calculul propoziţional clasic şi calculul

propoziţional slab-temporal (temporal)

În lucrare considerăm cunoscute noţiunile referitoare la calculul propoziţional

clasic şi calculul propoziţional slab-temporal (temporal) (vezi [30]).

1.4 Calculul cu predicate clasic şi calculul cu pred-

icate slab-temporal (temporal)

În lucrare considerăm cunoscute noţiunile referitoare la calculul cu pred-

icate clasic şi calculul cu predicate slab-temporal (temporal)(vezi [30]).



Capitolul 2

Algebre  Lukasiewicz-Moisil

θ-valente slab-temporale

(temporale)

În acest capitol, introducem algebrele  Lukasiewicz-Moisil θ-valente slab-

temporale (notate LMθ-algebre slab-temporale) şi algebre  Lukasiewicz-Moisil

θ-valente temporale (notate LMθ-algebre temporale), structuri algebrice

care se obţin din două surse: algebrele Boole slab-temporale (respectiv al-

gebrele Boole temporale) şi algebrele  Lukasiewicz-Moisil θ-valente.

Vom da definiţiie de bază, proprietăţi şi exemple ale acestor noi tipuri

de structuri şi vom prezenta relaţia categorială ı̂ntre algebrele  Lukasiewicz-

Moisil θ-valente slab-temporale (temporale) şi algebrele Boole slab-temporale

(temporale). Rezultatul central ı̂l reprezintă teoremele de reprezentare pen-

tru LMθ-algebre slab-temporale şi LMθ-algebre temporale.

Vom folosi aceste teoreme pentru a demonstra completitudinea sistemelor

logice descrise ı̂n capitolul 4: logica Moisil θ-valentă slab-temporalăWTMθ(k)

şi logica Moisil θ-valentă temporală TMθ(k).

Cele mai importante contribuţii ale acestui capitol se gasesc ı̂n:

• Subsecţiunea 2.2.1, unde introducem noţiunea de LMθ-algebră slab-

temporală (Definiţia 2.2.1) şi LMθ-algebră temporală (Definiţia 2.2.2)

pentru care dăm exemple şi proprietăţi.

• Subsecţiunea 2.2.2, unde enunţăm şi demonstrăm teorema de reprezentare

pentru LMθ-algebre slab-temporale şi LMθ-algebre temporale (Teorema

2.2.9 şi Teorema 2.2.10).

Rezultatele obţinute ı̂n acest capitol se găsesc ı̂n [10].

13
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În secţiunea 2.1 reamintim definiţia algebrei  Lukasiewicz-Moisil θ-valente

şi enunţul teoremei de reprezentare a lui Moisil.

2.1 Algebre  Lukasiewicz-Moisil θ-valente

Algebrele  Lukasiewicz-Moisil θ-valente au fost introduse de Gr. C. Moisil

ı̂n 1968 [54]. În monografia [4] găsim cea mai mare parte a rezultatelor

privind algebrele  Lukasiewicz-Moisil θ-valente obţinute până ı̂n 1990.

2.1.1 Definiţie şi teorema de reprezentare

Fie (I,≤) o mulţime total ordonată cu prim element notat 0 şi ultim

element notat 1, având tipul de ordine θ.

Definiţie 2.1.1. O algebră  Lukasiewicz-Moisil θ-valentă (LMθ-algebră) este

o structură

L = (L,∨,∧, (ϕi)i∈I , (ϕi)i∈I , 0L, 1L)

de tipul (2, 2, (1)i∈I , (1)i∈I , 0, 0) astfel ı̂ncât sunt satisfăcute următoarele pro-

prietăţi pentru orice i, j ∈ I şi x, y ∈ L:

(L1) (L,∨,∧, 0L, 1L) este o latice distributivă mărginită,

(L2) ϕi este morfism de latici distributive mărginite,

(L3) ϕix ∧ ϕix = 0L, ϕix ∨ ϕix = 1L,

(L4) ϕi ◦ ϕj = ϕj ,

(L5) dacă i ≤ j then ϕi ≤ ϕj ,

(L6) dacă ϕix = ϕiy, pentru orice i ∈ I atunci x = y (principiul deter-

minării).

Operaţiile unare (ϕi)i∈I se numesc endomorisme chrysippiene. Ele

introduc algebric ideea de nuanţă. Fiecărui endomorfism ϕi i se asociază o

operaţie unară notată ϕi care are un rol similar cu cel al negaţiei.

Teoremă 2.1.2. [54](Teorema de reprezentare a lui Moisil) Pentru orice

LMθ-algebră L există o mulţime nevidă X şi un morfism injectiv de LMθ-

algebre α : L → (LI2)X .

Teorema de reprezentare a lui Moisil va constitui principala sursă ı̂n

găsirea teoremei de reprezentare pentru LMθ-algebrele slab-temporale (tem-

porale).
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2.2 Algebre  Lukasiewicz-Moisil θ-valente slab-temporale

(temporale)

2.2.1 Generalităţi asupra algebrelor  Lukasiewicz-Moisil θ-valente

slab-temporale (temporale)

În această subsecţiune introducem noţiunea de algebră  Lukasiewicz-Moisil

θ-valentă slab-temporală şi temporală extinzând noţiunea de algebră Boole

slab-temporală (temporală) şi noţiunea de algebră  Lukasiewicz-Moisil θ-

valentă.

Definiţie 2.2.1. O algebră  Lukasiewicz-Moisil θ-valentă slab-temporală (LMθ-

algebră slab-temporală) este un triplet (L, G,H) astfel ı̂ncât

L = (L,∨,∧, (ϕi)i∈I , (ϕi)i∈I , 0L, 1L)

este o LMθ-algebră şi G, H : L → L sunt două operaţii unare pe L care

ı̂ndeplinesc următoarele condiţii, pentru orice x, y ∈ L:

(2.1) G(1L) = 1L, H(1L) = 1L,

(2.2) G(x ∧ y) = G(x) ∧G(y), H(x ∧ y) = H(x) ∧H(y),

(2.3) G ◦ ϕi = ϕi ◦G, H ◦ ϕi = ϕi ◦H, pentru orice i ∈ I.

Definiţie 2.2.2. O algebră  Lukasiewicz-Moisil θ-valentă temporală (LMθ-

algebră temporală) este o LMθ-algebră slab-temporală (L, G,H) care satis-

face in plus, pentru orice x, y ∈ L, următoarea proprietate:

(2.4) G(x) ∨ y = 1L ddacă x ∨H(y) = 1L.

Definiţie 2.2.3. Fie (L,∨,∧, (ϕi)i∈I , (ϕi)i∈I , 0L, 1L, G,H) o LMθ-algebră

temporală (slabă). Pentru orice i ∈ I şi x ∈ L, definim:

Pi(x)
def
= ϕiH(ϕix),

Fi(x)
def
= ϕiG(ϕix).

• Cazul slab-temporal

• Exemplu de LMθ-algebră slab-temporală

Fie (X,R1, R2) un cadru slab-temporal şi L o LMθ-algebră completă şi

complet chrysippiană. Definim pe LX operaţiile G∗ şi H∗ ca ı̂n relaţiile (1.4)

şi (1.5).

Propoziţie 2.2.4. Pentru orice cadru slab-temporal (X,R1, R2),

(LX , G∗, H∗) este o LMθ-algebră slab-temporală.
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Fie (L, G,H) o LMθ-algebră slab-temporală. Vom nota cu C(L), mulţimea

elementelor complementate ale lui L (elementele x ∈ L cu proprietatea ca

există y ∈ L astfel ı̂ncât x ∨ y = 1L, x ∧ y = 0L).

Definim C(G) : C(L)→ C(L) şi C(H) : C(L)→ C(L), prin:

C(G)
def
= G|C(L), C(H)

def
= H|C(L).

Lemă 2.2.5. C(L) = {x ∈ L|ϕi(x) = x, pentru orice i ∈ I}.

Lemă 2.2.6. Dacă (L, G,H) o LMθ-algebră slab-temporală atunci

C(L), C(G), C(H)) este o algebră Boole slab-temporală.

Fie (B, G,H) o algebră Boole slab-temporală. Considerăm mulţimea:

In(B) = BI = {f |f : I → B, i ≤ j ⇒ f(i) ≤ f(j)}.

Este cunoscut faptul că In(B) se poate organiza ca LMθ-algebră, pe care

o vom nota cu In(B). Vom defini pe In(B) operaţiile unare In(G), In(H)

prin:

(In(G))(f) = G ◦ f , (In(H))(f) = H ◦ f , pentru orice f ∈ In(B).

Lemă 2.2.7. Dacă (B, G,H) este o algebră Boole slab-temporală, atunci

(In(B), In(G), In(H)) este o LMθ-algebră slab-temporală.

Notaţii:

• WTB - categoria algebrelor Boole temporale slabe.

• WTLMθ - categoria LMθ-algebrelor temporale slabe.

Definim functorii:

C : WTLMθ →WTB

este functorul definit prin:

• C(L) = {x ∈ L|ϕix = x, pentru orice i ∈ I}.
(centrul Boolean al lui L).

• C(f) = fC(L) pentru f ∈ LMθ(L,L
′).

In : WTB→WTLMθ

este functorul definit prin:

• In(B) = BI = {f : I → B|i ≤ j ⇒ f(i) ≤ f(j)},

• In(g) : In(B) → In(B′), In(g)(u) = g ◦ u, pentru orice g ∈ B(B,B′)

şi u ∈ In(B).



17

• Cazul temporal

• Exemplu de LMθ-algebră temporală

Fie (X,R) un cadru temporal şi L o LMθ-algebră completă şi complet

chrysippiană. Operaţiile G∗ şi H∗ pe LX se definesc ca ı̂n relaţiile (1.6) şi

(1.7).

Propoziţie 2.2.8. Pentru orice cadru temporal (X,R), (LX , G∗, H∗) este

o LMθ-algebră temporală.

Functorii C şi In se extind pentru:

• TB - categoria algebrelor Boole temporale.

• TLMθ - categoria LMθ-algebrelor temporale.

2.2.2 Teorema de reprezentare pentru LMθ-algebre slab-temporale

(temporale)

• Cazul slab-temporal

Teoremă 2.2.9. (Teorema de reprezentare a LMθ-algebrelor slab-temporale)

Pentru orice LMθ-algebră slab-temporală (L, G,H), există un cadru slab-

temporal (X,R1, R2) şi un morfism injectiv

α : (L, G,H)→ (In(L2)X , G∗, H∗)

unde G∗ şi H∗ sunt definite ca ı̂n relatiile (1.4) şi (1.5).

• Cazul temporal

Teoremă 2.2.10. (Teorema de reprezentare a LMθ-algebrelor temporale)

Pentru orice LMθ-algebră temporală (L, G,H), există un cadru temporal

(X,R) şi un morfism injectiv

α : (L, G,H)→ (In(L2)X , G∗, H∗)

unde G∗ şi H∗ sunt definite ı̂n relatiile (1.6) şi (1.7).

Demonstraţiile teoremelor de reprezentare se bazează pe teoremele de

reprezentare ale algebrelor Boole slab-temporale şi temporale şi pe cei doi

functori adjuncţi C şi In ı̂ntre categoria algebrelor  Lukasiewicz-Moisil slab-

temporale (temporale) şi categoria algebrelor Boole slab-temporale (tempo-

rale).



Capitolul 3

Algebre  Lukasiewicz-Moisil

θ-valente poliadice

slab-temporale (temporale)

În acest capitol vom introduce noţiunile de algebră  Lukasiewicz-Moisil

θ-valentă poliadică slab-temporală şi temporală, structuri algebrice obţinute

adăugând la algebrele  Lukasiewicz-Moisil θ-valente poliadice, operatorii tem-

porali G şi H care satisfac anumite axiome specifice. Rezultatul central

ı̂l constitue o teoremă de reprezentare pentru algebrele  Lukasiewicz-Moisil

θ-valente poliadice slab-temporale. Demostraţia ei combină teorema de

reprezentare a algebrelor Boole poliadice slab-temporale [23] cu o tehnică

functorială. Demonstrarea unei teoreme de reprezentare ı̂n cazul temporal

rămâne o problemă deschisă.

Cele mai importante contribuţii din acest capitol sunt:

• Subsecţiunea 3.2.1, unde definim LMθ-algebrele poliadice slab-temporale

(Definiţia 3.2.1) şi LMθ-algebrele poliadice temporale (Definiţia 3.2.2)

pentru care prezentăm proprietăţi şi exemple.

• Subsecţiunea 3.2.2, ı̂n cadrul căreia demonstrăm teorema de reprezentare

a LMθ-algebrelor poliadice slab-temporale (Teorema 3.2.11).

Rezultatele prezentate ı̂n acest capitol se regăsesc ı̂n lucrarea [11].

3.1 Algebrele  Lukasiewicz-Moisil θ-valente poliadice

În această secţiune reamintim din [4] definiţia algebrelor  Lukasiewicz-

Moisil θ-valente poliadice.

18
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Definiţie 3.1.1. [4] O LMθ-algebră poliadică este un 5-uplu (L, U, S, ∃,∀)
unde:

• L este o LMθ-algebră,

• U este o mulţime nevidă,

• S : UU → End(L),

• ∃, ∀ : P(U)→ LL,

astfel ı̂ncât sunt satisfăcute axiomele (P1)-(P6) din Definiţia 1.2.1 şi ı̂n plus

are loc următoarea proprietate:

(P7) Pentru orice J ⊆ U , ∃(J) şi ∀(J) sunt cuantificatori existenţial şi

universal pe L.

3.2 Algebrele  Lukasiewicz-Moisil θ-valente poliadice

slab-temporale (temporale)

3.2.1 Definiţii, exemple şi proprietăţi

Definiţie 3.2.1. O LMθ-algebră poliadică slab-temporală este un 7-uplu

(L, U, S, ∃,∀, G,H)

astfel ı̂ncât

(3.1) (L, U, S, ∃,∀) este o LMθ-algebră poliadică,

(3.2) (L, G,H) este o LMθ-algebră slab-temporală,

(3.3) S(τ)(G(p)) = G(S(τ)(p)), pentru orice τ ∈ UU şi p ∈ L,

(3.4) S(τ)(H(p)) = H(S(τ)(p)), pentru orice τ ∈ UU şi p ∈ L.

Definiţie 3.2.2. O LMθ-algebră poliadică temporală este o LMθ-algebră

poliadică slab-temporală (L, U, S, ∃,∀, G,H) astfel ı̂ncât G şi H verifică ı̂n

plus următoarea proprietate, pentru orice x, y ∈ L:

(3.5) G(x) ∨ y = 1L iff x ∨H(y) = 1L.

Definiţie 3.2.3. Fie (L, U, S, ∃, ∀, G,H) o LMθ-algebră poliadică slab-temporală

(temporală).

• J ⊆ U se numeşte suportul lui p ∈ L dacă ∃(U \ J)p = p.

Intersecţia suporturilor unui element p ∈ L se va nota cu Jp.

• L este local finită dacă orice element are un suport finit.
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• |U | reprezintă gradul algebrei L.

• Cazul slab-temporal

Vom folosi noţiunea de sistem slab-temporal (”weak-tense system”) pen-

tru a construi un exemplu de LMθ-algebră poliadică slab-temporală.

Definiţie 3.2.4. [23] Un sistem slab-temporal este de forma

T = (T, (Xt)t∈T , R1, R2, 0)

unde:

(i) T este o mulţime nevidă,

(ii) R1 şi R2 sunt două relaţii binare pe T ,

(iii) 0 ∈ T ,

(iv) pentru orice t, s ∈ T , Xt este o mulţime nevidă cu proprietatea: dacă

tR1s sau tR2s, atunci Xt ⊆ Xs.

• Exemplu de LMθ-algebră poliadică slab-temporală

Propoziţie 3.2.5. Fie

• T = (T, (Xt)t∈T , R1, R2, 0) un sistem temporal slab.

• L = (L,∨,∧, (ϕi)i∈I , (ϕi)i∈I , 0L, 1L) o LMθ-algebră completă şi com-

plet chrysippiană.

• U o mulţime nevidă.

Mulţimea

FU,θT ,L = {(ft)t∈T |ft : XU
t → L, pentru orice t ∈ T}

se organizează ca LMθ-algebră poliadică slab-temporală cu operaţiile următoare,

pentru orice t ∈ T şi x ∈ XU
t :

(3.6) (ft)t∈T ∧ (gt)t∈T = (ft ∧ gt)t∈T , unde (ft ∧ gt)(x) = ft(x) ∧ gt(x),

(3.7) (ft)t∈T ∨ (gt)t∈T = (ft ∨ gt)t∈T , unde (ft ∨ gt)(x) = ft(x) ∨ gt(x),

(3.8) ϕTi ((ft)t∈T ) = (ϕi ◦ ft)t∈T , unde (ϕi ◦ ft)(x) = ϕi(ft(x)), pentru orice

i ∈ I,

(3.9) ϕTi ((ft)t∈T ) = (ϕi ◦ ft)t∈T , unde (ϕi ◦ ft)(x) = ϕi(ft(x)), pentru orice

i ∈ I,
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(3.10) 0T = (0t)t∈T , unde 0t : XU
t → L, 0t(x) = 0L,

(3.11) 1T = (1t)t∈T , unde 1t : XU
t → L, 1t(x) = 1L,

(3.12) S(τ)((ft)t∈T ) = (gt)t∈T , unde gt : XU
t → L, gt(x) = ft(x ◦ τ),

(3.13) ∃(J)((ft)t∈T ) = (gt)t∈T , unde gt : XU
t → L,

gt(x) =
∨
{ft(y)|y ∈ XU

t , y|U\J = x|U\J},

(3.14) ∀(J)((ft)t∈T ) = (ht)t∈T , unde ht : XU
t → L,

ht(x) =
∧
{ft(y)|y ∈ XU

t , y|U\J = x|U\J},

(3.15) G((ft)t∈T ) = (gt)t∈T , unde gt : XU
t → L,

gt(x) =
∧
{fs(i ◦ x)|tR1s, s ∈ T},

(3.16) H((ft)t∈T ) = (gt)t∈T , unde gt : XU
t → L,

gt(x) =
∧
{fs(i ◦ x)|tR2s, s ∈ T}, unde i : Xt → Xs este funcţia

incluziune.

• Cazul temporal

Definiţie 3.2.6. [23] Un sistem temporal (”tense system”) este de forma

T = (T, (Xt)t∈T , R, 0)

unde:

(i) T este o mulţime nevidă,

(ii) R este o relaţie binară pe T ,

(iii) 0 ∈ T ,

(iv) pentru orice t, s ∈ T , Xt este o mulţime nevidă cu proprietatea: dacă

tRs sau sRt, atunci Xt = Xs.

• Exemplu de LMθ-algebră poliadică temporală

Propoziţie 3.2.7. Fie

• T = (T, (Xt)t∈T , R, 0) un sistem temporal.

• L = (L,∨,∧, (ϕi)i∈I , (ϕi)i∈I , 0L, 1L) o LMθ-algebră completă şi com-

plet chrysippiană.

• U o mulţime nevidă.
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Mulţimea

FU,θT ,L = {(ft)t∈T |ft : XU
t → L, pentru orice t ∈ T}

se organizează ca LMθ-algebră poliadică temporală cu operaţiile (3.6)-(3.14)

anterioare şi in plus operaţiile:

(3.15)’ G((ft)t∈T ) = (gt)t∈T , unde gt : XU
t → L,

gt(x) =
∧
{fs(x)|tRs, s ∈ T},

(3.16)’ H((ft)t∈T ) = (gt)t∈T , unde gt : XU
t → L,

gt(x) =
∧
{fs(x)|sRt, s ∈ T}, unde sRt⇔ tR−1s.

Remarcă 3.2.8. Functorii C şi In se extind ı̂ntre categoria algebrelor Boole

poliadice slab-temporale (temporale) şi categoria LMθ-algebrelor poliadice

slab-temporale (temporale).

Lemă 3.2.9. Dacă (L, U, S, ∃,∀, G,H) este o LMθ-algebră poliadică slab-

temporală (temporală) atunci (C(L), U, S, ∃,∀, C(G), C(H)) este o algebră

Boole poliadică slab-temporală (temporală).

Lemă 3.2.10. Dacă (B, U, S, ∃,∀, G,H) este o algebră Boole poliadică slab-

temporală (temporală) atunci LMθ-algebră poliadică slab-temporală (tempo-

rală) atunci (In(B), U, S, ∃,∀, In(G), In(H)) este o LMθ-algebră poliadică

slab-temporală (temporală).

Notaţii:

FU,θT ,L se va nota cu FU,θT pentru L = In(L2).

3.2.2 Teorema de reprezentare a LMθ-algebrelor poliadice

slab-temporale

Teoremă 3.2.11. (Teorema de reprezentare) Fie (L, U, S, ∃, ∀, G,H) o LMθ-

algebră poliadică slab-temporală, local finită şi de grad infinit şi Γ un filtru

propriu al lui L cu Jp = ∅ pentru orice p ∈ Γ. Există un sistem slab-temporal

T = (T, (Xt)t∈T , R1, R2, 0) şi un morfism

Φ : L→ FU,θT

astfel ı̂ncât, pentru orice p ∈ Γ, are loc: Φ(p) = (ft)t∈T ⇒ f0(x)(i) = 1,

pentru orice x ∈ XU
t şi i ∈ I.

Remarcă 3.2.12. În demonstraţia teoremei de reprezentare a LMθ-algebrelor

poliadice slab-temporale folosim teorema de reprezentare a algebrelor Boole

poliadice slab-temporale.
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În cazul LMθ-algebrelor poliadice temporale, demonstraţia unei teoreme

de reprezentare rămâne o problemă deschisă.

Formulăm următoarea conjectură:

Conjectură

Fie (L, U, S, ∃,∀, G,H) o LMθ-algebră poliadică temporală, local finită

şi de grad infinit şi Γ un filtru propriu al lui L cu Jp = ∅ pentru orice p ∈ Γ.

Există un sistem temporal T = (T, (Xt)t∈T , R, 0) şi un morfism

Φ : L→ FU,θT

astfel ı̂ncât, pentru orice p ∈ Γ, are loc: Φ(p) = (ft)t∈T ⇒ f0(x)(i) = 1,

pentru orice x ∈ XU
t şi i ∈ I.



Capitolul 4

Calculul propoziţional Moisil

θ-valent WTMθ(k) şi TMθ(k)

În Capitolul 4 dezvoltăm două calcule propoziţionale: logica Moisil θ-

valentă slab-temporală şi logica Moisil θ-valentă temporală. Este construită

ı̂ntâi sintaxa acestor două sisteme logice. În termeni generali, limbajul aces-

tora este obţinut din limbajul logicii Moisil θ-valente prin adăugarea a doi

operatori logici G şi H.

În cazul logicii Moisil θ-valente slab-temporale interpretările se bazează

pe cadre temporale cu două relaţii de accesibilitate iar ı̂n cazul logicii Moisil

temporale pe cadre temporale cu o singur relaţie de accesibilitate. Rezul-

tatele centrale ale capitolului sunt două teoreme de completitudine pentru

cele două calcule propoziţionale studiate. Demonstraţiile acestor teoreme de

completitudine sunt de tip algebric: se trece la algebra Lindenbaum-Tarski,

apoi se aplică teoremele de reprezentare din capitolul 2 şi utiliznd reprezen-

trile obţinute se construiesc interpretrile Kripke necesare.

Cele mai importante contribuţii ale acestui capitol sunt:

• Subsecţiunea 4.2.1, unde dăm axiomatizarea calculelor propoziţionale

WTMθ(k) şi TMθ(k) şi demonstrăm unele proprietăţi sintactice.

• Subsecţiunea 4.2.2, unde demonstrăm că algebrele Lindenbaum-Tarski

ale logicilor WTMθ(k) şi TMθ(k) sunt LMθ-algebră slab-temporală

(Propoziţia 4.2.8) şi LMθ-algebră temporală (Propoziţia 4.2.9) studiate

ı̂n capitolul 2.

• Subsecţiunea 4.2.3, unde demonstrez teoremele de completitudine pen-

tru logicileWTMθ(k) şi TMθ(k) (Teorema 4.2.12 şi Teorema 4.2.14).

Rezultatele din acest capitol se găsesc ı̂n [9].
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4.1 Calculul propoziţional Moisil θ-valent Mθ(k)

Ideile logicii Moisil θ-valente sunt prezente algebric ı̂n teoria algebrelor

 Lukasiewicz-Moisil θ-valente. Motivaţii filozofice ale acestei logici au fost

prezentate de Moisil ı̂n cartea sa [56].

O axiomatizare a acestei logici a fost dată de V. Boicescu ı̂n 1971. Fil-

ipoiu a rafinat ı̂n 1981 această logică propoziţională şi a construit şi calculul

cu predicate corespunzător.

4.2 Calculul propoziţional Moisil θ-valent

slab-temporal (temporal) WTMθ(k) şi TMθ(k)

4.2.1 Sintaxa calcului propozitional WTMθ(k) şi TMθ(k)

Fie (I,≤) este o mulţime total ordonată cu prim element 0 şi ultim

element 1, având tipul de ordine θ şi k ∈ I fixat.

Limbajul comun al calculelor propoziţionaleWTMθ(k) şi TMθ(k) constă

din:

• variabile propoziţionale: v1, v2, . . . , vn, . . . (mulţimea V a variabilelor

propoziţionale este considerată infinită),

• conectorii logici ∨, ∧, ϕi, ϕi,

• paranteze: (, ), {, }.

• operatorii temporali G şi H.

Pentru orice i ∈ I, definim:

(1) α→i β
def
= ϕiα ∨ ϕiβ, α↔i β

def
= (α→i β) ∧ (β →i α),

(2) Fiα
def
= ϕiGϕiα, Piα

def
= ϕiHϕiα.

Definiţie 4.2.1. Mulţimea E(k) a enunţurilor lui WTMθ(k) şi TMθ(k)

se defineşte prin inducţie.

Definiţie 4.2.2. k-axiomele lui WTMθ(k) şi TMθ(k) sunt enunţuri de

următoarea formă, pentru orice i, j ∈ I :

(MA1) p→k (q →k p),

(MA2) (p→k (q →k r))→k ((p→k q)→k (p→k r)),

(MA3) (p ∧ q)→k p,

(MA4) (p ∧ q)→k q,



26

(MA5) (p→k q)→k ((p→k r)→k (p→k (q ∧ r))),

(MA6) p→k (p ∨ q),

(MA7) q →k (p ∨ q),

(MA8) (p→k q)→k ((r →k q)→k ((p ∨ r)→k q)),

(MA9) ϕj(p ∧ q)↔k ϕjp ∧ ϕjq,

(MA10) ϕj(p ∨ q)↔k ϕjp ∧ ϕjq,

(MA11) ϕjp↔k ϕiϕjp,

(MA12) ϕjp↔k ϕiϕjp,

(MA13) ϕjp↔k ϕiϕjp,

(MA14) ϕjp↔k ϕiϕjp,

(MA15) ϕip→k ϕjp, pentru orice i, j ∈ I cu i ≤ j,

(MA16) G(α→k β)→k (Gα→k Gβ), H(α→k β)→k (Hα→k Hβ),

(MA17) Gϕiα↔k ϕiG(α), Hϕiα↔k ϕiH(α),

(MA18) ϕiα→k GPiα, ϕiα→k HFiα.

Regulile de deducţie:

α, α→k β

β
(k-m.p.) ,

α

Gα
,
α

Hα
(TG).

(1) Calculul propoziţional Moisil θ-valent Mθ(k) conţine k-axiomele

(MA1)-(MA15) şi (k-m.p).

(2) Calculul propoziţionalWTMθ(k) conţine k- axiomele (MA1)-(MA17)

şi toate regulile de deducţie.

(3) Calculul propoziţional TMθ(k) este o extensie a sistemului logic

WTMθ(k) cu k-axioma (MA18).

• Cazul slab-temporal

Definiţie 4.2.3. k-teoremele formale ale lui WTMθ(k) se definesc prin

inducţie pornind de la k-axiome şi aplicând regulile de deducţie.

Definiţie 4.2.4. (Deducţia din ipoteze)

Fie Γ ⊆ E(k) şi α ∈ E(k). Γ `WTMθ(k) α
def⇔ există n ∈ N şi α1, . . . , αn ∈

Γ astfel ı̂ncât `WTMθ(k)

n∧
i=1

αi →k α.
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Notaţii:

• `WTMθ(k) α: α este o k-teoremă formală a lui WTMθ(k),

• Γ `WTMθ(k) α: α este o k-teoremă formală a luiWTMθ(k) ı̂n ipotezele

Γ.

Teoremă 4.2.5. (Teorema deducţiei) Fie Γ ⊆ E(k) şi α, β ∈ E(k). Atunci

Γ ∪ {α} `WTMθ(k) β ddacă Γ `WTMθ(k) α→k β.

• Cazul temporal

Remarcă 4.2.6. Conceptele de k-teoremă formală şi k-deducţie ı̂n logica

TMθ(k) sunt definite similar noţiunilor corespunzătoare din logicaWTMθ(k).

Vom nota cu `TMθ(k) α, faptul că α este o k-teoremă formală a lui TMθ(k)

şi cu Γ `TMθ(k) α, faptul că α este o k-teoremă formală a lui TMθ(k) ı̂n

ipotezele Γ.

4.2.2 Algebra Lindenbaum-Tarski a logiciiWTMθ(k) şi TMθ(k)

Reamintim ca E(k) este mulţimea enunţurilor sistemelor logiceWTMθ(k)

şi TMθ(k). Pentru orice două enunţuri α şi β, definim relaţia

α ∼k β ddacă `WTMθ(k) ϕiα↔k ϕiβ, pentru orice i ∈ I.

Lemă 4.2.7. ∼k este o relaţie de echivalenţă pe E(k).

• Cazul slab-temporal

Propoziţie 4.2.8. E(k)/∼k , algebra Lindenbaum-Tarski a logiciiWTMθ(k)

este o LMθ-algebră slab-temporală cu operaţiile:

(w1) [α]k ∨ [β]k
def
= [α ∨ β]k, [α]k ∧ [β]k

def
= [α ∧ β]k,

(w2) ϕi[α]k
def
= [ϕiα]k, ϕi[α]k

def
= [ϕiα]k,

(w3) 0k
def
= [ϕkα]k, 1k

def
= [ϕkα]k, unde `WTMθ(k) α,

(w4) G([α]k)
def
= [Gα]k, H([α]k)

def
= [Hα]k.

• Cazul temporal

Algebra Lindenbaum-Tarski a logicii TMθ(k) se construieşte ı̂n mod

similar cu cea a logicii WTMθ(k).

Propoziţie 4.2.9. E(k)/∼k , algebra Lindenbaum-Tarski a logicii TMθ(k)

este o LMθ-algebră temporală.
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4.2.3 Semantica Kripke şi completitudinea logicilorWTMθ(k)

şi TMθ(k)

• Cazul slab-temporal

Definiţie 4.2.10. (Interpretare ı̂n WTMθ(k))

Fie (X,R1, R2) un cadru slab-temporal. O interpretare a logicii WTMθ(k)

este o funcţie

Iw : E(k)×X → LI2

care verifică următoarele egalităţi:

(I1) Iw(α ∧ β, x) = I(α, x) ∧ Iw(β, x), Iw(α ∨ β, x) = I(α, x) ∨ Iw(β, x),

(I2) Iw(ϕiα, x) = ϕiIw(α, x), Iw(ϕiα, x) = ϕiIw(α, x), pentru orice i ∈ I,

(I3) Iw(Gp, x) =
∧
{Iw(p, y)|xR1y}, Iw(Hp, x) =

∧
{Iw(p, y)|xR2y}.

Definiţie 4.2.11. (k-tautologie ı̂n WTMθ(k))

|=WTMθ(k) α ddacă pentru orice cadru slab-temporal (X,R1, R2),

pentru orice interpretare Iw : E(k)×X → LI2 şi pentru orice x ∈ X,
avem Iw(α, x)(k) = 1.

Teoremă 4.2.12. (Teorema de completitudine) Pentru orice enunţ α al lui

WTMθ(k) are loc:

`WTMθ(k) α ddacă |=WTMθ(k) α.

• Cazul temporal

Definiţie 4.2.13. (Interpretare ı̂n TMθ(k))

Fie (X,R) un cadru temporal. O interpretare a logicii TMθ(k) este o funcţie

It : E(k)×X → LI2

care verifică egalităţile (I1), (I2) anterioare şi in plus:

(I3’) It(Gp, x) =
∧
{It(p, y)|xRy}, It(Hp, x) =

∧
{It(p, y)|yRx⇔ xR−1y}.

Teoremă 4.2.14. (Teorema de completitudine) Pentru orice enunţ α al lui

TMθ(k) are loc:

`TMθ(k) α ddacă |=TMθ(k) α.



Capitolul 5

Calculul cu predicate Moisil

θ-valent WT PMθ(k) şi

T PMθ(k)

Capitolul 5 studiază calculul cu predicate corespunzător logicii Moisil θ-

valente slab-temporale (temporale). Şi aici sunt studiate separat cele două

tipuri de sisteme (”slab-temporal” şi ”temporal”). Întâi este construită

sintaxa acestor calcule ale predicatelor, apoi este demonstrat faptul că al-

gebrele  Lukasiewicz-Moisil θ-valente poliadice slab-temporale (temporale)

reprezintă ”logica algebrică” asociată acestor sisteme. Sunt apoi studiate

semantici de tip Kripke ale acestor logici şi este demonstrată o teoremă de

completitudine pentru primul dintre cele două sisteme. Demonstraţia teore-

mei de completitudine foloseşte reprezentarea algebrelor  Lukasiewicz- Moisil

θ-valente poliadice slab-temporale.

Cele mai importante contribuţii ale acestui capitol sunt:

• Subsecţiunea 5.2.1, unde dăm axiomatizarea calculelor cu predicate

WT PMθ(k) şi T PMθ(k) şi demonstrăm unele proprietăţi sintactice.

• Subsecţiunea 5.2.2, unde demonstrăm că algebrele Lindenbaum-Tarski

ale logicilor WT PMθ(k) şi T PMθ(k) sunt LMθ-algebră poliadică

slab-temporală (Propoziţia 5.2.8) şi LMθ-algebră poliadică temporală

(Propoziţia 5.2.9) studiate ı̂n capitolul 3.

• Subsecţiunea 5.2.3, unde demonstrez teorema de completitudine pentru

logica WT PMθ(k) (Teorema 5.2.14).

29
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5.1 Calculul cu predicate Moisil θ-valent PMθ(k)

Calculul cu predicate Moisil θ-valent a fost introdus de A. Filipoiu ı̂n

1981 [16]. Axiomatizarea calculului cu predicate Moisil θ-valent pe care

m-am bazat ı̂n construcţia sistemelor logice din acest capitol se găseşte ı̂n

[4].

5.2 Calculul cu predicate Moisil θ-valentWT PMθ(k)

şi T PMθ(k)

5.2.1 Sintaxa calculelor cu predicate WT PMθ(k) şi T PMθ(k)

Fie (I,≤) este o mulţime total ordonată cu prim element 0 şi ultim

element 1, având tipul de ordine θ şi k ∈ I fixat.

Limbajul comun al calculelor cu predicate WT PMθ(k) şi T PMθ(k)

constă din:

• variabile propoziţionale: v1, v2, . . . , vn, . . . (mulţimea V a variabilelor

propoziţionale este considerată infinită),

• o mulţime Q de simboluri de predicate (fiecărui simbol de predicate r

i se asociază un număr natural n > 0 numit ordinul sau aritatea lui r)

• conectorii logici ∨, ∧, ϕi, ϕi,

• cuantificatorii ∀ şi ∃,

• paranteze: (, ), {, },

• operatorii temporali G şi H.

Definiţie 5.2.1. Mulţimea Form(k) a formulelor luiWT PMθ(k) şi T PMθ(k)

se defineşte prin inducţie.

Definiţie 5.2.2. k-axiomele lui WT PMθ(k) şi T PMθ(k) sunt

(PA0) k-axiomele logicii Mθ(k) ((M1)-(M15)),

(PA1) ∀x(α→k β)→k (α→k ∀xβ), x /∈ FV (α),

(PA2) ∃x(α→k β)→k (α→k ∀xβ), x /∈ FV (α),

(PA3) ∀xα→k α(x/y), y /∈ BV (∀xα),

(PA4) α(x/y)→k ∃xα, y /∈ BV (∃xα),

(PA5) ϕi(∃xα)↔k ∃xϕiα,
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(PA6) ϕi(∀xα)↔k ∀xϕiα,

(PA7) ϕi(∃xα)↔k ∀xϕiα,

(PA8) ϕi(∀xα)↔k ∃xϕiα.

(PA9) G(α→k β)→k (Gα→k Gβ), H(α→k β)→k (Hα→k Hβ),

(PA10) Gϕiα↔k ϕiGα, Hϕiα↔k ϕiHα, pentru orice i ∈ I,

(PA11) ϕiα→k GPiα, ϕiα→k HFiα, pentru orice i ∈ I.

Regulile de deducţie:

α, α→k β

β
(k-m.p.),

α

∀xα
(G),

α

Gα
,
α

Hα
(generalizare temporală).

(1) Calculul cu predicate Moisil θ-valent PMθ(k) conţine k-axiomele

(PA0)-(PA8) şi regulile de deducţie (k-m.p) şi (G).

(2) Calculul cu predicateWT PMθ(k) conţine k-axiomele (PA0)-(PA10)

şi toate regulile de deducţie.

(3) Calculul cu predicate T PMθ(k) este o extensie a lui WT PMθ(k)

cu k-axioma (PA11).

• Cazul slab-temporal

Definiţie 5.2.3. k-teoremele formale ale lui WT PMθ(k) se definesc prin

inducţie pornind de la k-axiome şi aplicând regulile de deducţie.

Definiţie 5.2.4. (Deducţia din ipoteze) Fie Γ ⊆ Form(k) şi γ ∈ Form(k).

Γ `WT PMθ(k) γ

ddacă există γ1, ...γn ∈ Γ astfel ı̂ncât `WT PMθ(k)

n∧
i=1

γi →k γ.

Notaţii:

• `WT PMθ(k) α: α este o k-teoremă formală a lui WT PMθ(k),

• Γ `WT PMθ(k) α: α este o k-teoremă formală a lui WT PMθ(k) ı̂n

ipotezele Γ.

Teoremă 5.2.5. (Teorema deducţiei) Fie Γ ⊆ Form(k) şi α, β ∈ Form(k).

Atunci

Γ ∪ {α} `WPTMθ(k) β ddacă Γ `WPTMθ(k) α→k β.
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• Cazul temporal

Remarcă 5.2.6. Conceptele de k-teoremă formală şi k-deducţie ı̂n log-

ica T PMθ(k) sunt definite similar noţiunilor corespunzătoare din logica

WT PMθ(k). Vom nota cu `T PMθ(k) α, faptul că α este o k-teoremă for-

mală a lui T PMθ(k) şi cu Γ `T PMθ(k) α, faptul că α este o k-teoremă

formală a lui T PMθ(k) ı̂n ipotezele Γ.

5.2.2 Algebra Lindenbaum-Tarski a luiWT PMθ(k) şi T PMθ(k)

Pe mulţimea Form(k) a formulelor luiWT PMθ(k) şi T PMθ(k) definim

următoarea relaţie:

α ∼k β ddacă `WT PMθ(k) ϕiα↔k ϕiβ, pentru orice i ∈ I.

Lemă 5.2.7. ∼k este o relaţie de echivalenţă pe Form(k).

• Cazul slab-temporal

Propoziţie 5.2.8. Algebra Lindenbaum-Tarski a logicii WT PMθ(k)) este

o LMθ-algebră poliadică slab-temporală cu operaţiile (w1)-(w4) şi ı̂n plus:

• ∃(J)([α]k)
def
= [∃j1 . . . ∃jmα]k,

• ∀(J)([α]k)
def
= [∀j1 . . . ∀jmα]k, unde {j1, . . . , jm} = FV (α) ∩ J ,

• S(σ)([α]k)
def
= [α(i1/σ(i1), i2/σ(i2), . . . , in/σ(in))]k, unde {i1, . . . , in} =

FV (α).

• Cazul temporal

Algebra Lindenbaum-Tarski a logicii T PMθ(k) se construieşte ı̂n mod

similar cu cea a logicii WT PMθ(k).

Propoziţie 5.2.9. Algebra Lindenbaum-Tarski a logicii T PMθ(k)) este o

LMθ-algebră poliadică temporală.

5.2.3 Semantica Kripke a logicilor WT PMθ(k) şi T PMθ(k)

• Cazul slab-temporal

Definiţie 5.2.10. O structură slab-temporală pentru WT PMθ(k) este

A =< (X,R1, R2), (Ax)x∈X >

unde:
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• (X,R1, R2) este un cadru slab-temporal,

• pentru orice x ∈ X, Ax = (Ax, (r
Ax)) este o structură pentru calculul

cu predicate PMθ(k) astfel ı̂ncât:

dacă xR1y sau xR2y atunci Ax ⊆ Ay, pentru orice x, y ∈ X.

Definiţie 5.2.11. (Interpretare) Fie A =< (X,R1, R2), (Ax)x∈X > o struc-

tură slab-temporală. O interpretare a luiWT PMθ(k) ı̂nA este s = (sx)x∈X ,

unde pentru orice x ∈ X, sx : V → Ax.

Propoziţie 5.2.12. Fie A =< (X,R1, R2), (Ax)x∈X > o structură tem-

porală slabă pentru WT PMθ(k) şi s = (sx)x∈X . Există o unică funcţie

s̃ : Form(k) ×X → LI2 astfel ı̂ncât pentru orice α, β ∈ Form(k), x ∈ X şi

i ∈ I, au loc:

(i) s̃(r(x1, ..., xn), x) = rAx(sx(x1), ..., sx(xn)),

(ii) s̃(α→k β, x) = s̃(α, x)→k s̃(β, x),

(iii) s̃(α ∧ β, x) = s̃(α, x) ∧ s̃(β, x), s̃(α ∨ β, x) = s̃(α, x) ∨ s̃(β, x),

(iv) s̃(ϕiα, x) = ϕis̃(α, x), s̃(ϕiα, x) = ϕis̃(α, x),

(v) s̃(∀yα, x) =
∧
t∈Ax

s̃(α(y/t), x), s̃(∃yα, x) =
∨
t∈Ax

s̃(α(y/t), x),

(vi) s̃(Gp, x) =
∧
xR1y

s̃(p, y), s̃(Hp, x) =
∧
xR2y

s̃(p, y).

• Notaţie

Fie A o structură pentru WT PMθ(k), ϕ(v1, ..., vn) o formulă, x ∈ X şi

a1, ...an ∈ Ax. Vom nota:

‖ϕ(a1, .., an)‖Ax = s̃(ϕ(v1, ...vn), x)

unde s̃ se obţine din interpretarea s = (sx)x∈X , sx : V → Ax cu sx(vi) = ai,

pentru orice i = 1, . . . , n.

Definiţie 5.2.13.

|=WT PMθ(k) α (α este k-tautologie )

ddacă pentru orice structură A =< (X,R1, R2), (Ax)x∈X >, pentru orice

x ∈ X şi a1, . . . , an ∈ Ax şi pentru orice interpretare s = (sx)x∈X , sx : V →
Ax avem

‖ϕ(a1, .., an)‖Ax (k) = 1

.
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Teoremă 5.2.14. (Teorema de completitudinea a lui WT PMθ(k)) Pentru

orice formulă ϕ a lui WT PMθ(k) are loc:

`WT PMθ(k) ϕ ddacă |=WT PMθ(k) ϕ.

• Cazul temporal

Definiţie 5.2.15. O structură temporală pentru T PMθ(k) este

A =< (X,R), (Ax)x∈X >

unde:

• (X,R) este un cadru,

• pentru orice x ∈ X, Ax = (Ax, (r
Ax)) este o structură pentru calculul

cu predicate PMθ(k) astfel ı̂ncât:

dacă xRy sau yRx atunci Ax = Ay, pentru orice x, y ∈ X.

Definiţie 5.2.16. (Interpretare) Noţiunea de interpretare a logicii T PMθ(k)

se defineşte ı̂n mod similar cu cea a logicii WT PMθ(k), cu excepţia relaţiei

(vi) care se ı̂nlocuieşte cu:

(vi’) s̃(Gp, x) =
∧
xRy

s̃(p, y), s̃(Hp, x) =
∧
yRx

s̃(p, y).

Teoremă 5.2.17. (Teorema de corectitudine a lui T PMθ(k)) Pentru orice

formulă ϕ a lui T PMθ(k) are loc:

`WT PMθ(k) ϕ implică |=WT PMθ(k) ϕ.



Capitolul 6

Algebre  Lukasiewicz-Moisil

θ-valente cu negaţie

slab-temporale (temporale)

În acest capitol introducem noţiunile de algebră  Lukasiewicz-Moisil θ-

valentă cu negaţie slab-temporală (notată LMNθ-algebră slab-temporală) şi

algebră  Lukasiewicz-Moisil θ-valentă cu negaţie temporală (notată LMNθ-

algebră temporală), structuri algebrice obţinute din algebrele Boole slab-

temporale (algebrele Boole temporale) şi algebrele  Lukasiewicz-Moisil θ-

valente cu negaţie.

Cele mai importante contribuţii ale acestui capitol sunt:

• Subsecţiunea 6.2.1, ı̂n care introducem noţiunea de LMNθ-algebră slab-

temporală (Definiţia 6.2.1) şi LMNθ-algebră temporală (Definiţia 6.2.2)

pentru care prezentăm exemple şi proprietăţi.

• Subsecţiunea 6.2.2, ı̂n care formulăm şi demostrăm teoreme de reprezentare

pentru LMNθ-algebrele slab-temporale(Teorema 6.2.7) şi LMNθ-algebrele

temporale (Teorema 6.2.8).

• Subsecţiunea 6.2.3, unde, pentru LMNθ-algebrele slab-temporale (tem-

porale) regulate dăm o formă rafinată a Teoremei 6.2.7 şi a Teore-

mei 6.2.8. Aceste teoreme extind teorema de reprezentare a algebrelor

 Lukasiewicz-Moisil n-valente introduse ı̂n [15].

6.1 Algebre  Lukasiewicz-Moisil θ-valente cu negaţie

Algebrele  Lukasiewicz-Moisil θ-valente cu negaţie au fost introduse ı̂n

1984 de A. Iorgulescu ı̂n [36] pentru a generaliza noţiunea de algebră  Lukasiewicz-
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Moisil n-valentă. Pentru un caz particular de algebre  Lukasiewicz-Moisil θ-

valente cu negaţie, algebre regulate, A. Iorgulescu obţine teoreme de reprezentare

mai tari.

6.1.1 Definiţie şi teorema de reprezentare

Fie (I,≤) o mulţime total ordonată cu 0 şi 1, cu tipul de ordine θ şi

α : I → I o involuţie antitonă.

Definiţie 6.1.1. O algebră  Lukasiewicz-Moisil θ-valentă cu negaţie (LMNθ-

algebră) este o algebră

L = (L,∨,∧,−, (ϕi)i∈I , 1L)

de tipul (2, 2, 1, (1)i∈I , 0) astfel ı̂ncât, pentru orice x, y ∈ L şi i ∈ I:

(i) (L,∨,∧,−, 1L) este algebră de Morgan,

(ii) ϕi(x ∨ y) = ϕi(x) ∨ ϕi(y),

(iii) ϕix ∨ −ϕix = 1L,

(iv) ϕi ◦ ϕj = ϕj ,

(v) ϕi(−x) = −ϕα(i)(x),

(vi) Dacă i ≤ j atunci ϕi ≤ ϕj ,

(vii) Pentru orice x, y ∈ L, dacă ϕix = ϕiy pentru orice i ∈ I atunci x = y

(principiul de determinare al lui Moisil).

Teoremă 6.1.2. (Teorema de reprezentare) Pentru orice LMNθ-algebră L
există o mulţime nevidă X şi un morfism injectiv de LMNθ-algebre ϕ : L →
(In(L2))X .

6.1.2 Algebre  Lukasiewicz-Moisil θ-valente cu negaţie regu-

late

Algebrele  Lukasiewicz-Moisil θ-valente cu negaţie regulate sunt un caz

particular de algebre  Lukasiewicz-Moisil θ-valente cu negaţie, când muţimea

I este o mulţime regulată.

Definiţie 6.1.3. O mulţime I este regulată dacă satisface următoarele pro-

prietăţi:

• I este total ordonată, mărginită,

• Există o involuţie antitonă α : I → I,
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• Pentru orice i ∈ I, i 6= 0, există un predecesor notat i− ∈ I (i− < i şi

nu există j ∈ I cu i− < j < i).

Corolar 6.1.4. Pentru orice LMNθ-algebră regulată L există o mulţime

nevidă X şi un morfism injectiv ϕ : L → L̄X1+θ.

Remarcă 6.1.5. Corolarul 6.1.4 este o generalizare a teoremei de reprezentare

pentru LMn-algebre, deoarece, pentru I finită avem L̄1+θ = L̄n = Ln.

6.2 LMNθ-algebre slab-temporale (temporale)

6.2.1 Definiţii şi proprietăţi

Definiţie 6.2.1. O LMNθ-algebră slab-temporală este un triplet (L, G,H)

astfel ı̂ncât

L = (L,∨,∧,−, (ϕi)i∈I , 1L)

este o LMNθ-algebră şi G, H : L → L sunt două operaţii unare pe L care

satisfac condiţiile (2.1)-(2.3) din Definiţia 2.2.1.

Definiţie 6.2.2. O LMNθ-algebră temporală este o LMNθ-algebră slab-

temporală (L, G,H) astfel ı̂ncât G şi H verifică ı̂n plus proprietatea (2.4)

din Definiţia 2.2.2.

Definiţie 6.2.3. Fie (L, G,H) o LMNθ-algebră slab-temporală (tempo-

rală). Definim operaţiile F, P : L → L prin F (x)
def
= −G(−x) şi P (x)

def
=

−H(−x), pentru orice x ∈ L.

• Cazul slab-temporal

Remarcă 6.2.4. Fie (L, G,H) o LMNθ-algebră slab-temporală. Este cunos-

cut faptul că C(L) este algebra Boole a elementelor lui L.

Dacă x ∈ C(L) rezultă ϕiG(x) = G(ϕix) = G(x), deci G(x) ∈ C(L).

Într-un mod similar se arată că H(x) ∈ C(L).

Considerăm operaţiile C(G) : C(L) → C(L) şi C(H) : C(L) → C(L),

definite prin: C(G)
def
= G|C(L), C(H)

def
= H|C(L).

Obţinem că (C(L), C(G), C(H)) este algebră Boole slab-temporală.

Lemă 6.2.5. Dacă (L, G,H) este o LMNθ-algebră slab-temporală atunci

(C(L), C(G), C(H)) este o algebră Boole slab-temporală.

Remarcă 6.2.6. Construcţia functorilor C şi In din cazul algebrelor fără

negaţie este adaptată algebrelor cu negaţie.
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• Exemplu de LMNθ-algebră slab-temporală

Fie (X,R1, R2) un cadru slab-temporal şi L o LMNθ-algebră completă

şi complet chrysippiană. Mulţimea LX se organizează ca LMNθ-algebră

slab-temporală cu operaţiile definite similar cazului LMθ-algebrelor slab-

temporale.

• Cazul temporal

• Exemplu de LMNθ-algebră temporală

Fie (X,R) un cadru temporal şi L o LMNθ-algebră completă şi complet

chrysippiană. Mulţimea LX se organizează ca LMNθ-algebră temporală cu

operaţiile definite similar cazului LMθ-algebrelor temporale.

6.2.2 Teoremele de reprezentare pentru LMNθ-algebre slab-

temporale (temporale)

• Cazul slab-temporal

Teoremă 6.2.7. (Teorema de reprezentare)

Pentru orice LMNθ-algebră temporală slabă (L, G,H), există un cadru slab-

temporal (X,R1, R2) şi un morfism injectiv

α : (L, G,H)→ (In(L2)X , G∗, H∗)

unde G∗ şi H∗ sunt definite ı̂n relaţiile (1.4) şi (1.5).

• Cazul temporal

Teoremă 6.2.8. (Teorema de reprezentare)

Pentru orice LMNθ-algebră temporală (L, G,H), există un cadru temporal

(X,R) şi un morfism injectiv

α : (L, G,H)→ (In(L2)X , G∗, H∗)

unde G∗ şi H∗ sunt definite ı̂n relaţiile (1.6) şi (1.7).

6.2.3 LMNθ-algebre slab-temporale (temporale) regulate

Definiţie 6.2.9. Dacă I este o mulţime regulată (Definiţia 6.1.3), o LMNθ-

algebră slab-temporală (temporală) se numeşte LMNθ-algebră slab-temporală

(temporală) regulată.

• Cazul slab temporal
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Corolar 6.2.10. Pentru orice LMNθ-algebră (L, G,H) slab-temporală reg-

ulată, există un cadru slab-temporal (X,R1, R2) şi un morfism

γ : (L, G,H)→ (L̄X1+θ ' (In(L2))X , G∗, H∗) unde G∗ şi H∗ sunt definite ca

ı̂n relaţiile (1.4 şi (1.5).

• Cazul temporal

Corolar 6.2.11. Pentru orice LMNθ-algebră (L, G,H) temporală regulată,

există un cadru temporal (X,R) şi un morfism

γ : (L, G,H)→ (L̄X1+θ ' (In(L2))X , G∗, H∗) unde G∗ şi H∗ sunt definite ca

ı̂n relaţiile (1.6 şi (1.7).

Remarcă 6.2.12. Corolarul 6.2.11 este o generalizare a teoremei de reprezentare

a LMn-algebrelor temporale ([15]), deoarece pentru I finită avem L̄1+θ =

L̄n = Ln.



Capitolul 7

LMNθ-algebre poliadice

slab-temporale (temporale)

În acest capitol sunt studiate algebrele  Lukasiewicz-Moisil θ-valente cu

negaţie poliadice slab-temporale (temporale). Este stabilită o teoremă de

reprezentare pentru cazul slab-temporal.

Cele mai importante contribuţii ale acestui capitol sunt:

• Subsecţiunea 7.2.1, ı̂n care introducem noţiunea de LMNθ-algebră po-

liadică slab-temporală (Definiţia 7.2.1) şi LMNθ-algebră poliadică tem-

porală (Definiţia 7.2.2) pentru care dăm proprietăţi şi exemple.

• Subsecţiunea 7.2.2, unde enunţăm şi demonstrăm teorema de reprezentare

a LMNθ-algebrelor poliadice slab-temporale (Teorema 7.2.8).

• Subsecţiunea 7.2.3, unde, ı̂n cazul algebrelor regulate dăm o formă

rafinată a teoremei de reprezentare a LMNθ-algebrelor poliadice slab-

temporale (Corolarul 7.2.14).

7.1 Algebre LMNθ-poliadice

Definiţie 7.1.1. O LMNθ-algebră poliadică este un 5-uplu (L, U, S, ∃,∀)
unde L = (L,∨,∧,−, (ϕi)i∈I , 1L) este o LMNθ-algebră, U este o mulţime

nevidă, S este o funcţie de la UU la mulţimea endomorfismelor lui L şi ∃,
∀ sunt două funcţii de la P(U) la LL, care satisfac axiomele (P1)-(P6) ale

Definiţiei 1.2.1 şi axioma (P7) a Definiţiei 3.1.1.

40
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7.2 LMNθ-algebre poliadice slab-temporale (tem-

porale)

7.2.1 Definiţii şi proprietăţi algebrice

Definiţie 7.2.1. O LMNθ-algebră poliadică slab-temporală este un 7-uplu

(L, U, S, ∃,∀, G,H)

astfel ı̂ncât

(7.1) (L, U, S, ∃,∀) este o LMNθ-algebră poliadică,

(7.2) (L, G,H) este o LMNθ-algebră poliadică slab-temporală,

(7.3) S(τ)(G(p)) = G(S(τ)(p)), pentru orice τ ∈ UU şi p ∈ L,

(7.4) S(τ)(H(p)) = H(S(τ)(p)), pentru orice τ ∈ UU şi p ∈ L.

Definiţie 7.2.2. O LMNθ-algebră poliadică temporală este o LMNθ-algebră

poliadică slab-temporală (L, U, S, ∃, ∀, G,H) astfel ı̂ncât G şi H verifică

următoarea proprietate adiţională: pentru orice x, y ∈ L,

(7.5) G(x) ∨ y = 1L ddacă x ∨H(y) = 1L.

• Cazul slab-temporal

Definiţie 7.2.3. Fie T = (T, (Xt)t∈T , R1, R2, 0) un sistem slab-temporal şi

L = (L,∨,∧,−, (ϕi)i∈I , 1L) o LMNθ-algebră completă şi complet chrysip-

piană şi U o mulţime nevidă.

Notăm:

FU,θT ,L = {(ft)t∈T |ft : XU
t → L, pentru orice t ∈ T}.

Pe FU,θT ,L considerăm operaţiile ∧, ∨, ϕTi , 1T , S(τ), ∃(J), ∀(J), G şi H ca

ı̂n Propoziţia 3.2.5 şi ı̂n plus operaţia −T , definită prin: −T ((ft)t∈T )
def
=

(−◦ft)t∈T , unde (−◦ft)(x) = −(ft(x)), pentru orice i ∈ I, t ∈ T şi x ∈ XU
t .

Lemă 7.2.4. (FU,θT ,L, U, S, ∃, ∀, G,H) este o LMNθ-algebră poliadică slab-

temporală.

Fie (L, U, S, ∃, ∀, G,H) o LMNθ-algebră poliadică slab-temporală. Am

notat prin C(L) mulţimea elementelor complementate a lui L.

Lemă 7.2.5. Dacă (L, U, S, ∃, ∀, G,H) este o LMNθ-algebră poliadică slab-

temporală atunci (C(L), U, S, ∃,∀, C(G), C(H)) este o algebră Boole poliadică

slab-temporală.



42

• Cazul temporal

Construim un exemplu analogic pentru LMNθ-algebră poliadică. Folosim

noţiunea de sistem temporal.

Fie T = (T, (Xt)t∈T , R, 0) un sistem temporal, (L,∨,∧,−, (ϕi)i∈I , 1L)

Pe mulţimea FU,θT ,L = {(ft)t∈T |ft : XU
t → L, for all t ∈ T} definim

operaţiile ∨, ∧, −T , ϕTi , 1T , S(τ), ∃(J), ∀(J), G şi H ca ı̂n Propoziţia

3.2.7 şi operaţia −T ı̂n acelaşi fel ca ı̂n Definiţia 7.2.3.

Propoziţie 7.2.6. (FU,θT ,L, U, S, ∃,∀, G,H) este o LMNθ-algebră poliadică

temporală.

Observaţie 7.2.7. Construcţia functorilor adjunţi C şi In, se va extinde

şi ı̂ntre categoriile algebrelor Boole poliadice slab-temporale (temporale) şi

categoria LMNθ-algebrelor poliadice slab-temporale (temporale).

7.2.2 Teorema de reprezentare ı̂n cazul slab-temporal

Această subsecţiune conţine principalul rezultat al acestui capitol: teo-

rema de reprezentare pentru LMNθ-algebre poliadice slab-temporale.

Teoremă 7.2.8. (Teorema de reprezentare). Fie (L, U, S, ∃,∀, G,H) o LMNθ-

algebră poliadică slab-temporală local finită şi de grad infinit şi Γ un filtru

propriu al lui L cu Jp = ∅ pentru orice p ∈ Γ. Atunci există un sistem

slab-temporal T = (T, (Xt)t∈T , R1, R2, 0) şi un morfism de LMNθ-algebre

poliadice slab-temporale Φ : L → FU,θT astfel ı̂ncât, pentru orice p ∈ Γ, are

loc: Φ(p) = (ft)t∈T ⇒ (f0(x))(i) = 1, pentru orice x ∈ XU
t şi i ∈ I.

Remarcă 7.2.9. Ideea demonstraţiei teoremei 7.2.8 este de a folosi func-

torii adjuncţi C şi In pentru a transfera reprezentarea unei algebre Boole

poliadice slab-temporale ı̂n reprezentarea unei LMNθ-algebre poliadice slab-

temporale.

Problemă deschisă 7.2.10. Demonstraţia teoremei de reprezentare pentru

LMNθ-algebre poliadice temporale rămâne o problemă deschisă.

7.2.3 Cazul regulat

Definiţie 7.2.11. Dacă mulţimea I este regulată (Definiţia 6.1.3), LMNθ-

algebrele poliadice slab-temporale se numesc LMNθ-algebre poliadice slab-

temporale regulate.

Propoziţie 7.2.12. Dacă I este o mulţime regulată, atunci LMNθ-algebrele

poliadice slab-temporale regulate FU,θT şi FU,θT ,L̄1+θ sunt izomorfe.
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Remarcă 7.2.13. Dacă I este o mulţime regulată, atunci, utilizând Propoziţia

7.2.12, teorema de reprezentare a LMNθ-algebrelor poliadice slab-temporale

regulate are următoarea formă:

Corolar 7.2.14. Fie (L, U, S, ∃,∀, G,H) o LMNθ-algebră poliadică slab-

temporală regulată local finită de grad şi de grad infinit şi Γ un filtru propriu

al lui L cu Jp = ∅ pentru orice p ∈ Γ. Atunci există un sistem slab-temporal

T = (T, (Xt)t∈T , R1, R2, 0) şi un morfism de LMNθ-algebre poliadice slab-

temporale regulate Φ : L→ FU,θT ,L̄1+θ
astfel ı̂ncât, pentru orice p ∈ Γ, are loc:

Φ(p) = (ft)t∈T ⇒ f0(x) = 1, pentru orice x ∈ XU
t .



Capitolul 8

Concluzii şi cercetări viitoare

Teza de faţă a studiat calculul propoziţional şi calculul cu predicate a

două sisteme de logică temporală având drept bază logica Moisil θ-valentă:

• calculul propoziţional WTMθ(k) (Capitolul 3),

• calculul propoziţional TMθ(k) (Capitolul 3),

• calculul cu predicate WT PMθ(k) (Capitolul 5),

• calculul cu predicate T PMθ(k) (Capitolul 5).

La nivelul sintaxei, diferenţa dintreWTMθ(k) şi TMθ(k) pe de o parte

şi WT PMθ(k) şi T PMθ(k) pe de altă parte constă ı̂ntr-o axiomă ce real-

izează legătura dintre operatorii temporali G şi H (vezi axioma (MA18)). O

diferenţă mai pronunţată apare ı̂n cazul semanticilor de tip Kripke asociate

acestor sisteme.

Semanticile Kripke ale sistemelelor WTMθ(k) şi WT PMθ(k) folosesc

o noţiune de cadru temporal cu două relaţii de accesibilitate R1 şi R2, iar

semanticile Kripke ale TMθ(k) şi T PMθ(k) folosesc o singură relaţie de

accesibilitate R (caz ı̂n care R2=R−1
1 ).

Sistemele logice din lucrare sunt studiate din perspectiva unei relaţii

tripartite dintre sintaxa, semantica şi algebrele asociate lor. Pentru fiecare

sistem logic este construită sintaxa (limbajul plus structura logică), apoi este

dezvoltată o semantică de tip Kripke. Sunt introduse următoarele tipuri de

algebre pentru cele patru sisteme logice:

Sistem logic Algebre

calculul propoziţional WTMθ(k) LMθ-algebre slab-temporale

calculul propoziţional TMθ(k) LMθ-algebre temporale

calculul cu predicate WT PMθ(k) LMθ-algebre poliadice slab-temporale

calculul cu predicate T PMθ(k) LMθ-algebre poliadice temporale

44
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Aceste structuri sunt studiate din punct de vedere algebric, iar pentru

LMθ-algebrele slab-temporale, LMθ-algebrele temporale, LMθ-algebrele po-

liadice slab-temporale, LMNθ-algebrele poliadice slab-temporale sunt obţinute

teoreme de reprezentare. Folosind aceste teoreme de reprezentare sunt

demonstrate apoi teoreme de completitudine pentru logicile WTMθ(k),

TMθ(k) şiWT PMθ(k) (Teorema 4.2.12, Teorema 4.2.14 şi Teorema 5.2.14).

De asemenea, ı̂n Capitolul 6 studiem algebrele  Lukasiewicz-Moisil θ-

valente cu negaţie slab-temporale (temporale). Pentru aceste structuri al-

gebrice, demostrăm teoreme de reprezentare. Pentru un caz particular, al-

gebrele regulate dăm o altă formă a teoremelor de reprezentare care gener-

alizează cazul n-valent.

În Capitolul 7 introducem LMNθ-algebrele poliadice slab-temporale (tem-

porale). Ca structuri algebrice, ele se obţin ı̂nzestrând LMNθ-algebrele

poliadice cu doi operatori temporali G şi H. Rezultatul principal al capi-

tolului este o teoremă de reprezentare pentru LMθ-algebrele poliadice slab-

temporale (Teorema 7.2.8).

O limitare a tezei de faţă o reprezintă lipsa unei teoreme de reprezentare

pentru LMθ-algebrele poliadice temporale, LMNθ-algebrele poliadice tem-

porale şi a unei teoreme de completitudine pentru logica T PMθ(k). De

aceea primele două probleme deschise vor fi:

Problema deschisă 1: Demonstraţia unei teoreme de reprezentare pentru

LMθ-algebrele poliadice temporale.

Problema deschisă 2: Demonstraţia unei teoreme de reprezentare pentru

LMNθ-algebrele poliadice temporale.

Problema deschisă 3: Demonstraţia unei teoreme de completitdine pentru

logica T PMθ(k).

Rezolvarea Problemei deschise 1 ar putea conduce la rezolvarea Proble-

mei 3.

Demonstraţiile teoremelor de completitudine din lucrare sunt de tip alge-

bric, bazându-se pe teoremele de reprezentare ale algebrelor corespunzătoare.

Atunci următoarele probleme deschise ar fi:

Problema deschisă 4: Găsiţi demonstraţii ale teoremei de completitudine

directe, fără a folosi teorema de reprezentare (de exemplu, demonstraţia de

tip Henkin).

Problema deschisă 5: Găsiţi demonstraţii metamatematice ale teoremei

de reprezentare pentru LMθ-algebre slab-temporale, LMθ-algebre temporale

şi LMθ-algebre poliadice slab-temporale (bazate pe teoremele de completi-

tudine pentru logicile WTMθ(k), TMθ(k) şi WT PMθ(k)).
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Cu rezolvarea ultimelor două probleme deschise s-ar lumina complet

relaţia dintre completitudine şi reprezentare ı̂n cazul logicilor studiate ı̂n

lucrare.

Următoarele două probleme pot genera direcţii de dezvoltare vaste:

Problema deschisă 6: Dezvoltaţi teoria modelelor pentru calculul cu pred-

icate WT PMθ(k) şi T PMθ(k).

Problema deschisă 7: Dezvoltaţi logica algebrică corespunzătoare calcu-

lului cu predicate WT PMθ(k) şi T PMθ(k).

Problema deschisă 8: Dezvoltaţi logica Moisil θ-valentă cu negaţie slab-

temporală (temporală) (calculul propoziţional şi calculul cu predicate).

Ca exemplificare, ı̂n cadrul Problemei 6, ar putea fi ı̂ncercată demonstraţia

unei teoreme de interpolare de tip Craig, iar ı̂n cadrul Problemei 7, demonstraţia

unei proprietăţi de amalgamare.
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[51] Gr. C. Moisil, Contributions à l’ étude des logiques non-chrysippiennes.
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