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Introducere

Logicile neclasice au aparut datorita incapacitatii logicii clasice de a for-
maliza unele teorii gtiintifice. Printre cele mai importante logici neclasice
amintim logicile intuitioniste, logicile modale, logicile temporale si logicile cu
mai multe valori. Evolutia logicii, precum si impactul altor discipline asupra
logicii, au condus la aparitia unor sisteme logice mixte. Noile sisteme logice
au fost construite combinand si rafinand sisteme logice existente.

Scopul tezei de fata este de a studia unele sisteme logice obtinute din
logicile temporale ([5], [19],[31]) si din logica Moisil §-valenta ([54], [2], [3],
[16]). Inainte de a prezenta contributiile acestei teze, vom trece in revisti
cateva date istorice, idei gi rezultate asupra logicilor temporale gi asupra
logicii Moisil §-valente.

Primele sisteme de logica temporala au fost introduse de A. N. Prior in
1957 ([61]), cu motivatii de naturi filozofici si lingvistici. In termeni gener-
ali, logica temporala studiaza propozitii a caror valoare de adevar depinde de
timp. Ea se obtine din logica clasica addugand operatorii ”the strong future
G” si "the strong past H”. ”"The future” F' si "the past” P pot fi introdusi
ca operatori derivati. Logicile temporale s-au dezvoltat in paralel cu logicile
modale. Rezultate si tehnici existente in logicile modale au fost transferate
logicilor temporale. Semanticilor de tip Kripke [38], [39] adaptate logicilor
temporale, au permis demonstrarea unor teoreme de completitudine. Teo-
remele de reprezentare ale algebrelor modale ale lui Lemmon ([41]) au fost
extinse la algebrele temporale, conducand la noi demonstratii ale teoremelor
de completitudine.

Articolul fundamental al lui Gabbay ([19]) este un studiu aprofundat
al calculelor cu predicate asociate unor sisteme temporale. In [19] sunt
demonstrate mai multe teoreme de completitudine, cu tehnici rafinate ce
impletesc ideile demonstratiilor lui Kripke cu metoda lui Henkin din cazul
calculului cu predicate clasic ([34]).

In zilele noastre, cercetarile asupra logicilor temporale s-au Imbogatit
considerabil gi au aparut sisteme temporale noi. Asemenea sisteme de logica
temporala sunt intens utilizate in informatica (vezi, de ex. [40]).

Primul sistem de logica cu mai multe valori a fost creat de J. Lukasiewicz



in anul 1920 ([45]). Acest sistem avea trei valori de adevar si era motivat de
analiza judecatilor modale ale lui Aristotel. In anul 1920, E. Post a studiat
un sistem de logica cu n valori de adevar. Mai tarziu, in 1930, Lukasiewicz si
Tarski au considerat o logica ale carei valori de adevar erau luate in intervalul
[0,1] (vezi [46]).

G. C. Moisil a introdus in anul 1940 algebrele Lukasievicz 3-valente
si 4-valente in scopul algebrizarii logicilor lui Lukasiewicz 3-valente si 4-
valente. In 1941, Moisil a definit si algebrele Lukasiewicz n-valente. Aceste
contributii ale lui Moisil se gasesc in seria de lucrari [47], [48], [49], [50], [51],
[52], [53].

Un exemplu al lui A. Rose din 1965 a ardtat cd pentru valentele n > 5,
in algebra Lukasiewicz nu mai poate fi intalnita implicatia lukasiewicziana.
Aceasta a Insemnat cid structurile introduse de Moisil algebrizeaza corect
logicile lui Lukasiewicz doar pentru n = 3 si n = 4. De fapt, logicianul
roman introduse un nou tip de logica multivalenta, esential diferita de cea
a lui Lukasiewicz. Logica lui Moisil este bazata pe ideea de nuanta si are
in centru principiul de determinare al lui Moisil. In plan algebric, nuantele
sunt produse de o familie de n — 1 operatii unare, numite endomorfisme
chrysippiene.

In anul 1969, Moisil a definit algebrele Lukasiewicz f-valente, unde 6
este tipul de ordine al unui lant marginit I. Aceste algebre au o familie
de endomorfisme chrysippiene indexate de lantul I si fiecirui endomorfism
chrysippian 1i corespunde o negatie. Teoria algebrei Lukasiewicz 8-valente a
fost dezvoltata de matematicieni roméani si straini. Printre matematicienii
romani amintim pe V. Boicescu, A. Filipoiu, A. lorgulescu si S. Rudeanu. Ca
material de referinta pentru algebrele Lukasievicz-Moisil n-valente, indicam
monografia [4]. Ideile logicii asociate algebrelor Lukasiewicz-Moisil -valente
sunt expuse in cartea lui Moisil ” Lectii asupra rationamentelor nuantate”,
aparutd postum. Ele trebuie corelate gi cu teoria multimilor fuzzy a lui
Zadeh. Formalizarea logicii Moisil #-valente a fost realizatd de V. Boicescu
si de A. Filipoiu. Sistemul formal al calcului cu predicate al logicii Moisil
O-valente a fost studiat de A. Filipoiu in [16] (vezi si [4]).

Ideea de a studia sisteme modale sau temporale bazate pe o logica cu
mai multe valori nu este noua. Lucrarile [17], [18], [32], [58] studiaza sisteme
modale construite plecand de la logici Lukasiewicz (finit sau infinit valente).
In ceea ce privegte logicile temporale bazate pe logici cu mai multe valori
mentionam contributiile din [15], [6], [7], [8].

In aceastd tezi vom studia sisteme temporale ce au ca suport logicile
Moisil f-valente (calculul propozitional si calculul cu predicate). In ceea
ce priveste prezentarea rezultatelor din teza vom adopta punctul de vedere
ca un sistem logic poate fi descris prin sintaxa, semantica si algebra sa.
Aceasta corespunde traditiei algebrice in tratarea sistemelor logice, stabilite



de profesorul Gr. C. Moisil i urmata apoi de cei mai multi logicieni romani.
Vom trece acum in revista contributiile din aceasta teza.

Capitolul 2 (Sectiunea 2.2) este consacrat principalelor structuri
algebrice ale acestei lucrari: algebrele Lukasiewicz-Moisil #-valente slab-
temporale si algebrele Lukasiewicz-Moisil #-valente temporale. Ele provin
din doua surse algebrice: algebrele Boole slab-temporale (respectiv algebrele
Boole temporale) si algebrele Lukasiewicz-Moisil #-valente. Vom privi noile
structuri ca fiind obtinute din algebrele Lukasiewicz-Moisil #-valente prin
adaugarea unor operatori temporali G si H supugi unor conditii similare
celor de la algebrele Boole slab-temporale (temporale). Problema noastra
este in ce masura proprietatile existente in cazul surselor mentionate se
pot extinde in noul cadru algebric. Capitolul incepe cu definirea noilor
structuri si cu demonstrarea unora din proprietatile lor aritmetice. Fiecarei
algebre Lukasiewicz-Moisil #-valente slab-temporale (temporale) ii este aso-
ciata o algebra Boole slab-temporala (temporald). Reciproc, fiecarei algebre
Boole slab-temporala (temporald) ii este asociatd o algebra Lukasiewicz-
Moisil #-valenta slab-temporala (temporala). Cele doua constructii au un
caracter functional producand o pereche de functori adjuncti C' si In intre
categoria WT' LMy (WTLMy) si WTB (TB). Functorul In este adjunct la
dreapta a lui C, C este fidel si In este deplin fidel. Functorii C si In sta-
bilesc o legatura puternica intre cele doua categorii, permitand transferul
unor proprietati de la una catre cealalta. Rezultatele principale ale capi-
tolului sunt teoremele de reprezentare ale algebrelor Lukasiewicz-Moisil -
valente slab-temporale si algebrelor Lukasiewicz-Moisil #-valente temporale.
Demonstratia lor se bazeaza pe functorii adjuncti C si In. O sectiune a
capitolului studiaza congruentele si filtrele intr-o algebra Lucasiewicz-Moisil
f-valenta slab-temporala.

In Capitolul 3 (Sectiunea 3.2) sunt introduse algebrele Lukasiewicz-
Moisil 6-valente poliadice slab-temporale si temporale. Ca structuri alge-
brice, ele sunt obtinute inzestrand algebrele Lukasiewicz-Moisil #-valente
poliadice cu operatorii temporali G si H satisficand axiomele specifice. Ex-
emplele principale de algebre Lukasiewicz-Moisil #-valente poliadice slab-
temporale (respectiv de algebre Lukasiewicz-Moisil #-valente poliadice tem-
porale) sunt construite plecand de la un sistem slab-temporal (respectiv
de la un sistem temporal). Centrul boolean al unei algebre Lukasiewicz-
Moisil #-valente poliadice slab-temporale (respectiv algebra Lukasiewicz-
Moisil #-valenta poliadica temporald) devine o algebra Boole poliadica slab-
temporala (algebra Boole poliadica temporalda). Se obtine astfel un func-
tor covariant C' de la categoria algebrelor Lukasiewicz-Moisil #-valentel po-
liadice slab-temporale (temporale) la categoria algebrelor Boole poliadice
slab-temporale (temporale). Se construiegte apoi un adjunct la dreapta
In al functorului C, In de la categoria algebrelor Boole poliadice slab-



temporale (temporale) la categoria algebrelor Lukasiewicz-Moisil #-valente
poliadice slab-temporale (temporale). Rezultatul principal al acestui capi-
tol este o teorema de reprezentare a algebrelor Lukasiewicz-Moisil #-valente
poliadice slab-temporale (Teorema 3.2.11). Acest rezultat extinde atat teo-
rema de reprezentare a algebrelor Lukasiewicz-Moisil 8-valente poliadice,
cat si teorema de reprezentare a algebrelor Boole poliadice slab-temporale.
Demonstratia sa consta din alaturarea mai multor leme si propozitii asupra
modului cum functorii C si In pastreaza proprietatile si constructiile po-
liadice.

Demonstrarea unei teoreme de reprezentare pentru algebrele Lukasiewicz-
Moisil #-valente poliadice temporale raméane o problema deschisa.

Capitolul 4 (Sectiunea 4.2) al tezei studiaza calculul propozitional
Moisil §-valent slab-temporal WT My(k) si calculul propozitional Moisil 6-
valent temporal T My(k) . Aceste doua sisteme temporale sunt construite
plecand de la logica Moisil #-valenta My(k) si adaugand operatorii tem-
porali G si H a caror comportare sintactica este reglatd de unele axiome
si reguli de deductie. Structurile studiate in capitolul 2 constituie algebra
logicii celor doua calcule propozitionale: algebra Lindenbaum-Tarski a lui
WT My(k) este o algebra Lukasiewicz-Moisil #-valenta slab-temporala iar
algebra Lindenbaum-Tarski a lui 7 Mg(k) este o algebra Lukasiewicz-Moisil
f-valenta temporala. In capitol sunt studiate pe rand cele trei componente
ale sistemelor WT Mg(k) si TMg(k): sintaxa, algebra gi semantica. Se-
manticile celor doua sisteme sunt definite in maniera semanticilor Kripke.
Rezultatele principale ale capitolului sunt doua teoreme de completitudine
ale lui WT My(k) si T Mp(k) in raport cu aceste semantici de tip Kripke.
Ele pot fi privite ca extensiile teoremelor de completitudine pentru cal-
culele propozitionale clasice. Demonstratia celor doua teoreme de completi-
tudine ale capitolului este de natura algebrica, utilizdndu-se teoremele de
reprezentare din capitolul precedent (Teorema 2.2.9 si Teorema 2.2.10). Ar
fi interesant de obtinut demonstratii ale acestor teoreme de completitudine
folosind mulgimile maximal consistente ale lui WT My (k) si T Mg(k).

In Capitolul 5 (Sectiunea 5.2) sunt studiate alte doua sisteme de
logica temporala: calculul cu predicate WTPMy(k) asociat calculului
propozitional WT My(k) si calculul cu predicate TPMy(k) asociat calcului
propozitional T My(k). Sintaxa celor doua logici temporale este prezentata
in a subsectiunea 5.2.1 a capitolului. In subsectiunea 5.2.2 se demonstreazi
ca algebra Lindenbaum-Tarski a lui WTPMy(k) (respectiv TPMy(k)) este
o algebra Lukasiewicz-Moisil #-valenta poliadica slab-temporald (algebra
Lukasiewicz-Moisil -valenta poliadica temporald). Semantica celor doua
sisteme logice este studiata in subsectiunea 5.2.3. Rezultatul principal al
capitolului este teorema de completitudine pentru logica WT P My (k). Mod-
elul din demonstratia acestei teoreme de completitudine este construit prin



aplicarea teoremei de reprezentare a algebrelor Lukasiewicz-Moisil #-valente
poliadice slab-temporale. In consecinta, teorema de reprezentare a alge-
brelor Lukasiewicz-Moisil #-valente poliadice slab-temporale reprezinta con-
trapartea algebricd a teoremei de completitudine a logicii WTPMy(k).
Demonstrarea unei teoreme de completitudine pentru logica TP My(k) raméne
o problema deschisa.

Capitolul 6 se ocupa de algebrele Lukasiewicz-Moisil cu negatie slab-
temporale (temporale). Rezultatul principal este o teorema de reprezentare
tip Moisil. In cazul algebrelor Lukasiewicz-Moisil cu negatie temporale regu-
late rezulta o forma rafinata a acestei teoreme. Aceasta extinde o teorema de
reprezentare din cazul n-valent obtinuta anterior de Diaconescu-Georgescu.

In Capitolul 7 sunt studiate algebrele Lukasiewicz-Moisil cu negatie po-
liadice slab-temporale (temporale). Este stabilita o teorema de reprezentare.
Sistemele logice ce corespund structurilor algebrice din ultimele doua capi-
tole nu sunt dezvoltate in teza.

Unele dintre rezultatele expuse in teza au fost publicate in urmatoarele

lucrari:

Capitolul 2 in [10],

Capitolul 3.1 in [9],

Capitolul 4 in [11],

Capitolul 5 in [12].



Capitolul 1

Preliminarii

In acest capitol prezentdm rezultate cunoscute ale algebrelor Boole si
algebrelor Boole temporale si a logicii clasice si logicii temporale utile in
descrierea notiunilor din capitolele urmatoare.

1.1 Algebre Boole

1.1.1 Algebre Boole: definitii de baza, exemple si teorema
de reprezentare

Presupunem cunoscute definitiile si exemplele fundamentale referitoare
la algebre Boole. Vom enunta doar rezultatul central din teoria algebrelor
Boole, teorema de reprezentare a lui Stone:

Teorema 1.1.1. Pentru orice algebra Boole B, existd o multime nevida X
si un morfism boolean injectiv d : B — P(X) ~ L.

1.1.2 Algebre Boole slab-temporale (temporale)

In aceastd subsectiune vom reaminti cateva definitii si rezultate ale al-
gebrelor Boole slab-temporale si temporale (see [5, 41]).

Definitie 1.1.2. O algebra Boole slab-temporala este un triplet (B, G, H)
astfel incat B = (B, —,—,1p) este o algebra Boole si G, H : B — B sunt
doua operatii unare pe B care satisfac urméatoarele proprietati, pentru orice
x,y € B:

(1.1) G(1p) = 1p, H(1p) = 13,
(1.2) Gz — y) =G(x) —» G(y), Hx —y) = H(z) = H(y).

Definitie 1.1.3. O algebra Boole temporald este o algebra Boole slab-
temporala (B,G, H) care satisface in plus urméatoarea proprietate, pentru
orice x,y € B:
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(1.3) G(x) Vy =1p ddaca x vV H(y) = 1p.

e Cazul slab-temporal
e Exemplu de algebra Boole slab-temporala
Definitie 1.1.4. Un cadru slab-temporal ("weak-frame”) este un triplet

(X, R1, R2), unde X este o multime nevida si Ry, Ry sunt doua relatii binare
pe X.

Fie (X, Ry, R2) un cadru slab-temporal. Pe algebra Boole Ly se definesc
operatiile G*, H* : Ls¥ — Lz, pentru orice p € Ly si z € X:

(L4) (G*(p)(2) Z Npw)ly € X, xRy},

(1.5) (H*()(@) < Np®)ly € X, 2Ray}.

Propozitie 1.1.5. Pentru orice cadru slab-temporal (X, R1, Ra), (L5, G*, H*)
este o algebra Boole slab-temporald.

Teorema 1.1.6. [/1](Teorema de reprezentare)

Pentru orice algebra slab-temporala (B, G, H), exista un cadru slab-temporal
(X, R1, R2) si un morfism injectiv o : (B,G, H) — (L{,G*, H*), unde G*
si H* sunt definiti de relatiile (1.4) si (1.5).

e Cazul temporal

Definitie 1.1.7. Un cadru temporal (”frame”) este o pereche (X, R) unde
X este o multime nevida si R este o relatie binara pe X.

Fie (X, R) un cadru temporal. Pe algebra Boole L se definesc G*,
H* : L — L, pentru orice p € Ly si € X:

(1.6) (G*(n)(x) € N{p(y)ly € X, xRy},

(L.7) (H*(0)(x) < N{p()ly € X.yRz < xR 'y},

Propozitie 1.1.8. Pentru orice cadru temporal (X, R), (L5, G*, H*) este
o algebra Boole temporald.

Teorema 1.1.9. [41/(Teorema de reprezentare)

Pentru orice algebra Boole temporala (B,G, H), exista un cadru temporal
(X, R) si un morfism injectiv a : (B,G, H) — (L5 ,G*, H*), unde G* si H*
sunt definiti de relatiile (1.6) si (1.7).
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1.2 Algebre Boole poliadice

Logica algebrica a calculului cu predicate a aparut prin studiul a doua
tipuri de structuri algebrice: algebrele poliadice, introduse de P. R. Halmos
[33] si algebrele cilindrice, introduse de A. Tarski (vezi [35]). Un rezultat al
lui Galler [20] arata ca algebrele poliadice cu egalitate si algebrele cilindrice
sunt echivalente ca structuri algebrice.

1.2.1 Algebre Boole poliadice

Reamintim din [4] unei algebre Boole poliadice (vezi deasemenea [33],
[14]).

Definitie 1.2.1. O algebra Boole poliadica este un 5-uplu (B,U, S, 3,V),
unde B este o algebra Boole, U este o multime nevida, S este o functie
de la UY la multimea endomorfismelor lui B, 3 si V sunt doua functii de la
P(U) la multimea cuantificatorilor existentiali i universali pe B care satisac
urmatoarele axiome:

P1) S(Idy) = Idg ,

S(
P2) S(ocoT) = S(c) 0o S(r), for every o,7 € UY,
(

p_U
LLI

0) =Vv(0) = Idg,

P4) 3(JUJ") = 3(J)o3(J"),V(JUJ") = V(J)oV(J'), pentru orice J, J' C U,

(P1)
(P2)
(P3)
(P4) 3(
(P5) S(0)o3(J) = S(r)o3(J), S(c)o¥(J) = S(r)o¥(J), pentu orice J C U

si orice o, 7 € UV astfel incat aling = Tlovg,
(P6) 3(J)oS(c) = S(o)oI(c=1(J)),V(J)oS(c) = S(c)oV(oc—1(J)), pentru
orice J C U si pentru orice o € UY astfel incat o|y-1(s) este injectiva.
1.2.2 Algebre Boole poliadice slab-temporale (temporale)

Reamintim din [23] definitiile algebrelor Boole poliadice slab-temporale
si temporale.

Definitie 1.2.2. O algebra Boole poliadica slab-temporald este un 7-uplu
(B,U,S,3,¥,G,H)
care satisface:
(i) (B,U,S,3,V) este o algebra Boole poliadica,
(ii) (B, G, H) este o algebra Boole slab-temporala,

(iii) S(7)(G(p)) = G(S(7)(p)), pentru orice 7 € UY si p € B,
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(iv) S(r)(H(p)) = H(S(7)(p)), pentru orice 7 € UY i p € B.

Definitie 1.2.3. O algebra Boole poliadica temporald este o algebra Boole
poliadica slab-temporala

(B,U,S,3,¥,G,H)

care satisface in plus conditia (1.3) a Definitiei 1.1.3.

1.3 Calculul propozitional clasic si calculul
propozitional slab-temporal (temporal)
In lucrare considerim cunoscute notiunile referitoare la calculul propozitional

clasic si calculul propozitional slab-temporal (temporal) (vezi [30]).

1.4 Calculul cu predicate clasic si calculul cu pred-
icate slab-temporal (temporal)

In lucrare considerdm cunoscute notiunile referitoare la calculul cu pred-
icate clasic si calculul cu predicate slab-temporal (temporal)(vezi [30]).



Capitolul 2

Algebre Lukasiewicz-Moisil
f-valente slab-temporale
(temporale)

In acest capitol, introducem algebrele Lukasiewicz-Moisil #-valente slab-
temporale (notate LMy-algebre slab-temporale) si algebre Lukasiewicz-Moisil
O-valente temporale (notate LMjy-algebre temporale), structuri algebrice
care se obtin din doua surse: algebrele Boole slab-temporale (respectiv al-
gebrele Boole temporale) si algebrele Lukasiewicz-Moisil f-valente.

Vom da definitiie de baza, proprietati si exemple ale acestor noi tipuri
de structuri si vom prezenta relatia categoriala intre algebrele Lukasiewicz-
Moisil #-valente slab-temporale (temporale) si algebrele Boole slab-temporale
(temporale). Rezultatul central il reprezinta teoremele de reprezentare pen-
tru L My-algebre slab-temporale gi LMjy-algebre temporale.

Vom folosi aceste teoreme pentru a demonstra completitudinea sistemelor
logice descrise in capitolul 4: logica Moisil f-valenta slab-temporala WT My(k)
si logica Moisil #-valentd temporala T My(k).

Cele mai importante contributii ale acestui capitol se gasesc in:

o Subsectiunea 2.2.1, unde introducem notiunea de LMy-algebra slab-
temporala (Definitia 2.2.1) si LMpy-algebra temporala (Definitia 2.2.2)
pentru care dam exemple si proprietati.

e Subsectiunea 2.2.2, unde enuntam si demonstram teorema de reprezentare
pentru LMg-algebre slab-temporale i LMy-algebre temporale (Teorema
2.2.9 si Teorema 2.2.10).

Rezultatele obtinute in acest capitol se gasesc in [10].
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In sectiunea 2.1 reamintim definitia algebrei Lukasiewicz-Moisil f-valente
si enuntul teoremei de reprezentare a lui Moisil.

2.1 Algebre Lukasiewicz-Moisil #-valente

Algebrele Lukasiewicz-Moisil #-valente au fost introduse de Gr. C. Moisil
in 1968 [54]. In monografia [4] gdsim cea mai mare parte a rezultatelor
privind algebrele Lukasiewicz-Moisil #-valente obtinute pana in 1990.

2.1.1 Definitie si teorema de reprezentare

Fie (I,<) o multime total ordonatd cu prim element notat 0 si ultim
element notat 1, avand tipul de ordine 6.

Definitie 2.1.1. O algebra Lukasiewicz-Moisil 0-valenta (LMg-algebra) este
o structura

L= (L,V,N, (i)icr, (#;)icr,0r,11)

de tipul (2,2, (1)er, (1)ier, 0,0) astfel incat sunt satisfacute urmatoarele pro-
prietati pentru orice i,j € I si x,y € L:

(L1) (L,V,A,0r, 1) este o latice distributiva marginita,
(L2) ; este morfism de latici distributive marginite,
(L3) iz Nz =0r, pix Vg =1p,

(L4) piopj =y,

(L5) daca i < j then ¢; < ¢j,

L6) daca Vi = PiY, pentru orice ¢ € I atunci x = principiul deter-
Yy Yy

Operatiile unare (¢;);e; se numesc endomorisme chrysippiene. Ele
introduc algebric ideea de nuanta. Fiecarui endomorfism ¢; i se asociaza o
operatie unara notata ©; care are un rol similar cu cel al negatiei.

Teorema 2.1.2. [5/](Teorema de reprezentare a lui Moisil) Pentru orice
LMy-algebra L exista o multime nevida X si un morfism injectiv de LMy-
algebre o : £ — (LH)X.

Teorema de reprezentare a lui Moisil va constitui principala sursa in
gasirea teoremei de reprezentare pentru L Mp-algebrele slab-temporale (tem-
porale).
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2.2 Algebre Lukasiewicz-Moisil §-valente slab-temporale
(temporale)
2.2.1 Generalitati asupra algebrelor Lukasiewicz-Moisil #-valente

slab-temporale (temporale)

In aceastd subsectiune introducem notiunea de algebra Lukasiewicz-Moisil
f-valenta slab-temporala si temporala extinzand notiunea de algebra Boole
slab-temporala (temporald) si notiunea de algebra Lukasiewicz-Moisil 6-
valenta.

Definitie 2.2.1. O algebra Lukasiewicz-Moisil 0-valenta slab-temporala (L My-
algebra slab-temporala) este un triplet (£, G, H) astfel incat

L= (L,V,N, (i)icr, (#;)icr,0r,11)

este o LMy-algebra si G, H : L — L sunt doua operatii unare pe L care
indeplinesc urmatoarele conditii, pentru orice x,y € L:

(2.1) G(1p) =1z, H(1z) = 1z,
(2.2) Gz Ny) = G(x) ANG(y), H(z ANy) = H(z) A H(y),
(2.3) Goyw; =p;oG, Hop;=p;oH, pentru orice i € I.

Definitie 2.2.2. O algebra Lukasiewicz-Moisil 0-valenta temporala (LMg-
algebra temporald) este o LMy-algebra slab-temporala (£, G, H) care satis-
face in plus, pentru orice x,y € L, urméatoarea proprietate:

(24) G(x)Vy =1 ddaca x vV H(y) = 1p.
Definitie 2.2.3. Fie (L,V, A, (@i)icr, (@;)ier, 0, 11, G, H) o LMjy-algebra
temporala (slaba). Pentru orice i € I si x € L, definim:

def _
Py(z) = 7,H (%),

e Cazul slab-temporal

e Exemplu de LMjy-algebra slab-temporala

Fie (X, R1, R2) un cadru slab-temporal gi £ o LMpy-algebra completa si
complet chrysippiana. Definim pe LX operatiile G* si H* ca in relatiile (1.4)
si (1.5).

Propozitie 2.2.4. Pentru orice cadru slab-temporal (X, R, Rs),
(LX,G*, H*) este o LMjy-algebrd slab-temporald.
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Fie (£,G, H) o LMpy-algebra slab-temporala. Vom nota cu C(L), multimea
elementelor complementate ale lui £ (elementele = € L cu proprietatea ca
exista y € L astfel incat x Vy = 1,2 Ay =0p).

Definim C(G) : C(L) — C(L) i C(H) : C(L) — C(L), prin:
de de
(@)™ Glow). )™ Hioqw,

Lema 2.2.5. C(L) = {z € L|p;(z) = x, pentru orice i € I}.

Lema 2.2.6. Daca (L,G,H) o LMjy-algebra slab-temporald atunci
C(L),C(G),C(H)) este o algebra Boole slab-temporala.

Fie (B, G, H) o algebra Boole slab-temporala. Consideram multimea:
In(B) =B = {f|f : 1 = B,i <j= f(i) < f(j)}.

Este cunoscut faptul ca In(B) se poate organiza ca LMjy-algebra, pe care
o vom nota cu In(B). Vom defini pe In(B) operatiile unare In(G), In(H)
prin:

(In(G)(f) =Go f, In(H))(f) = H o f, pentru orice f € In(B).

Lema 2.2.7. Daca (B,G, H) este o algebra Boole slab-temporald, atunci
(In(B),In(G),In(H)) este o LMpy-algebra slab-temporala.

Notatii:
o WTB - categoria algebrelor Boole temporale slabe.

o WTLMy - categoria LMy-algebrelor temporale slabe.

Definim functorii:

C:WITLMy— WIB

este functorul definit prin:

e C(L) ={x € L|p;x = x, pentru orice i € I}.
(centrul Boolean al lui £).

e C(f) = fe) pentru f € LMy(L,L').

In:WTB — WTLM,

este functorul definit prin:
o In(B)=B'={f:1—=Bli<j= f@i) < f(j)},

e In(g): In(B) — In(B’), In(g)(u) = g o u, pentru orice g € B(B, B’)
si u € In(B).
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e Cazul temporal

¢ Exemplu de LMjy-algebra temporala

Fie (X, R) un cadru temporal si £ o LMpy-algebra completa si complet
chrysippiani. Operatiile G* si H* pe LX se definesc ca in relatiile (1.6) si
(1.7).

Propozitie 2.2.8. Pentru orice cadru temporal (X, R), (LX,G*, H*) este
o LMpy-algebra temporala.

Functorii C' si In se extind pentru:

e T'B - categoria algebrelor Boole temporale.

o T'LMy - categoria LMy-algebrelor temporale.

2.2.2 Teorema de reprezentare pentru LMy-algebre slab-temporale
(temporale)

e Cazul slab-temporal

Teorema 2.2.9. (Teorema de reprezentare a LMy-algebrelor slab-temporale)
Pentru orice LMy-algebra slab-temporala (L, G, H), existd un cadru slab-
temporal (X, Ry, R2) si un morfism injectiv

a: (L,G,H) = (In(Ly)X,G*, H*)

unde G* gi H* sunt definite ca in relatiile (1.4) si (1.5).
e Cazul temporal

Teorema 2.2.10. (Teorema de reprezentare a LMy-algebrelor temporale)
Pentru orice LMy-algebra temporala (£, G, H), existd un cadru temporal

(X, R) $i un morfism injectiv
a:(L,G H) — (In(L)™,G*, H")
unde G* si H* sunt definite in relatiile (1.6) si (1.7).

Demonstratiile teoremelor de reprezentare se bazeaza pe teoremele de
reprezentare ale algebrelor Boole slab-temporale si temporale si pe cei doi
functori adjuncti C' si In intre categoria algebrelor Lukasiewicz-Moisil slab-
temporale (temporale) si categoria algebrelor Boole slab-temporale (tempo-
rale).



Capitolul 3

Algebre Lukasiewicz-Moisil
f-valente poliadice
slab-temporale (temporale)

In acest capitol vom introduce notiunile de algebra Lukasiewicz-Moisil
f-valenta poliadica slab-temporala i temporala, structuri algebrice obtinute
adaugand la algebrele Lukasiewicz-Moisil #-valente poliadice, operatorii tem-
porali G si H care satisfac anumite axiome specifice. Rezultatul central
il constitue o teorema de reprezentare pentru algebrele Lukasiewicz-Moisil
f-valente poliadice slab-temporale. Demostratia ei combina teorema de
reprezentare a algebrelor Boole poliadice slab-temporale [23] cu o tehnica
functoriala. Demonstrarea unei teoreme de reprezentare in cazul temporal

ramane o problema deschisa.

Cele mai importante contributii din acest capitol sunt:

o Subsectiunea 3.2.1, unde definim LMg-algebrele poliadice slab-temporale
(Definitia 3.2.1) si LMy-algebrele poliadice temporale (Definitia 3.2.2)
pentru care prezentam proprietati si exemple.

o Subsectiunea 3.2.2, in cadrul careia demonstram teorema de reprezentare
a LMy-algebrelor poliadice slab-temporale (Teorema 3.2.11).

Rezultatele prezentate in acest capitol se regasesc in lucrarea [11].

3.1 Algebrele Lukasiewicz-Moisil #-valente poliadice

In aceastd sectiune reamintim din [4] definitia algebrelor Lukasiewicz-
Moisil #-valente poliadice.
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Definitie 3.1.1. [4] O LMy-algebra poliadica este un 5-uplu (£, U, S,3,V)
unde:

o [ este o LMy-algebra,

e U este o multime nevida,
e S:UY — End(L),

e 3,V:PWU)— LY,

astfel incat sunt satisficute axiomele (P1)-(P6) din Definitia 1.2.1 si in plus
are loc urmatoarea proprietate:

(P7) Pentru orice J C U, 3(J) si V(J) sunt cuantificatori existential si
universal pe L.

3.2 Algebrele Lukasiewicz-Moisil #-valente poliadice
slab-temporale (temporale)
3.2.1 Definitii, exemple si proprietati
Definitie 3.2.1. O LMy-algebra poliadica slab-temporald este un 7-uplu
(£,U,S,3,¥,G,H)

astfel incat

(3.1) (£,U,S,3,V) este o LMp-algebra poliadica,

(3.2) (L£,G, H) este o LMjy-algebra slab-temporala,
3)

(3. (7)(G(p)) = G(S(1)(p)), pentru orice 7 € UV sip € L,

(3-4)

Definitie 3.2.2. O LMjy-algebra poliadica temporald este o LMy-algebra
poliadica slab-temporala (£,U, S,3,V,G, H) astfel incat G si H verifica in
plus urmatoarea proprietate, pentru orice x,y € L:

S
S(T)(H(p)) = H(S(7)(p)), pentru orice 7 € UY si p € L.

(3.5) G(z)vy=1p iff x V H(y) = 1.

Definitie 3.2.3. Fie (£,U, S,3,V,G, H) o LMpy-algebra poliadica slab-temporala
(temporala).

e J C U se numeste suportul lui p € L daca 3(U \ J)p = p.
Intersectia suporturilor unui element p € L se va nota cu J,.

e [ este local finita daca orice element are un suport finit.
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e |U| reprezinta gradul algebrei L.

e Cazul slab-temporal

Vom folosi notiunea de sistem slab-temporal (”weak-tense system”) pen-
tru a construi un exemplu de LMy-algebra poliadica slab-temporala.

Definitie 3.2.4. [23] Un sistem slab-temporal este de forma
T = (T, (Xi)ier, R1, R2, 0)
unde:
(i) T este o multime nevida,
(ii) Ry si R2 sunt doua relatii binare pe T,
(iii) 0 € T,

(iv) pentru orice t,s € T', X; este o multime nevida cu proprietatea: daca
tR1s sau tRas, atunci X; C X.

e Exemplu de LMjy-algebra poliadica slab-temporala

Propozitie 3.2.5. Fie
o T =(T,(Xt)ter, R1, R2,0) un sistem temporal slab.

o L = (L,V,N\ (vi)icr (®;)ic1,01,11) 0o LMy-algebra completa si com-
plet chrysippiand.

e U o multime nevida.
Multimea

ng = {(ft)eer!|ft : XtU — L, pentru orice t € T}

se organizeaza ca LMg-algebra poliadica slab-temporald cu operatiile urmatoare,

pentru orice t € T si x € X[ :
(3.6) (ft)ier N (gi)ter = (ft N gi)ter, unde (fi A gi)(x) = fi(z) A ge(),
(3.7) (fe)ter V (gt)ter = (fr V gt)ter, unde (fr V g)(x) = fe(z) V gi(2),

(3.8) T (f)ier) = (@i o fi)ier, unde (@i o fi)(x) = @i(fi(x)), pentru orice
iel

(3.9) B (f)er) = (@i © fi)ier, unde (@; 0 fo)(x) = B;(fi(x)), pentru orice
1€1,
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(8.10) 07 = (0y)ser, unde 0y : XY — L, 04(x) = 0,

(8.11) 17 = (1y)ser, unde 14 : XY — L, 1,(x) = 1z,

(3.12) S(T)((fi)ier) = (gt)ier, unde g; : X' — L, gi(x) = fe(x o),

(3.13) AJI)((fe)ter) = (gt)ter, unde gy : XtU — L,
gi(r) = \/{ft(y)|?/ e X, yling = =l s}

(3.14) Y(I)((fe)ier) = (he)ier, unde by : X{ — L,
hi(z) = /\{ft(y)!y € X!, yling = =l s},

(3.15) G((ft)ier) = (9t)ter, unde gy : XtU — L,
gi(x) = /\{fs(z ox)|tRis,s € T},

(3.16) H((ft)ter) = (9t)ter, unde gr : X — L,

gi(x) = /\{fs(z ox)|[tRes,s € T}, unde i : X; — X; este functia
incluziune.

e Cazul temporal

Definitie 3.2.6. [23] Un sistem temporal ("tense system”) este de forma
T = (T, (Xt)ter, R, 0)
unde:
(i) T este o multime nevida,
(ii) R este o relatie binara pe T,
(iii) 0 € T,

(iv) pentru orice t,s € T', X; este o multime nevida cu proprietatea: daca
tRs sau sRt, atunci X; = Xj.

e Exemplu de LMjy-algebra poliadica temporala

Propozitie 3.2.7. Fie
o T =(T,(Xt)ter, R,0) un sistem temporal.

o L = (L,V,N (¢i)icr, (¥;)ier,0r,11) o LMy-algebra completa si com-
plet chrysippiand.

o U o mulfime nevida.
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Multimea
FYo . xU :
T L™ {(f)er|fe : X — L, pentru orice t € T}

se organizeazd ca LMy-algebra poliadica temporald cu operatiile (3.6)-(3.14)
antertoare gi in plus operatiile:

(3'15)’ G((ft)teT) = (gt)teT, unde gy XtU — L,
= /\{fs(‘r”tRS?S € T}7

(3.16)’ H((ft)teT (9¢)ter, unde g : XYV — L,
(x) /\{fs )|sRt,s € T}, unde sRt < tR™1

Remarca 3.2.8. Functorii C si In se extind intre categoria algebrelor Boole
poliadice slab-temporale (temporale) si categoria LMjy-algebrelor poliadice
slab-temporale (temporale).

Lema 3.2.9. Daca (£,U,S,3,V,G, H) este o LMy-algebra poliadica slab-
temporala (temporald) atunci (C(L),U,S,3,V,C(G),C(H)) este o algebra

Boole poliadica slab-temporala (temporald).

Lema 3.2.10. Daca (B,U, S,3,V,G, H) este o algebra Boole poliadicd slab-
temporala (temporald) atunci LMyg-algebra poliadica slab-temporala (tempo-
rala) atunci (In(B),U,S,3,V,In(G),In(H)) este o LMy-algebra poliadica
slab-temporala (temporala).

Notatii:
FY% se va nota cu FY? pentru £ = In(Lo)
T.L 7 P = 2)-

3.2.2 Teorema de reprezentare a LMjy-algebrelor poliadice
slab-temporale

Teorema 3.2.11. (Teorema de reprezentare) Fie (L,U,S,3,V,G, H) o LMy-
algebra poliadica slab-temporala, local finita si de grad infinit si I' un filtru
propriu al lui £ cu J, = () pentru orice p € T'. Exista un sistem slab-temporal
T = (T, (X¢)ter, R1, R2,0) si un morfism

) U0
®:L— FY

astfel incdt, pentru orice p € T, are loc: ®(p) = (fi)ter = fo(z)(@) = 1,
pentru orice v € X sii € 1.

Remarci 3.2.12. In demonstratia teoremet de reprezentare a L My-algebrelor
poliadice slab-temporale folosim teorema de reprezentare a algebrelor Boole
poliadice slab-temporale.
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In cazul L My-algebrelor poliadice temporale, demonstratia unei teoreme
de reprezentare ramane o problema deschisa.
Formulam urmatoarea conjectura:

Conjectura

Fie (£,U,S,3,V¥,G, H) o LMjy-algebra poliadica temporala, local finita
si de grad infinit i I' un filtru propriu al lui £ cu J, = @) pentru orice p € I
Exista un sistem temporal T = (T, (X¢)er, R,0) si un morfism

U0
®:L— FY

astfel incat, pentru orice p € T, are loc: ®(p) = (fi)ier = fo(z)(i) = 1,
pentru orice x € XtU siiel.



Capitolul 4

Calculul propozitional Moisil

O-valent WT My(k) si T Mpy(k)

In Capitolul 4 dezvoltam doua calcule propozitionale: logica Moisil -
valenta slab-temporala gi logica Moisil #-valentd temporala. Este construita
intai sintaxa acestor doua sisteme logice. In termeni generali, limbajul aces-
tora este obtinut din limbajul logicii Moisil #-valente prin adaugarea a doi
operatori logici G si H.

In cazul logicii Moisil #-valente slab-temporale interpretarile se bazeaza
pe cadre temporale cu doua relatii de accesibilitate iar in cazul logicii Moisil
temporale pe cadre temporale cu o singur relatie de accesibilitate. Rezul-
tatele centrale ale capitolului sunt doua teoreme de completitudine pentru
cele doua calcule propozitionale studiate. Demonstratiile acestor teoreme de
completitudine sunt de tip algebric: se trece la algebra Lindenbaum-Tarski,
apoi se aplica teoremele de reprezentare din capitolul 2 si utiliznd reprezen-
trile obtinute se construiesc interpretrile Kripke necesare.

Cele mai importante contributii ale acestui capitol sunt:

o Subsectiunea 4.2.1, unde dam axiomatizarea calculelor propozitionale
WT My(k) si TMqg(k) si demonstram unele proprietati sintactice.

e Subsectiunea 4.2.2, unde demonstram ca algebrele Lindenbaum-Tarski
ale logicilor WT Mg(k) si T Mg(k) sunt LMg-algebra slab-temporala
(Propozitia 4.2.8) si LMy-algebra temporald (Propozitia 4.2.9) studiate
in capitolul 2.

e Subsectiunea 4.2.3, unde demonstrez teoremele de completitudine pen-
tru logicile WT Mg(k) si T Mg(k) (Teorema 4.2.12 si Teorema 4.2.14).

Rezultatele din acest capitol se gasesc in [9].
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4.1 Calculul propozitional Moisil #-valent My(k)

Ideile logicii Moisil #-valente sunt prezente algebric in teoria algebrelor
Lukasiewicz-Moisil 6-valente. Motivatii filozofice ale acestei logici au fost
prezentate de Moisil in cartea sa [56].

O axiomatizare a acestei logici a fost data de V. Boicescu in 1971. Fil-
ipoiu a rafinat in 1981 aceasta logica propozitionala si a construit si calculul

cu predicate corespunzator.

4.2 Calculul propozitional Moisil #-valent
slab-temporal (temporal) WT My(k) si T My(k)

4.2.1 Sintaxa calcului propozitional WT My(k) si T My(k)

Fie (I, <) este o multime total ordonata cu prim element 0 si ultim
element 1, avand tipul de ordine 0 si k € I fixat.

Limbagjul comun al calculelor propozitionale WT My(k) si T My (k) consta
din:

variabile propozitionale: vy, v, ..., vy,... (multimea V a variabilelor

propozitionale este considerata infinita),

conectorii logici V, A, ¢;, ©;,

paranteze: (,),{, }.
e operatorii temporali G i H.

Pentru orice ¢ € I, definim:

(1) a— p Lf PV i, a8 Lf (=i B) A (B —i ),

def _ def _ ..
(2) Fia = 0;Gyp;a, P = v Hp;a.

Definitie 4.2.1. Multimea E(k) a enunturilor lui WT My (k) si T My(k)
se definegte prin inductie.

Definitie 4.2.2. k-aziomele lui WT Mg(k) si TMg(k) sunt enunturi de

urmatoarea forma, pentru orice ¢,j € I :

(MA1) p = (¢ =& p),
(MA2) (p =k (@ =k 7)) =k (P =k @) =k (P =5 7)),
(MA3) (pAq) =& p,

(MA4) (pAq) =k q,
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(MA5) (p =k @) =5 ((p =k 1) =5 (0 =% (gAT))),
(MA6) p = (pVa),
(MAT) g =, (pV ),
(MA8) (p =k @) =k ((r =r q) =& (PV7T) =k q)),

(MA9) ©j(pAq) <k ©ip A ejiq,

Regulile de deductjie:

va = f (k-m.p.) B
B "Ga’ Ha
(1) Calculul propozitional Moisil f-valent My(k) contine k-axiomele
(MA1)-(MA15) si (k-m.p).
(2) Calculul propozitional WT My(k) contine k- axiomele (MA1)-(MA17)
si toate regulile de deductie.

(TG).

(3) Calculul propozitional T Mgy(k) este o extensie a sistemului logic
WT My(k) cu k-axioma (MA18).

e Cazul slab-temporal

Definitie 4.2.3. k-teoremele formale ale lui WT My(k) se definesc prin
inductie pornind de la k-axiome gi aplicand regulile de deductie.

Definitie 4.2.4. (Deductia din ipoteze)
FieT' C E(k)sia € E(k). T Fyyragm o S existin € Nsiay,...,an €

n
" astfel incat Fyyrag, k) /\ o = O
i=1
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Notatii:

® Fywra,(k) @ @ este o k-teorema formala a lui WT My(k),

o ' My, (k) @ «este o k-teorema formala a lui WT Me(k) in ipotezele
T.

Teorema 4.2.5. (Teorema deductiei) Fie I' C E(k) si o, 5 € E(k). Atunci
Ty {a} FW’TM@(IC) B ddaca I’ l_WT./\/lg(k‘) a — B
e Cazul temporal

Remarca 4.2.6. Conceptele de k-teorema formald si k-deductie in logica
T My(k) sunt definite similar notiunilor corespunzatoare din logica WT My (k).
Vom nota cu b7, (k) @, faptul ca a este o k-teorema formald a lui 7 Mo(k)

si cu I' Frag,k) @, faptul ca a este o k-teorema formala a lui T Me(k) in
ipotezele T'.

4.2.2 Algebra Lindenbaum-Tarski a logicii WT My(k) si T My(k)

Reamintim ca E(k) este multimea enunturilor sistemelor logice WT My (k)
si TMy(k). Pentru orice doua enunturi « gi 3, definim relatia

o~y B ddaca l_WTMQ(k) i > ;i 8, pentru orice ¢ € 1.

Lema 4.2.7. ~y este o relatie de echivalenta pe E(k).
e Cazul slab-temporal

Propozitie 4.2.8. E(k)/~,, algebra Lindenbaum-Tarski a logicii WT Mg (k)
este o LMy-algebra slab-temporala cu operatiile:

def def

(w1) [a]g V [Blk = [V Bk, [ak A Bl = [ A Bk,

2) eilalk Y [pialy, Bilole 2 [@alk,

def d
3) 0 < [prale, 1 Y [prals, unde FWT Mo (k) @

(wg) G(lalr) 2 [Galy, H(lalr) Y [Hals.

e Cazul temporal

Algebra Lindenbaum-Tarski a logicii T My(k) se construieste in mod
similar cu cea a logicii WT My(k).

Propozitie 4.2.9. E(k)/~,. algebra Lindenbaum-Tarski a logicii T Mg(k)
este o LMy-algebra temporala.
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4.2.3 Semantica Kripke si completitudinea logicilor WT My (k)
si TMo(k)

e Cazul slab-temporal

Definitie 4.2.10. (Interpretare in WT My(k))
Fie (X, Ry, R2) un cadru slab-temporal. O interpretare a logicii WT My(k)
este o functie

I,:E(k)x X — L1

care verifica urmaéatoarele egalitati:

(M) Iy(aAB,x) =I(a,2) AN Lw(B, ), Iu(aV B,z) =I(a,z) V L,(8,x),
(12) I,(pic,x) = @ily(a, ), Ly(pa, x) = §;1,(a, ), pentru orice i € I,
(I3) 1w(Gp,z) = N{Lw(p,y)lzRay}, Lu(Hp,x) = A{Luw(p, y)|lzRay}-

Definitie 4.2.11. (k-tautologie in WT My(k))

FEwWT M, (k) @ ddaca pentru orice cadru slab-temporal (X, R1, Ra),
pentru orice interpretare I, : F(k) x X — L1 i pentru orice x € X,
avem I, (o, z)(k) = 1.

Teorema 4.2.12. (Teorema de completitudine) Pentru orice enunt « al lui

WT My(k) are loc:
l_WTMg(k) (6 ddacd ):WTMg(k) .
e Cazul temporal

Definitie 4.2.13. (Interpretare in 7 My(k))
Fie (X, R) un cadru temporal. O interpretare a logicii T My(k) este o functie

I : E(k) x X — L}
care verifica egalitatile (I1), (I2) anterioare si in plus:

(13) L(Gp,xz) = NM{Ii(p, y)|zRy}, Ii(Hp,z) = N{Ii(p, y)lyRz < xRy}

Teorema 4.2.14. (Teorema de completitudine) Pentru orice enunt o al lui

TMqo(k) are loc:
'_'TMe(k) a ddaca ):TMg(k) .



Capitolul 5

Calculul cu predicate Moisil
0-valent WTPMy(k) si
TPMpy(k)

Capitolul 5 studiaza calculul cu predicate corespunzator logicii Moisil 6-
valente slab-temporale (temporale). Si aici sunt studiate separat cele doua
tipuri de sisteme (”slab-temporal” si ”temporal”). Intai este construitd
sintaxa acestor calcule ale predicatelor, apoi este demonstrat faptul ca al-
gebrele Lukasiewicz-Moisil #-valente poliadice slab-temporale (temporale)
reprezinta ”logica algebricad” asociata acestor sisteme. Sunt apoi studiate
semantici de tip Kripke ale acestor logici si este demonstrata o teorema de
completitudine pentru primul dintre cele doua sisteme. Demonstratia teore-
mei de completitudine foloseste reprezentarea algebrelor Lukasiewicz- Moisil
f-valente poliadice slab-temporale.

Cele mai importante contributii ale acestui capitol sunt:

o Subsectiunea 5.2.1, unde dam axiomatizarea calculelor cu predicate
WTPMqg(k) si TPMy(k) si demonstram unele proprietati sintactice.

o Subsectiunea 5.2.2, unde demonstram ca algebrele Lindenbaum-Tarski
ale logicilor WTPMqy(k) si TPMg(k) sunt LMpy-algebra poliadica
slab-temporala (Propozitia 5.2.8) si LMy-algebra poliadica temporald
(Propozitia 5.2.9) studiate in capitolul 3.

e Subsectiunea 5.2.3, unde demonstrez teorema de completitudine pentru
logica WTPMy(k) (Teorema 5.2.14).

29



30

5.1 Calculul cu predicate Moisil §-valent PMy(k)

Calculul cu predicate Moisil #-valent a fost introdus de A. Filipoiu in
1981 [16]. Axiomatizarea calculului cu predicate Moisil §-valent pe care
m-am bazat In constructia sistemelor logice din acest capitol se gaseste in

[4].

5.2 Calculul cu predicate Moisil 6-valent WT P M,(k)
si TPMy(k)

5.2.1 Sintaxa calculelor cu predicate WT P My(k) si TPMgy(k)

Fie (I,<) este o multime total ordonatd cu prim element 0 i ultim
element 1, avand tipul de ordine 0 si k € I fixat.

Limbagjul comun al calculelor cu predicate WTPMy(k) si TPMy(k)
consta din:

e variabile propozitionale: vy, vs,...,vy,... (multimea V a variabilelor
propozitionale este considerata infinita),

e o multime @ de simboluri de predicate (fiecarui simbol de predicate r
i se asociaza un numar natural n > 0 numit ordinul sau aritatea lui r)

e conectorii logici V, A, ¢;, @,
e cuantificatorii V gi 3,

e paranteze: (,),{,},

e operatorii temporali G si H.

Definitie 5.2.1. Multimea Form(k) a formulelor lui WTPMgy(k) si TPMg(k)

se defineste prin inductie.

Definitie 5.2.2. k-aziomele lui WTPMyg(k) si TP Mg (k) sunt
(PAO) k-axiomele logicii Mg(k) ((M1)-(M15)),

(PA1) V(o = B) =k (a = V2B8), ¢ FV (),

(PA2) Jz(a =k B) =k (o = V2B), x ¢ FV(a),

(PA3) Vza —k ax/y), y ¢ BV (Vza),

(PA4) a(z/y) =k Jza, y ¢ BV (3za),
)

(PA5) ¢i(3za) ¢ Jrpia,
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(PAG) ¢;(Vxa) <3k Vapia,

7

(
(PA7) p,(3xa) <> Vap;a,
(

(PA8) ;(Vxa) <>k Jxp;a.

(PA9) G’(a —k ,8) —k (Ga —k Gﬁ), H(a —k ﬁ) —k (Ha —k H,B),
(PA10) Gyia < ¢iGa, Hpja <3k @i Ha, pentru orice i € I,

(PA1l) ¢ja = GPa, pijao = HF;a, pentru orice i € 1.

Regulile de deductie:

a,a —p B Q a o«
—— (k-m.p.), — —_—
B ( mp)’VfL‘a (G)’Ga’Hoz(

(1) Calculul cu predicate Moisil #-valent PMy(k) contine k-axiomele
(PA0)-(PAS) si regulile de deductie (k-m.p) si (G).

(2) Calculul cu predicate WT P Mjy(k) contine k-axiomele (PA0)-(PA10)
si toate regulile de deductie.

(3) Calculul cu predicate TPMy(k) este o extensie a lui WTPMy(k)
cu k-axioma (PA11).

generalizare temporald).

e Cazul slab-temporal
Definitie 5.2.3. k-teoremele formale ale lui WTPMy(k) se definesc prin

inductie pornind de la k-axiome si aplicand regulile de deductie.

Definitie 5.2.4. (Deductia din ipoteze) Fie I' C Form(k) si v € Form(k).

T'Byrpmem) ¥

n
ddaca exista 71, ...y, € I astfel Incat Fyy7pa, ) /\ Yi =k Y-
i=1

Notatii:

® FwTp My (k) @« este o k-teorema formala a Tui WTPMa(k),

o I' Myyrpatyk) @ @ este o k-teorema formala a lui WTPMa(k) in
ipotezele T

Teorema 5.2.5. (Teorema deductiei) Fie ' C Form(k) si o, 8 € Form(k).
Atunci

LU {a} Fwpramye B ddaca T Fyypragy iy & =k B-
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e Cazul temporal

Remarca 5.2.6. Conceptele de k-teorema formald si k-deductie in log-
ica TPMy(k) sunt definite similar notiunilor corespunzatoare din logica
WTPMap(k). Vom nota cu F7pag, k) @, faptul ca « este o k-teorema for-
mala a lui TPMg(k) si cu I' Frpagm) @ faptul ca a este o k-teorema
formala a lui TPMy(k) in ipotezele T'.

5.2.2 Algebra Lindenbaum-Tarski a lui WTPMy(k) si TPMy(k)
Pe multimea Form(k) a formulelor lui WTPMj(k) si TPMg(k) definim

urmatoarea relatie:
a ~ B ddaca Fyyrpa, k) i <k @ilS, pentru orice i € 1.

Lema 5.2.7. ~y este o relatie de echivalentd pe Form(k).
e Cazul slab-temporal

Propozitie 5.2.8. Algebra Lindenbaum-Tarski a logicii WTPMy(k)) este
o LMy-algebra poliadica slab-temporald cu operatiile (wl1)-(w4) si in plus:

o 3()([ole) € Bir- . Fjmols,
o V(I)([odr) E Vi1 .. . Vimals, unde {j1, ..., jm} = FV(2) N J,

e S(o)([alk) 2] [a(ii/o(i1),i2/0(i2), . .. in/o(in))]k, unde {i1,... in} =

e Cazul temporal

Algebra Lindenbaum-Tarski a logicii TPMy(k) se construiegte in mod
similar cu cea a logicii WTPMy(k).

Propozitie 5.2.9. Algebra Lindenbaum-Tarski a logicii TPMy(k)) este o
LMy-algebra poliadica temporala.

5.2.3 Semantica Kripke a logicilor WTPMg(k) si TPMy(k)
e Cazul slab-temporal

Definitie 5.2.10. O structura slab-temporald pentru WT P My(k) este
A =< (Xa Rl) R2)7 (Ax)zeX >

unde:
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e (X, Ry, Ry) este un cadru slab-temporal,

e pentru orice z € X, A, = (Ag, (7)) este o structuri pentru calculul
cu predicate PMy(k) astfel incat:
daca xRy sau xRy atunci A, C Ay, pentru orice z,y € X.

Definitie 5.2.11. (Interpretare) Fie A =< (X, Ry, R2), (Az)zex > o struc-
tura slab-temporala. O interpretare alui WT PMy(k) in A este s = (s3)zex,
unde pentru orice x € X, s, : V — A,.

Propozitie 5.2.12. Fie A =< (X, Ry, R2),(Az)zex > o structura tem-
porald slaba pentru WTPMg(k) si s = (Sz)zex. FEzistd o unicd functie
§: Form(k) x X — L) astfel incat pentru orice a, 8 € Form(k), z € X si
1 €1, au loc:

(i) 5(r(x1,...,20),2) = 12 (55(21), ..., S (20)),

(ii) 3(a = B, x) = 8o, 2) =4 5(8, @),
(i1i) S(a N B,z) =5(a,x) N§(B,z), §(aV B,x) =35(a,x) V5(S,x),
(i) 3(pic, x) = pid(a, x), 5(p;a, x) = P;3(a, ),

(v) 3(Wya,x) = N 3aly/t),z), 3Cya,x) = \/ 3(aly/t),),

teEAL teAy
(vi) 3(Gp,x) = )\ 3(p.y), 5(Hp,x) = N 3(p,v).
TRy xRy

e Notatie
Fie A o structura pentru WT PMy(k), p(v1,...,v,) o formula, x € X si
ai,...an, € A;. Vom nota:

lle(ar, .., an)lls = 3(p(vi,...0n), )

unde § se obtine din interpretarea s = (Sz)zex, Sz : V — Ay cu s.(v;) = a;,
pentru orice 1 =1,...,n.

Definitie 5.2.13.

FEwTpM k) @ (a este k-tautologie )

ddaca pentru orice structurda A =< (X, Ry, Ra), (Az)zex >, pentru orice
x € X §lay,...,a, € Ag s pentru orice interpretare s = (Sz)zex, Sz : V —
A, avem

lp(ar, ... an)ll7' (k) = 1
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Teorema 5.2.14. (Teorema de completitudinea a lui WT PMgy(k)) Pentru
orice formula ¢ a lut WTPMg(k) are loc:

FWTP M, (k) © ddacd EywTpam, k) -

e Cazul temporal

Definitie 5.2.15. O structura temporald pentru TPMgy(k) este
A=< (X, R), (Az)zex >
unde:
e (X, R) este un cadru,

e pentru orice z € X, A, = (A, (r#)) este o structura pentru calculul
cu predicate PMy(k) astfel incat:
daca xRy sau yRx atunci A, = A,, pentru orice z,y € X.

Definitie 5.2.16. (Interpretare) Notiunea de interpretare a logicii TP My(k)
se definegte in mod similar cu cea a logicii WT PMy(k), cu exceptia relatiei
(vi) care se inlocuieste cu:

(V') 3(Gp,x) = )\ 3(p,v), 5(Hp,x) = N\ 3(p,v).

TRy yRx

Teorema 5.2.17. (Teorema de corectitudine a lui TPMg(k)) Pentru orice
formuld ¢ a lui TPMg(k) are loc:

FWTP M (k) P Tmplicd Ew TPy (k) -



Capitolul 6

Algebre Lukasiewicz-Moisil

f-valente cu negatie

slab-temporale (temporale)

In acest capitol introducem notiunile de algebra Lukasiewicz-Moisil 6-

valenta cu negatie slab-temporala (notata LM Ny-algebra slab-temporald) si
algebra Lukasiewicz-Moisil #-valenta cu negatie temporald (notata LM Np-
algebra temporala), structuri algebrice obtinute din algebrele Boole slab-
temporale (algebrele Boole temporale) si algebrele Lukasiewicz-Moisil 6-

valente cu negatie.

Cele mai importante contributii ale acestui capitol sunt:

6.1

Subsectiunea 6.2.1, in care introducem notiunea de LM Ng-algebra slab-
temporala (Definitia 6.2.1) si LM Ny-algebra temporala (Definitia 6.2.2)
pentru care prezentam exemple si proprietati.

Subsectiunea 6.2.2, in care formulam si demostram teoreme de reprezentare
pentru LM Ny-algebrele slab-temporale(Teorema 6.2.7) si LM Ng-algebrele
temporale (Teorema 6.2.8).

Subsectiunea 6.2.3, unde, pentru LM Ny-algebrele slab-temporale (tem-
porale) regulate dam o forma rafinata a Teoremei 6.2.7 si a Teore-
mei 6.2.8. Aceste teoreme extind teorema de reprezentare a algebrelor
Lukasiewicz-Moisil n-valente introduse in [15].

Algebre Lukasiewicz-Moisil #-valente cu negatie

Algebrele Lukasiewicz-Moisil #-valente cu negatie au fost introduse in

1984 de A. Torgulescu in [36] pentru a generaliza notiunea de algebra Lukasiewicz-

35
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Moisil n-valentd. Pentru un caz particular de algebre Lukasiewicz-Moisil 6-
valente cu negatie, algebre regulate, A. Iorgulescu obtine teoreme de reprezentare
mai tari.

6.1.1 Definitie si teorema de reprezentare

Fie (I,<) o multime total ordonata cu 0 si 1, cu tipul de ordine 6 si
a : I — I o involutie antitona.

Definitie 6.1.1. O algebra Lukasiewicz-Moisil 0-valentd cu negatie (LM Ny-
algebra) este o algebra

L= (L,V,N\ = (¢i)ier; 1)
de tipul (2,2,1,(1);er,0) astfel incat, pentru orice z,y € L gii € I:
(i) (L,V,A,—,11) este algebra de Morgan,
(ii) wi(z Vy) = gi(2) V @i(y),
(il) piz V —piz = 1r,
(iv) iop; = ¢j,
(V) ¢i(=2) = —pa) (),
(vi) Daca i < j atunci ¢; < ¢y,

(vii) Pentru orice z,y € L, daca ¢;xz = ¢;y pentru orice ¢ € I atunci x = y
(principiul de determinare al lui Moisil).

Teorema 6.1.2. (Teorema de reprezentare) Pentru orice LM Ny-algebra L
existd o mulfime nevida X si un morfism injectiv de LM Nyg-algebre o : L —
(In(Lo))X.

6.1.2 Algebre Lukasiewicz-Moisil #-valente cu negatie regu-
late

Algebrele Lukasiewicz-Moisil #-valente cu negatie regulate sunt un caz
particular de algebre Lukasiewicz-Moisil 6-valente cu negatie, cand mutimea
I este o multime regulata.

Definitie 6.1.3. O multime I este regulata daca satisface urmatoarele pro-
prietati:

e [ este total ordonata, marginita,

e Exista o involutie antitona o : I — 1,
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e Pentru orice i € I, i # 0, exista un predecesor notat i~ € I (i~ < i i
nu exista j € I cui™ < j <1i).

Corolar 6.1.4. Pentru orice LM Ng-algebra requlata L exista o mulfime
nevidd X §i un morfism injectiv ¢ : L — Zﬁ@'

Remarca 6.1.5. Corolarul 6.1.4 este o generalizare a teoremei de reprezentare
pentru LM,-algebre, deoarece, pentru [ finita avem l_}1+9 =L, =L,.

6.2 LM Ny-algebre slab-temporale (temporale)

6.2.1 Definitii si proprietati

Definitie 6.2.1. O LM Ny-algebra slab-temporala este un triplet (£, G, H)
astfel Incat

L= (Lv VA, —, ((pi)iéla ]-L)

este o LM Ny-algebra si G, H : L — L sunt doua operatii unare pe L care
satisfac conditiile (2.1)-(2.3) din Definitia 2.2.1.

Definitie 6.2.2. O LM Ny-algebra temporald este o LM Ny-algebra slab-
temporala (£,G, H) astfel incat G si H verifica in plus proprietatea (2.4)
din Definitia 2.2.2.

Definitie 6.2.3. Fie (£,G,H) o LM Ny-algebra slab-temporala (tempo-
rald). Definim operatiile F, P : L — L prin F(x) = —G(—z) ¢i P(z) =

—H(—x), pentru orice x € L.
e Cazul slab-temporal

Remarca 6.2.4. Fie (£, G, H) o LM Ny-algebra slab-temporala. Este cunos-
cut faptul ca C(L) este algebra Boole a elementelor lui L.

Daca z € C(L) rezulta ¢;G(z) = G(p;x) = G(z), deci G(x) € C(L).
Intr-un mod similar se arati ci H(z) € C(L).

Consideram operatiile C(G) : C(L) — C(L) si C(H) : C(L) — C(L),
definite prin: C(G) < Gl ), C(H) < Hlow).

Obtinem ca (C(L£),C(G),C(H)) este algebra Boole slab-temporala.

Lema 6.2.5. Daca (L,G,H) este o LM Ny-algebra slab-temporala atunci
(C(L),C(G),C(H)) este o algebra Boole slab-temporald.

Remarca 6.2.6. Constructia functorilor C' si In din cazul algebrelor fara
negatie este adaptata algebrelor cu negatie.
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e Exemplu de LM Ny-algebra slab-temporala

Fie (X, R1, R2) un cadru slab-temporal si £ o LM Ny-algebra completa
si complet chrysippiand. Multimea L se organizeazi ca LM Ny-algebra
slab-temporala cu operatiile definite similar cazului L My-algebrelor slab-
temporale.

e Cazul temporal
e Exemplu de LM Ny-algebra temporala

Fie (X, R) un cadru temporal gi £ o LM Ny-algebra completa si complet
chrysippiana. Multimea L se organizeazi ca LM Ny-algebra temporali cu
operatiile definite similar cazului LMjy-algebrelor temporale.

6.2.2 Teoremele de reprezentare pentru LM Ny-algebre slab-
temporale (temporale)

e Cazul slab-temporal

Teorema 6.2.7. (Teorema de reprezentare)
Pentru orice LM Nyg-algebra temporald slaba (L, G, H), exista un cadru slab-
temporal (X, Ry, R2) $i un morfism injectiv

a: (L,G,H) — (In(Ly)X,G*, H*)

unde G* gi H* sunt definite in relatiile (1.4) si (1.5).
e Cazul temporal

Teorema 6.2.8. (Teorema de reprezentare)
Pentru orice LM Ng-algebra temporala (L,G, H), exista un cadru temporal
(X, R) si un morfism injectiv

a:(L,G,H) — (In(Ly)~,G*, H*)
unde G* gi H* sunt definite in relatiile (1.6) si (1.7).

6.2.3 LM Ny-algebre slab-temporale (temporale) regulate

Definitie 6.2.9. Daca I este o multime regulata (Definitia 6.1.3), o LM Ny-
algebra slab-temporala (temporald) se numegte L M Ny-algebra slab-temporala
(temporala) regulata.

e Cazul slab temporal
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Corolar 6.2.10. Pentru orice LM Ny-algebra (L, G, H) slab-temporald reg-
ulata, exista un cadru slab-temporal (X, R1, R2) si un morfism
v:(L,G,H) — (,C_{i_e ~ (In(L9))X,G*, H*) unde G* si H* sunt definite ca
in relatiile (1.4 si (1.5).

e Cazul temporal

Corolar 6.2.11. Pentru orice LM Ny-algebra (L, G, H) temporala requlatda,
existd un cadru temporal (X, R) si un morfism

v:(L,G,H) = (,C_{i_e ~ (In(L))X,G*, H*) unde G* si H* sunt definite ca
in relatiile (1.6 si (1.7).

Remarca 6.2.12. Corolarul 6.2.11 este o generalizare a teoremei de reprezentare

a LM,-algebrelor temporale ([15]), deoarece pentru I finitd avem L,y =
Ly, = Ly.



Capitolul 7

LM Ngy-algebre poliadice
slab-temporale (temporale)

In acest capitol sunt studiate algebrele Lukasiewicz-Moisil #-valente cu
negatie poliadice slab-temporale (temporale). Este stabilita o teorema de
reprezentare pentru cazul slab-temporal.

Cele mai importante contributii ale acestui capitol sunt:

o Subsectiunea 7.2.1, in care introducem notiunea de LM Ny-algebra po-
liadica slab-temporala (Definitia 7.2.1) si LM Ng-algebra poliadica tem-
porala (Definitia 7.2.2) pentru care dam proprietati si exemple.

e Subsectiunea 7.2.2, unde enuntam si demonstram teorema de reprezentare
a LM Ny-algebrelor poliadice slab-temporale (Teorema 7.2.8).

o Subsectiunea 7.2.3, unde, in cazul algebrelor requlate dam o forma
rafinata a teoremei de reprezentare a LM Nyg-algebrelor poliadice slab-
temporale (Corolarul 7.2.14).

7.1 Algebre LM Ny-poliadice

Definitie 7.1.1. O LM Ny-algebra poliadica este un 5-uplu (£,U, S, 3,V)
unde £ = (L,V, A, —, (vi)ier, 1) este o LM Ny-algebra, U este o multime
nevida, S este o functie de la UV la multimea endomorfismelor lui £ si 3,
V sunt dou# functii de la P(U) la L¥, care satisfac axiomele (P1)-(P6) ale
Definitiei 1.2.1 i axioma (P7) a Definitiei 3.1.1.

40



41

7.2 LM Ny-algebre poliadice slab-temporale (tem-
porale)
7.2.1 Definitii si proprietati algebrice
Definitie 7.2.1. O LM Ny-algebra poliadica slab-temporald este un 7-uplu
(£,U,8,3,¥,G,H)
astfel incat
7.1) (£,U,S,3,V) este o LM Ny-algebra poliadica,

7.2) (L,G, H) este o LM Ny-algebra poliadica slab-temporala,

=~
w

(7.1)
(7.2)
(7.3) S(7)(G(p)) = G(S(7)(p)), pentru orice 7 € UY si p € L,
(7.4) S(1)(H(p)) = H(S(7)(p)), pentru orice 7 € UV si p € L.

Definitie 7.2.2. O LM Ny-algebra poliadicd temporald este o LM Ng-algebra
poliadica slab-temporala (£,U,S,3,V,G, H) astfel incat G si H verifica
urmatoarea proprietate aditionala: pentru orice x,y € L,

(7.5) G(x)Vy =1 ddaca ¢V H(y) = 1.
e Cazul slab-temporal

Definitie 7.2.3. Fie T = (T, (X})ter, R1, R2,0) un sistem slab-temporal si
L= (L,V,\,—,(¢i)ier, 1) o LM Ny-algebra completa si complet chrysip-
piana si U o multime nevida.

Notam:

Fgﬁ = {(f)eer|fi : XU — L, pentru orice t € T}.

Pe ng consideram operatiile A, V, goz—, 17, S(7), 3(J), V(J), G si H ca
in Propozitia 3.2.5 si in plus operatia —7, definitd prin: —7 ((f;)er) =l

(—o fi)ter, unde (—o f;)(z) = —(fi(z)), pentruoricei € I, t € Tsiz € X.

Lema 7.2.4. (]:7U-’9L,U, S,3,V,G,H) este o LM Ny-algebra poliadica slab-
temporald.

Fie (£,U,S,3,V,G, H) o LM Ny-algebra poliadica slab-temporala. Am
notat prin C'(L) multimea elementelor complementate a lui £.

Lema 7.2.5. Daca (L,U,S,3,V,G, H) este o LM Ny-algebra poliadica slab-
temporala atunci (C(L),U,S,3,V,C(G),C(H)) este o algebra Boole poliadica
slab-temporala.
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e Cazul temporal

Construim un exemplu analogic pentru LM Ny-algebra poliadica. Folosim
notiunea de sistem temporal.

Fie T = (T, (Xt)ter, R, 0) un sistem temporal, (L,V, A, —, (¢;)icr, 11)

Pe multimea FI'% = {(fwerlfy + XY — L, forallt € T} definim
operatiile v, A, =7, 7, 17, S(7), 3(J), ¥(J), G si H ca in Propozitia
3.2.7 si operatia —7 in acelasi fel ca in Definitia 7.2.3.

Propozitie 7.2.6. (]—"7({’%,U, S,3,V,G,H) este o LM Ny-algebra poliadica
temporald.

Observatie 7.2.7. Constructia functorilor adjunti C si In, se va extinde
st intre categoriile algebrelor Boole poliadice slab-temporale (temporale) si
categoria LM Nyg-algebrelor poliadice slab-temporale (temporale).

7.2.2 Teorema de reprezentare in cazul slab-temporal

Aceasta subsectiune contine principalul rezultat al acestui capitol: teo-
rema de reprezentare pentru LM Ny-algebre poliadice slab-temporale.

Teorema 7.2.8. (Teorema de reprezentare). Fie (L,U,S,3,¥,G,H) o LM Ny-
algebra poliadica slab-temporala local finita si de grad infinit st I' un filtru
propriu al i L cu J, = 0 pentru orice p € T'. Atunci exista un sistem
slab-temporal T = (T, (Xt)ter, R1, R2,0) si un morfism de LM Ny-algebre
poliadice slab-temporale ® : L — F7q’9 astfel incat, pentru orice p € I, are
loc: ®(p) = (fi)ter = (fo(x))(i) = 1, pentru orice v € X sii € I.

Remarca 7.2.9. Ideea demonstratiei teoremei 7.2.8 este de a folosi func-
torii adjuncti C st In pentru a transfera reprezentarea unei algebre Boole
poliadice slab-temporale in reprezentarea unei LM Nyg-algebre poliadice slab-
temporale.

Problema deschisa 7.2.10. Demonstratia teoremei de reprezentare pentru
LM Ng-algebre poliadice temporale ramane o problema deschisa.
7.2.3 Cazul regulat

Definitie 7.2.11. Daca multimea I este regulata (Definitia 6.1.3), LM Np-
algebrele poliadice slab-temporale se numesc LM Ny-algebre poliadice slab-
temporale regulate.

Propozitie 7.2.12. Daca I este o multime regulata, atunct LM Ng-algebrele
poliadice slab-temporale regulate .7:7({’0 $1 Fg’i—l% sunt izomorfe.



43

Remarca 7.2.13. Daca [ este o multime regulata, atunci, utilizand Propozitia
7.2.12, teorema de reprezentare a LM Ny-algebrelor poliadice slab-temporale
regulate are urmatoarea forma:

Corolar 7.2.14. Fie (L,U,S,3,V,G,H) o LM Ny-algebra poliadica slab-
temporald regqulata local finitd de grad si de grad infinit i I' un filtru propriu
al i £ cu J, =0 pentru orice p € I'. Atunci exista un sistem slab-temporal
T = (T, (X¢)ter, R1, R2,0) si un morfism de LM Ny-algebre poliadice slab-
temporale requlate ® : L — F;{:%Hg astfel incdt, pentru orice p € I', are loc:

®(p) = (fi)rer = fo(z) =1, pentru orice x € XV.



Capitolul 8

Concluzii si cercetari viitoare

Teza de fata a studiat calculul proposzitional si calculul cu predicate a
doua sisteme de logica temporald avand drept baza logica Moisil #-valenta:

calculul propozitional WT My(k) (Capitolul 3),

calculul propozitional T My(k) (Capitolul 3),

calculul cu predicate WTPMy(k) (Capitolul 5),

calculul cu predicate TPMg(k) (Capitolul 5).

La nivelul sintaxei, diferenta dintre WT My(k) si T Myg(k) pe de o parte
si WTPMg(k) st TPMy(k) pe de alta parte consta intr-o axioma ce real-
izeaza legatura dintre operatorii temporali G si H (vezi axioma (MA18)). O
diferenta mai pronuntata apare in cazul semanticilor de tip Kripke asociate
acestor sisteme.

Semanticile Kripke ale sistemelelor WT My (k) si WTPMy(k) folosesc
o notiune de cadru temporal cu doua relatii de accesibilitate R; si Ra, iar
semanticile Kripke ale T My(k) si TPMy(k) folosesc o singura relatie de
accesibilitate R (caz in care Rngl_l).

Sistemele logice din lucrare sunt studiate din perspectiva unei relatii
tripartite dintre sintaxa, semantica si algebrele asociate lor. Pentru fiecare
sistem logic este construita sintaxa (limbajul plus structura logica), apoi este
dezvoltata o semantica de tip Kripke. Sunt introduse urmatoarele tipuri de
algebre pentru cele patru sisteme logice:

Sistem logic ‘ Algebre

calculul propozitional WT My (k) | LMjy-algebre slab-temporale

calculul propozitional T My(k) LMjy-algebre temporale

calculul cu predicate WTPMy(k) | LMy-algebre poliadice slab-temporale

calculul cu predicate TPMjy(k) L Mjy-algebre poliadice temporale
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Aceste structuri sunt studiate din punct de vedere algebric, iar pentru
L My-algebrele slab-temporale, LMjy-algebrele temporale, L My-algebrele po-
liadice slab-temporale, L M Ny-algebrele poliadice slab-temporale sunt obtinute
teoreme de reprezentare. Folosind aceste teoreme de reprezentare sunt
demonstrate apoi teoreme de completitudine pentru logicile WT My(k),
TMy(k) si WTPMy(k) (Teorema 4.2.12, Teorema 4.2.14 i Teorema 5.2.14).

De asemenea, in Capitolul 6 studiem algebrele Lukasiewicz-Moisil 6-
valente cu negatie slab-temporale (temporale). Pentru aceste structuri al-
gebrice, demostram teoreme de reprezentare. Pentru un caz particular, al-
gebrele regulate dam o alta forméa a teoremelor de reprezentare care gener-
alizeaza cazul n-valent.

In Capitolul 7 introducem LM Ny-algebrele poliadice slab-temporale (tem-
porale). Ca structuri algebrice, ele se obtin inzestrand LM Ny-algebrele
poliadice cu doi operatori temporali G si H. Rezultatul principal al capi-
tolului este o teorema de reprezentare pentru LMjy-algebrele poliadice slab-
temporale (Teorema 7.2.8).

O limitare a tezei de fata o reprezinta lipsa unei teoreme de reprezentare
pentru LMjy-algebrele poliadice temporale, LM Ny-algebrele poliadice tem-
porale si a unei teoreme de completitudine pentru logica TPMy(k). De
aceea primele doua probleme deschise vor fi:

Problema deschisa 1: Demonstratia unei teoreme de reprezentare pentru
L My-algebrele poliadice temporale.

Problema deschisa 2: Demonstratia unei teoreme de reprezentare pentru
LM Ny-algebrele poliadice temporale.

Problema deschisa 3: Demonstratia unei teoreme de completitdine pentru

logica TPMg(k).

Rezolvarea Problemei deschise 1 ar putea conduce la rezolvarea Proble-
mei 3.

Demonstratiile teoremelor de completitudine din lucrare sunt de tip alge-
bric, bazandu-se pe teoremele de reprezentare ale algebrelor corespunzatoare.
Atunci urmatoarele probleme deschise ar fi:

Problema deschisa 4: Gasiti demonstratii ale teoremei de completitudine
directe, fara a folosi teorema de reprezentare (de exemplu, demonstratia de
tip Henkin).

Problema deschisa 5: Gasiti demonstratii metamatematice ale teoremei
de reprezentare pentru L My-algebre slab-temporale, L My-algebre temporale
si LMp-algebre poliadice slab-temporale (bazate pe teoremele de completi-

tudine pentru logicile WT Mg(k), TMy(k) si WTPMgy(k)).
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Cu rezolvarea ultimelor doua probleme deschise s-ar lumina complet
relatia dintre completitudine gi reprezentare in cazul logicilor studiate in
lucrare.

Urmatoarele doua probleme pot genera directii de dezvoltare vaste:

Problema deschisa 6: Dezvoltati teoria modelelor pentru calculul cu pred-

icate WTPMy(k) si TPMy(k).

Problema deschisa 7: Dezvoltati logica algebrica corespunzatoare calcu-
lului cu predicate WTPMgy (k) si TPMy(k).

Problema deschisa 8: Dezvoltati logica Moisil #-valenta cu negatie slab-
temporald (temporald) (calculul propozitional si calculul cu predicate).

Ca exemplificare, in cadrul Problemei 6, ar putea fi incercata demonstratia
unei teoreme de interpolare de tip Craig, iar in cadrul Problemei 7, demonstratia
unei proprietati de amalgamare.
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