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1. PRELIMINARII

Pe parcursul lucrarii, K va fi corpul scalarilor (K = R = multimea numerelor reale
sau K = C = multimea numerelor complexe). Vom scrie Ry e [0,00) si Ry wf [0, o0].

Ca de obicei N = {0,1, 2, ...} = multimea numerelor naturale si N* = N\ {0}.

1. S& presupunem ci (S,X,u) este un spativ cu mdsurd, adica S este o multime

nevida, ¥ este o o - algebra de submultimi ale lui S, iar 4 : ¥ — R, este o masura
completa nenula. Vom scrie:
My (p) ={u:S — Ry |u este u - misurabila}.

Se numeste normd functionald o norma p : My (1) — R, cu proprietatile urmitoare:

(i)  p(u) = 0 daci si numai daci u(t) =0 - ap.t
(i) u<v=pu)<p) ;
(i) p(u+v) < p(u) +p(v) ;
(iv) plauw) = ap(u)
cu conventia 0 - 0o = 0.
Se stie ci p(u) < 0o = u(t) < 0o 1 - a.p.t. si u(t) < v(t) p- ap.t. = p(u) < p(v).

Spunem ca p are proprietatea Riesz - Fischer (siscriem p R — F') daca :

p (Z un> <> plun)
n=0 n=0

pentru orice sir (uy), in My (u).

Spunem c& p are proprietatea Fatou (si scriem p F') daci :

p(sup up) = sup p(uy)

pentru orice gir crescitor (uy, ), din My (u).
Se stie cd p F = p R — F (implicatia reciprocd nu este numaidecat adevarata).
Pentru orice A € ¥, vom nota ¢4 functia caracteristica a lui A.

Vom scrie def
p(A) = p(pa)

M(u)={f:5— K| f este u — masurabila}

nde o7 gy, T EHATES
unde p|f| = p .

Atunci £, este un subspatiu vectorial al lui M (x), seminormat cu seminorma

f=oplfl
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Spatiul nul este :
N() =1{f € L, | plfl =0} = {f € M(u) | (1) =0 pi— ap.t}

(de fapt N(u) = {f: S — K | f(t) =0 p - ap.t.}).
Spatiul factor va fi

Lo(p) =Ly = Lo(1)/ N
(relatia de echivalenta fiind data de

f~geplf-gl=0& f(t)=g(t) p— apt. )

normat cu norma ~ _
f= = plf
pentru fiecare f € f.

Spatiile L, se numesc spagii Kothe.
Se stie ca L, este Banach daca si numai daca p R — F.
Spatiile L, generalizeaza spatiile Orlicz sau spatiile Lebesgue LP (pentru aceste

spatii, norma funtionald || ||, are proprietatea Fatou).

2. Fie acum un spatiu topologic local compact separat T'. Consideram de asemenea
o familie de spatii Banach £ = (E})ter. Norma in fiecare E; se va nota ||z||, pentru
z € E;. O notatie mai precisa ar fi fost ||z||¢, dar consideram c& nu e cazul de confuzie.

Se numeste cdmp de vectori (relativ la £) o functie z : T — U E, astfel incat:
teT

pentru orice t € T. Spatiul tuturor campurilor de vectori relative la £ se va nota cu
C(€). Evident, C(€) inzestrat cu operatiile uzuale (definite punctual) formeazi spatiu

vectorial. def

(z,y)| = z +yunde (z +y)(t) = x(t) +y(t)
(o, )| = ax unde (ax)(t) = ax(t)
pentru orice x,y € C(€) si orice a € K.

In ceea ce priveste definitia anterioara, facem observatia ca are loc relatia:

cE) =1[&

teT
Pentru fiecare z € C(€), putem defini functia |z| : T — Ry, astfel
|z[(t) = [Jz(®)]].

Se numeste familie fundamentald de campuri de vectori continue orice subspatiu vec-

torial A din C(£), care satisface urm&toarele axiome :
(A1) Pentru orice x € A, functia |z| este continua.

(A2) Pentru orice t € T, multimea



{z(t) | = € A}

este densa in Fj.

Caz particular: Cazul de unicitate C(E)

3. Sa consideram acum o familie fundamentald de campuri de vectori continue A.

Vom spune ca x € C(€) este continuu in tyg € T relativ la A dacd, pentru orice £ > 0,

existd V' € V(tp) = multimea tuturor vecinatatiilor lui ¢y si existd y € A astfel incat

() =yl <e
pentru orice t € V.

Daca @ # A C T vom spune ca x este continuu pe A daca x este continuu in orice
t € A. In cazul in care A = T vom spune ci x este continuu (relativ la A).

Privitor la definitia anterioara, facem observatiile urmatoare :

- Orice = € A este continuu relativ la A (ludm y = 2 in definitie).

- Campul de vectori z este continuu in ¢y (relativ la A) daca si numai dacid pentru
orice y € A si orice a € K, campul de vectori z + ay este continuu in ¢y (relativ la A).

Intr-adevir, dacii z este continuu in to, ludm & > 0 gi gisim V € V(to) si z € A,
astfel incat ||z(t) — z(¢)|| < e t € V, rezultand ca |(z + ay)(t) — (z + ay)(t)|| < &, deci
z4+ay € A.

- Campul de vectori x este continuu in ¢ relativ la A dacd gi numai dacé |z —y| este
contiuu in #g, pentru orice y € A.

Pri urmare, daci x este continuu in ¢ relativ in A, rezulta ca |z| este continuu in tg.

Scriem . .

Ca(€) ={z € C(E) | x este continuu relativ la A}

Atunci A C C4(€) si Ca(E) este o familie fundamentald de vectori continue.

4. De acum Inainte vom lucra in contextul urmaétor :

Cadru : Presupunem ca T este un spatiu topologic local compact separat, cu
B =multimea borelienelor lui 7. Fie T o o - algebra de submultimi ale lui 7" astfel
incat B C T si fie p : T — Ry o miasurd nenuld completd, ju(A) < oo pentru orice
A € K = multimea submultimilor compacte ale lui 7. De asemenea sa presupunem
cd p este regulatd. Deci avem spatiul cu masurd (7,7 ,u). S& consideram o familie
E = (Ei)ter de spatii Banach , si ca gi anterior, spatiul de vectori C(€) precum si o

familie fundamentala de vectori continue A.



Un camp de vectori z € C(€) se numeste p - masurabil relativ la A (sau mai scurt

(A, ) - masurabil) daca pentru orice A € K gi orice € > 0, existd K > A C A astfel

incat u(A\ Ac) < € si @ este continuu relativ la A pe A..

Scriem

M(A, 1) ={x € C(€) | x este (A, i) — masurabil}

prin urmare C4(&) C M(A, p).

Remarcam faptul cd M(.A, p1) este un subspatiu vectorial al lui C(€) cu urmétoarele
proprietati:

- Pentru orice z,y € C(€) astfel incat © € M(A,pu) si y = = p - a.p.t., avem ca
y € M(A, p).

- Pentru orice x € M(A, p) functia |z| este p - méasurabila.

- Dacd (x,,), este un gir in M(A, p) si x € C(€) astfel incit z,, — @ fi-ap.tb., atunci
x € M(A, p). Mai mult (conform teoremei Egorov), pentru orice A € K si orice € > 0,
existd £ 3 A. C A astfel incat pu(A\ A:) < ¢ si orice (x,,), converge uniform la = pe
A..

- Un element z € C(€) este in M(A, ) dacd si numai dacd @z este In M(A, u)

pentru orice A € K.

Caz particular : Presupunem ci suntem in cazul de unicitate C(E), cu A = E.

Atunci, se poate demonstra (conform teoremei Lusin) cd un cdmp de vectori (adica o
functie) x : T — F este (E, p) - masurabild daci gi numai dacd x este p - masurabila.

In acest caz vom scrie : des
€
M(E, p) = Mp(p).



2. SPATII KOTHE DE CAMPURI DE VECTORI

1. In acest capitol vom introduce obiectul de studiu al acestei lucrari si anume
spatiile Kothe de campuri de vectori.

Vom lucra in conditiile capitolului 1, paragraful 4 i vom presupune suplimentar ca
p este o norma functionald pe (T, 7 ,u).

Spatiul seminormat Kéthe L£,(€,A) este definit astfel :

L,(€,A) = {x € M(A, ) | plz| < oo}

Definitia de mai sus are sens deoarece aga cum am vazut anterior, pentru orice
z € M(A, ) vom avea |z| € My (u).
Evident, £,(£,.A) este un subspatiu vectorial al lui M (A, i), seminormat cu semi-

norma :
x = plxl.
Spatiul nul este :

Ny(EA) ={x e M(A,pn) | plz] =0} ={z e M(A,p) | z(t)=0p— apt. }

Obtinem astfel spatiul factor :
Ly(E,A) = Ly(E,A)/n, .4
(relatia de echivalenta este datd de x ~ y & z(t) = y(t) p - a.p.t.)
normat cu norma :
T [|Z]] = pla]

pentru orice x € .

Definitia 1. Spatiul vectorial L,(£,.A), normat cu norma definitd mai sus, se

numegte spatiul Kothe de campuri de vectorsi.

2. Lema 2.

Presupunem cd p R — F si fie (xn)n un sir in L£,(€,A) astfel incdt
oo
Zp|a:n\ < 0c0. Atunci :
n=0

o0
a) Seria an convergentd (i - a.p.t., adicd exista A € T cu u(A) = 0 astfel incdt

n=0

o0
pentru orice t € T\ A, seria Z xn(t) convergenta in Ey.

n=0

b) Definim x € C(£) astfel :

Z X (t), dacat € T\A
q;(t) = ¢ n=0

arbitrar in By, dacat € A.



Atunci x € L,(E,A) st pentru orice numar natural n, avem :

pla=> wl < Y plaxl — 0.
k=0

k=n-+1

Teorema 3 (Completitudinea spatiilor Kéthe de cAmpuri de vectori)

Presupunem p R — F. Atunci L,(€,.A) este spativ Banach.

3. Am definit prin urmare spatiul £,(£,.A) si convergenta sirurilor in acest spatiu.
In continuare vom introduce un alt tip de convergenti (pe toate M(A, 1)), mai slabi
decét convergenta lui £,(&, A) pe acest spatiu.

Observam mai intai cd dacd A, Ay € T aftel incat Ay C A si u(A\ A1) =0, rezulta
ca p(A) = p(A1). (deoarece pa = pa, + a4, deci p(A) < p(A1) + p(A\ A1) = p(A)
). Folosim faptul ca paup < pa + B, obtinem p(AU B) < p(A) + p(B) pentru orice

A BeT.

Definitia 4. Fie (f,,), un sir in M(A, p).

1. Pentru f € M(A,u) vom spune ca (f,)n converge la f in p - masurd ( i vom

P
scrie f, — f ), daca pentru orice a > 0, avem :
n

lim p(|fn = f > a) = 0.

Vom scrie

o fn = f1 > a) = p(A2)

unde
Ay ={teT[||fult) = f)l[>at €T,

2. Vom spune ci (f,)n este Cauchy in p - masurd daci, pentru orice a > 0, avem :

pentru orice € > 0 exista n(e) > 1 astfel incat pentru orice m > n(e) si n > m(e) avem :

p(lfm - fnl > a) <e.

Vom scrie

o\ fm = ful > @) & p(Az, )

unde

A ={t €T |[fm(t) = fu(@)|l > a} € T.



Propozitia 5.
o

Fie (fn)n convergent in p - masurd (adica existda f € M(A, 1) astfel incdt f, — f).
n

Atunci (fn)n este Cauchy in p - mdsurd.

Propozitia 6.
P 12
1. Fie f, > fsi f=gp - ap.t Atunci f,, — g.

p p
2. Fie fr, = f si fn — g, Atunci f =g p - a.p.t..
n n

Teorema urmatoare demonstreaza ca convergenta in £,(€,.A) este mai tare decat
convergenta in p - masura.
Teorema 7.

Daca f, — f in L,(E,A), atunci fp i) f.

Corolar 8.

Fie f, = f si fo =g in L(E,A). Atunci f =g p - a.p.t.

4. In acest paragraf vom generaliza aproape uniform (asimptotic) convergenta si
vom introduce relatii intre tipurile de convergenta.
Definitia 9. Fie (f,,), un gir in M(A, p).

1. Pentru f € M(A, 1) vom spune ca (f,,)n converge p - aproape uniform (p - asimptotic)

puU
la f (si vom scrie f,, — f) dacé pentru orice € > 0, existd A, € T astfel incat p(A.) < &
- n

si (fn)n converge uniform la f pe T\ A..

2. Vom spune ci (f,)n este p - aproape uniform (p - asimptotic) Cauchy dac pen-

tru orice € > 0, existd A. € T astfel incat p(Ae) < € si (fn)n este uniform Cauchy pe
T\ Ac (ie. pentru orice § > 0, exista n(d) cu proprietatea cd pentru orice m > n(J)
si n > n(d) avem

fm(t) = fu(D)] <6

pentru orice t € T'\ A.).

Propozitia 10.

puU
Fie f, — f. Atunci (fn)n este aproape uniform Cauchy .
n



Aproape uniform convergenta este mai puternica decat convergenta a.p.t. si convergenta
in masura, dupa cum arata si teorema urmatoare :

Teorema 11.

Fie (fn)n un sir din M(A, p) si f € M(A, p).

1. Daca f, i—u> f, atunci f, — fu-anp.t

pu p
2. Daca f, — f, atunci f, — f.
n n

Propozitia 12.
pu pu
1. Daca f, — f si f =g p - a.p.t., atunci f, — g.
n n

pu pu
2. Daca fp, — f st fn, = g, atunci f =g pu - a.p.t..
n n

Urmaétorul rezultat arata cd M(A, ), este ”complet” relativ la p - aproape uniform
covergenta.

Teorema 13.

Fie (fu)n un sir in M(A, p). Urmdtoarele afirmatii sunt echivalente :

1. (fn)n este p - aproape uniform Cauchy.

2. (fn)n este p - aproape uniform convergent.

(adicd exista f € M(A, ) astfel incdt f, i f)
n

Corolar 14.
Fie (fn)n un sir in M(A,pn) si f € M(A,p) astfel incit (fn)n este p - aproape
uniform Cauchy si fr, — f p - a.p.t..

pu
Atunci f, — f.
n

Teorema 15.
Presupunem p R — F. Fie (fn)n un sir Cauchy in p - mdsurd din M(A, p). Atunci
pu
existad un subsir (fn, )k C (fn)n $i 0 functie f € M(A, ) astfel incdt fn, - I

P
(prin urmare fp, ;) fu-aptsif, ? f.)

Teorema 15 este foarte importanta. Vom prezenta in continuare cateva consecinte

ale sale. Insistam asupra faptului ca p R — F.



Prima consecinté este Teorema 16, care ne aratd cd M (A, p), impreund cu convergenta
in p - masurd, este ”complet” (analogia Teoremei Slutsky). Demonstratia rezultd ime-
diat din Teorema 15 si Propozitia 5.

Teorema 16.

Presupunem p R — F si fie (fu)n un sir in M(A,p). Urmdtoarele afirmatii sunt
echivalente :

1. Sirul (fn)n este convergent in p - mdsurd (adicd existd f € M(A,u) astfel incdt
fo 5 1),

2. Sirul (fn)n este Cauchy in p - masurd.

A doua consecintd a Teoremei 15 este Teorema 17, care leaga convergenta in spatiul
seminormat Kothe £,(£,.A) de alte tipuri de convergenta .

Teorema 17.

Presupunem p R—F si fie (fn)n un sirin L,(E,A) iar f € L,(E,A) cu proprietatea
cd fn 7]“ in L,(E,A).

Atunci ezistd un subgir (fu, )k C (fn)n astfel incat fr, % f (prin urmare fy, - I

. 14
- a.p.t. si fu 2 )

Transpunand (partial) acest rezultat de la £,(€,A) la L,(A, p) obtinem urmatorul
rezultat similar cu o proprietate clasica.

Teorema 18.

Presupunem p R—F gi fie (fn)n un sir in L, (€, A) iar fe L,(E,A) cu proprietatea
mﬁjfm%wﬁy

Atunci existd un subgir (f;k)k C (fn)n astfel incat f, ? f u - a.p.t., pentru orice



3. OPERATORI LINIARI SI CONTINUI PE SPATII KOTHE
DE CAMPURI DE VECTORI

3.1. REMARCA INTRODUCTIVA.

incepem cu o remarca cu caracter general privind operatorii liniari gi continui.

Fie X un spatiu seminormat cu seminorma p gi ¥ un spatiu normat cu norma || ||.
Notam, ca de obicei

L(X,)Y)={V:X — Y |V liniar si continuu}.

Atunci £(X,Y) este spatiu vectorial peste acelagi corp K = R sau C ca si spatiile
X,Y (cu operatiile definite punctual).

Se arata ca operatorul liniar V : X — Y este continuu daca gi numai daca exista
0 < M < oo cu proprietatea ca

IV (z)]| < Mp(x)

pentru orice x € X. Echivalent, V' este continuu daca si numai daca este continuu in 0,
adica pentru orice sir (z,), din X cu x, — 0, avem V(zy,) — 0.

De fapt £(X,Y’) devine spatiu normat cu norma operatoriald:

VIl =sup{ [[V(2)|| | z € X, p(z) <1}.
Dacad Y este Banach, atunci si £(X,Y) este Banach.

Spatiul X pune in evidenta spafiul nul al seminormei p, care este

Ker(p) ={z € X | p(z) = 0}.
Subspatiul vectorial Ker(p) al lui X este nul (adicd Ker(p) = {0}) dacd si numai
daca p este norma.
Putem factoriza :
X/ ker(p) = X
Vom nota elementele spatiului vectorial X astfel : @ (adica T este clasa de echivalenta
a lui z).
Se arati ci X devine (in mod canonic) spatiu normat cu norma
I3 pla)
pentru orice x € T.
Spatiul X este Banach daci si numai daca X este spatiu semimetric complet, adica

pentru orice gir Cauchy (z,), din X, exista (cel putin un) x € X astfel incat z,, — x.
n

10



Acum sa consideram V € £(X,Y). Putem defini V:X =Y, dupit cum urmeazi:
pentru orice x € X
V@ < Vi)
pentru orice z € z. Definitia este coerenta : dacd € T, y € T, atunci x — y € Ker(p),
deci
IV (z) =Vl = [V(z —y)ll < Mp(z —y) = 0.
Se constant ci V € £(X,Y) si anume
VI = 1VI].
Invers, fie H € £(X,Y), deci existd 0 < M < oo astfel incat
[H ()| < M |||z
pentru orice T € X.

Definind V : X — Y, prin

se vede cd V € L(X,Y) si anume

VI = I1H]].

Cele de mai sus se pot formaliza in

Teorema 21.

Cu notatiile de mai sus, spatiile L(X,Y) si E()Z,Y) sunt spalii normate izomorfe
liniar §i izometeric, prin izomorfismul :

Q:L(X,Y) = L(X,Y)
QV)=V.
Vom aplica cele de mai sus pentru :
X=L,(E A
Y = F = un spatiu Banach.

Mai precis, vom considera cadrul care genereaza spatiul Kéthe de campuri de vectori
L(E,A) (v. cap 2). Deasemenea, vom considera un spatiu Banach F. In cazul de
unicitate C(£) avem A= FE (v. cap. 2) si L,(§,A) = L,(E, ). Aga dupa cum am mai
spus, L,(£,.A) este seminormat cu seminorma

x = pl| = plal.

Avem
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Ker(p) ={z € L,(£,A) | p(x) = plz| =0} =
={zeL,(&A) | 2(t)=0p—apt}
={z e M(Ap)|z(t)=0p—apt}.
Atunci :
Lo(E,A) Ker) = Lp(E,A)
normat cu norma
T = plz| = ple|

pentru orice z € 7.

Conform celor discutate avem

Teorema 22.

Spatiile L(L,(E,A), F) si L(L,(E,A), F) sunt izomorfe liniar si izometric prin izo-
morfismul

O L(L,E A),F) = L(L,(E, A), F)

V) =T.

Avand in vedere acest fapt, vom studia operatorii liniari si continui :

V:L,(E,A) = F.

3.2. REPREZENTARI INTEGRALE

Introducem cateva notatii folosite in cele ce urmeaza. Cadrul de lucru este cel din
cap. 2, cdnd am introdus spatiile £L(€, A).

Notam

Clp) ={AeT|p(A) < oo}

Se vede ca C(p) este p — inel (semitrib), adicd C(p) este inel (clan) cu proprietatea
cd intersectia oricarui gir de multimi din C(p) este gi ea o multime din C(p).

Un camp simplu de vectori este un camp de forma

n
T = Z@Aifﬂr

unde A; € C(p) sunt mutual disjuncte (4; N A; = @, daca i # j) si z; € A.

Notam cu &,(A) multimea campurilor simple. Evident £,(A) este un subspatiu

vectorial al lui C(£).
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In cazul de unicitate C(E) am identificat A = E, deci elementele din
£,(A) Y £,(E) an forma
T = zn: ©A,T;
cu A; € C(p) mutual disjuncte si xZ:EI E.
Si mai particular, dacd E = K, notam &£,(K) = &,.

Se vede ca, deoarece A € M(A, ), avem £,(A) C M(A, ).

De cele mai multe ori, in cele ce urmeaza, vom accepta

Presupunerea 1.

Avem E,(A) C L(E, A).

Observatie. Presupunerea 1 este automat verificata in cazul de uniciatate C(E).

De acum inainte, in cadrul acestui paragraf, vom accepta Presupunerea 1.

Teorema de reprezentare integrald va putea fi data acceptand o ipoteza de lucru mai

tare decat Presupunerea 1, anume

Presupunerea 2.

Spatiul £,(A) este dens in L,(E,A).

Observatie importanta: Presupunerea 2 este verificata in urmatoarea situatie

- suntem in cazul de unicitate C(E = K), adica lucram pe spatiul £,;

- norma functionald p este de tip absolut continuu, adicd : pentru orice sir (uy,), C

My (1), cu p(uy) < 00 si (un)n descrescator la 0, avem
lim p(uy,) = inf p(u,) =0 (v. [3]).
n n
De exemplu, dacd 1 < p < oo, normele functinale || ||, sunt de tip absolut continuu,

ceea ce nu este cazul in general pentru || || (v. [3]).

Teorema 23 (Teorema de reprezentare integrald).

Acceptam Presupunerea 2.

Atunci spatiile Banach L(L,(E,A), F) cu norma operatoriala ||V|| si Mp(A, p)

cu norma ||m|| sunt liniar gi izometric izomorfe, prin izomorfismele :

13



a:L(L,(E,A),F) — Mp(A,p)

a(V) = m, unde

m(A)(z) = V(paz), pentru orice A € C(p),x € A.
b: Mp(A, p) — LIL,(E,A),F)

b(m) =V, unde

V(f)= liyrln/fndm . pentru orice f € L,(E,A).

Aict, (fn)n C E,(A) este un sir cu proprietatea f,, — f in L,(E,A).

In plus, a si b sunt izomorfisme inverse unul altuia.

3.3. OPERATORI CU PROPRIETATI SPECIALE
In tot cursul acestui paragraf vom accepta Presupunerea 1.
Fie V : L,(£, A) — F un operator liniar si continuu. Asadar
VI = sup{ V(NI f € £,(€,A), plf| <1} < o0.
Introducem ||V||1 si [[|[V]||-
VIl = sup{ V(I | | € E,(A), plfl < 1.
Asadar :

IVIL =sup{ | > V(eazi)ll | =D wamzi€E(A), plf] <1}
i=1 i=1
Evident
V[l <[V < o0

Acum introducem

IVIl=sup{d 1| Veaw)ll | f =D wazi € E(A), plf] < 1.

i=1 i=1
Evident :
VI < VL
Din definitie rezults ci, pentru orice cAmp f = Z wa,z; € EH(A), avem :
i=1
1Y Vieaz)ll <V ol f]

i=1
D IVaz) LMV plfI-
i=1

Exemplu. Vom lucra in cazul de unicitate C(E).
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Revenim la cazul general. Vom vedea cd in cazul F = K (deci V este o functionald
liniar& continua), avem || V ||| = || V ||1 < oo.

Teorema 24.

Fie V: L,(E,A) = K o functionald liniard si continud.

Atunci |V =V |1 < oco.

Daca acceptam Presupunerea 2, rezulta ca, pentru orice operator liniar si continuu
V:L,(E,A) = F, avem

VI =1Vl

cu o teorema de densitate care a mai fost folosita.

Teorema 25.

Acceptam Propunerea 2.

1. Fie V : L,(€,A) = F un operator liniar si continuu. Atunci :

VI < IV
2. FieV:L,(E,A) = K o functionald liniarda si continud. Atunci :

VI =11Vl

In continuare, vom introduce operatorii dominanti.
Functionala liniara H : £, — K se numeste pozitiva daca H(f) > 0, pentru orice

0< feL, Rezulta H(f) > H(g), dacd f > g p- a.p.t. .

Teorema 26.

Se presupune p R — F. Fie H: L, — K functionald (liniard) pozitivd.

Atunci H este continud.

Definitia 27. Un operator liniar V' : £,(£,A) — F se numeste dominat daca
existd o functionald (liniara) pozitiva H : £, — K cu proprietatea cé, pentru orice
feL,(€ A),avem :

V(HI < H(|f])-

(in acest caz spunem ca V_este dominat de H sau H _domina V).

Teorema 28.

Se presupune p R-F. $i fie V : L,(E, A) = F un operator liniar dominat. Atunci V
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este continuu.

In cele ce urmeazi ne propunem si studiem legiitura intre ||V|]| si dominarea opera-
torului V. O implicatie este data de :

Teorema 29.

Fie V : L, (€, A) = F un operator dominat. Atunci ||V ||| < oc.

Ne punem problema daca implicatia inversa este adevarata. Vom putea da un
raspuns partial (adicd in conditii mai restrictive) la aceastd intrebare.
Rezultatul care urmeaza (reciproca partiala) va fi dat in cazul de unicitate C(E).

Vom nota |z| in loc de ||z|| pentru = € E si |y| in loc de ||y|| pentru y € F.

Teorema 30.
Se lucreaza in cazul de unicitate C(E).
Presupunem ca p este de tip absolut continuu $i acceptam Presupunerea 2.

Fie V : Ly(E,pn) — F liniar si continuu. Daca ||V < oo, rezultd ca V este

dominat.

Folosind rezultatele precedente, avem

Teorema 31.

Se lucreaza in cazul de unicitate C(E).

Presupunem ca p este de tip absolut continuu $i acceptam Presupunerea 2.

Fie V : L,(E, u) = F liniar st continuu. Atunci V' este dominat dacd st numai dacd

IVIIF < oo

Remarca: Modul de lucru privind definirea masurii v se leaga de teoria masurilor

vectoriale. Anume, v este variatia masurii vectoriale m.

Se constatd legatura intre teoria operatorilor V, cu [|V||| < oo si teoria integralei

vectoriale In raport cu masurile cu variatie finita.
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3.4. OPERATORI GENERATI DE CAMPURI DE OPERATORI

Acceptam cadrul de lucru din cap 2, folosit la definirea spatiilor £,(€, A) si £,(€, A).
Fie si F' un spatiu Banach.
Pentru orice t € T, notdm L(E;, F) = G; (dacd F = K, avem G; = E}). Deaseme-
nea, notdm Gr = (Gt)ier. Dacd F = K, vom nota astfel:
def

Gr = (Ef)ier = £

Prin urmare, putem considera spatiul de campuri de operatori :

CGr)={U:T— U G: | U(t) € G pentru orice t € T'}
teT
(daca F = K avem spatiul
CE={U:T— U E; | U(t) € E| pentru orice t € T'}).
teT

Definitia 32. Fie U € C(Gr).

Spunem cd U este slab u- mdsurabil (respectiv simplu p- mdsurabil) daca : pentru

orice x € A si orice y' € F', functia y/'(Uz) : T — K, definitd prin

y'(Uz)(t) = y' (U ) (2(1)))

(respectiv pentru orice z € A, functia Uz : T — F, definita prin

este - masurabila.

Proprietatea se transferd de la A la intreg spatiul M(A, p) :

Teorema 33.

Fie U € C(Gr). Atunci U este slab p- mdsurabil (respectiv simplu p- masurabil)
dacd si numai dacd pentru orice x € M(A, ) si orice y' € F' (respectiv pentru orice

x € M(A, ) functia y' (Uzx) (respectiv functia Uz) este p- masurabild.

Evident ca orice camp U simplu p- masurabil este si slab p- masurabil. Reciproca
nu este adevarata in general. Un caz cand reciproca este corecta este dat de:

Teorema 34.

Se presupune cd F este spatiu separabil (de tip numdrabil). Atunci, un camp de

operatori U € C(Gr) este simplu p- masurabil dacd si numai dacd este slab p- masurabil.
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In particular, luind F = K : a spune ci U € C(£') este simplu p- misurabil,

inseamna a spune ca U este slab pu- masurabil.

In continuare, vom genera cu ajutorul unui cAmp de operatori U € C(Gr) un operator
liniar si continuu Hy : L,(€,A) = L,(F, p).

Fie U € C(Gr). Sa presupunem ca U este simplu p- mdsurabil si mdrginit (adica

sup |[u(t)|| = M < oo).
teT

Vom mai presupune ca p R—F, ceea ce implica faptul ca L,(F, ) este spatiu Banach
(daca F = K, rezulta ca L, este spatiu Banach ).

Teorema 35.

In conditiile de mai sus, avem operatorul liniar si continuu
Hy : L,(E,A) = F,(F,p), definit prin Hy(z) = Uz st :

[ Hy|| < M = sup [U(2)]].
teT
In particular, daca F = K, avem operatorul liniar i continuu

Hy : L,(E,A) — L,, definit prin Hy (z) = Uz.

Definitia 36. In conditiile teoremei de mai sus, vom numi pe Hy operatorul generat

de campul de operatori U.

Exemplu : Vom explica modul de constructie descris mai sus, lucrand in cadrul de

la Exemplul 20, capitolul 2.
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4. ANEXA

LEGATURA CU TEORIA VARIETATILOR

DIFERENTIABILE

Teoria prezentata pana acum poate fi receptatd in mod independent, aga cum am
procedat. Pe de alta parte, notiunile si unele din rezultatele prezentate pot fi incadrate
in teoria varietatilor diferentiabile, finit sau infinit dimensionale. Vom prezenta aceasta
incadrare, care este foarte naturald (eventual obligatorie, din punctul de vedere al geo-

metrilor) urménd, in linii mari, monografia [3]a. Se pot consulta si tratatele [1]a, [2]a.

4.1. DEFINITIA VARIETATILOR DIFERENTIABILE.

PROPRIETATI FUNDAMENTALE. EXEMPLE.

Inainte de a prezenta definitia fundamentala, vom introduce cateva notiuni si notatii
care vor fi folosite In mod curent.

Pentru o functie injectivi f : A — B (A, B, nevide), inversa generalizald este

functia f=! : f(A) — A, definitd prin f~1(b) = a, unde a este unic determinat de
conditia f(a) = b. Se vede ca f~! este bijectie.

Daca X,Y,Z, A C X, B C Y sunt multimi nevidesi f : A =Y, g: B = Z
sunt astfel incat f(A) C B, putem defini compunerea generalizatd go f : A — Z, prin
(g0 f)la) = g(f(a)).

Definitie. Fie (M, T) un spatiu topologic (M # }) si E un spatiu

Banach (E # 0).
1. Numim E-atlas pe M o familie A = (U, ;)ics cu proprietatea cd, pentru orice
i € I, avem:

a) 0 £U; € T (deci U; € M);

b) U U; = M (deci (U;)ier este o acoperire deschisa a lui M);
icl

¢) ¢; : Uy = E este injectie continud astfel incat o;(U;) este deschisd gi homeomor-

fism, unde h; : U; — ;(U;) este definita prin
hi(x) = pi(z)
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(adica ; este homeomorfism pe imagine).
In plus, pentru orice i si j din I, astfel incat U; N U; # 0, avem ca
©; © gp;l : (pJ(Ul N U]) — @Z(Uz N U])

este difeomorfism de clasa €°°.

Numim pe E spatiul parametrilor lut M sau modelul lui M. In acest caz, fiecare p; se

numeste hartd locala sau sistem de coordonate locale, iar U; se numeste domeniul hartii ;.

Daca m € U;, spunem ca p; este hartd in jurul lui m.

Difeomorfismele gpiO(pj_l se numesc schimbari de harti locale sau schimbari de coordonate locale.

2. Un triplet (M, E, A), unde (M, T) este un spatiu topologic, E este un spatiu

Banach gi A este un F-atlas pe M, se numeste varietate diferentiabila modelata pe E.

Mai scurt, spunem ca M este varietate diferentiabila.

Daca F are dimensiune finita, spunem ca M este varietate diferentiabila finit dimensionala

(dimensiunea lui M este prin definitie egald cu dimensiunea lui E).

Comentarii si completari legate de definitie

A. Daca A si B sunt doua E-atlase pe M, spunem ci A si B sunt echivalente (si vom
scrie A ~ B), dacd AU B este E-atlas pe M. Pe mul{imea F-atlaselor, relatia ~ este o

relatie de echivalenta.

In acest context, unii autori numesc varietate diferentiabild modelatd pe E un triplet

(M, E, .Z), unde M este un spatiu topologic, F este un spatiu Banach si A este o clasd
de echivalenta de F-atlase pe M. In mod practic se lucreaza cu un atlas fixat din clasa.

B. Noi am cerut in definitia varietatii, din start, ca M sa fie spatiu topologic. Mai
mult, unii autori cer ca spatiul topologic M sa fie separat (v. [1]a). In acest sens,
remarcam urmatoarele:

Se poate da o ”definitie mai generala a varietatilor diferentiabile”. Anume, se consi-
derd o multime nevida M (netopologizata), si un spatiu Banach E. Numim hartd pe M
o functie h : U — E, unde ) # U C M si h este injectie cu proprietatea ca h(U)

este deschisa. Doua hirti by si ho se numesc compatibile dacd U; N Uy = @, multimile
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h1(U; NUs) i he(Uy NUs) sunt deschise si aplicatiile

ha o hy' : hi(Ur NUz) — ha(Ur N U),
hiohyt: ho(Up NUR) — hy(Up N Uy),
sunt difeomorfisme de clasa €.
Numim E-atlas pe M o familie (U;, h;)icr, unde h; : U; — E sunt harti doua cate

doua compatibile, astfel incat
Uuvi=m.
il
Numim varietate diferentiabila generalizata modelatd pe E, un triplet (M, E, A) unde

M # ), E este spatiu Banach si A este E-atlas pe M.

Aceasta definitie reproduce definitia de mai sus, cu exceptia faptului ca nu se cere
ca M sa fie spatiu topologic. Obtinem insa topologizarea automata a lui M, dupa cum
aratd (v. [2]a) urmatoarea

Propozitie.

In conditiile de mai sus (adica (M, E,A) este o varietate diferentiald generalizatd
modelatd pe E), se poate introduce pe M o topologie T, cu proprietatea ca multimile U;
sunt deschise (adicd U; € Ty pentru orice i € I) si h; sunt homeomorfisme pe imagine
(mai precis, functiile u; : U; — h(U;), definite prin u;(x) = h;(x), sunt homeomorfisme
).

In mod precis, avem
Ty ={0yU{D|0+# D C M,h;(DNU;) deschisi in E pentru orice i € I}.

Asadar, cu topologia Ty, (M, E, A) devine varietate diferentiabild modelatd pe E in
sens clasic.

Teorema.

Fie M o mulfime nevidd, E un spatiu Banach si A = (U, h;)icr un
E-atlas pe M in sensul definitiei notiunii de varietate diferentiabild generalizata mode-
lata pe E.

Se construieste in acest mod topologia Ty si (M, E,A) devine varietate modelatd pe
E in sens clasic cu topologia Ty.

De asemenea, se considerd o topologie T pe M.

Urmatoarele afirmatii sunt echivalente:
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1) Avem T =1T,.

2) Hartile lui A sunt homeomorfisme pe imagine in topologia T (adicd pentru orice
i €1 avem U; € T si aplicatia u; : Uy — hi(U;), ui(x) = hi(x) este homeomorfism

dacd pe M avem topologia T.)

Asertiunea 2) spune cd (M, E, A) devine varietate diferentiabild modelatd pe E in

sens clasic cu topologia T .

4.2. APLICATII DIFERENTIABILE. CURBE. VECTORI TANGENTI.

SPATIU TANGENT. APLICATIE TANGENTA

Pentru a introduce aplicatiile diferentiabile intre varietati diferentiabile, vom avea
nevoie de o alta notatie.

S& consideram doud varietdti diferentiabile (M, E, A) si (M’, E’, A’) si o aplicatie
G: M — M'. Fie si m € M si sa presupunem ca G este continud in m.

Consideram o hartd ¢ : U — E a lui (M, E, A) (scriem prin abuz (U, ¢) € A) astfel
incat m € U (adica ¢ este harta in jurul lui m) si o hartd ¢’ : U’ — E’ alui (M', E', A’)
(scriem prin abuz (U’, ¢’) € A’) astfel incat G(m) € U’ (adicd ¢’ este hartd in jurul lui
G(m)). Deoarece G este continua in m, rezultd ci G~1(U’) este vecinitate deschisd a
lui m, deci U N G~1(U’) este vecinitate deschisa a lui m.

Atunci (U N G~(U")) este multime deschisa. Deoarece avem
01 p(U) — U, rezulti ci pentru orice x € (U NG~H(U’)) avem
o Hz) € UNGYU’), deci G(p~1(z)) € U’ si putem calcula ¢'(G(p~1(x))). Prin

urmare, putem defini functia
G(¢'9) pUNGHU") = B
data prin
G(¢', 9)(2) = ¢'(Glp™ (x)))

(se vede ca G(¢',0)((UNG=LU")) c U").

Vom nota gi (mai natural)

_1 def.
@ oGop =G, ).
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Se vede c& dacd avem si varietatea diferentiabild (M", E”, A”) si functia H : M’ —
M" continud in G(m), putem calcula, folosind o harta
" U"—= E" cu H(G(m))eU”
p"oHo (p) T = H(¢",¢') = ¢" o Ho (¢)7".
Folosind compunerea generalizata si vecinatati corespunzatoare, avem relatiile for-
male
H(¢",¢") o G(¢',0) = (HoG)(¢", )
sau
(¢"oHo(p) o(poGop™)=¢"o(HoG)op.
Definitia urmatoare generalizeazd definitia aplicatiilor diferentiabile intre multimi

deschise din spatii Banach.

Definitie. In conditiile de mai sus, fie G : M — M’ o aplicatie continud. Vom
spune ca G este diferentiabild daca, pentru orice m € M, existda o harta h: U — E cu
m € U si o hartd ¢’ : U’ — E' cu G(m) € U’ astfel incdt G(¢’, ) = ¢’ o G o @ este
diferentiabila de clasa €.

Daci, in plus, G este bijectiva si G~! este diferentiabild, spunem ci G este un
difeomorfism.

Daca exista un difeomorfism G : M — M’ spunem ca M si M’ sunt difeomorfe.

Notatie: Hom(M,M') = {G : M — M’ | G este diferentiabila}.

Prin uwrmare, dacad G € Hom(M, M) si H € Hom(M', M""), rezulta ca
H oG € Hom(M, M").

In cazul in care M este un interval deschis si M’ este o varietate oarecare, obtinem
drept aplicatii diferentiabile curbele. In acest sens, definitia pe care o vom prezenta
difera de definitia folositd in mod curent (adicd: a) O functie continua v : [a,b] — X
unde X este un spatiu topologic, se numeste drum. b) O clasi de echivalents se numeste

curbd).

Definitie. Fie I C R un interval deschis (nevid) si p: I — M. Vom spune c& p este
o curba daca p este aplicatie diferentiabild (se considera cd I este submultime deschisa

a spatului normat R, cu norma datd de modul).
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Conventie:

In cele ce urmeaza, vom considera cd 0 € I. Daca p : I — M este o curba si
p(0) = m, vom spune ca p este o curbd prin m.

Fie acum (M, E, A) o varietate diferentiald si m € M.

Notam
2(m) ={f|3U C M deschisa, m € U astfel incat
f:U — Rgi f este diferentiabila}.
Pe 2(m) definim o relatie de echivalentd, dupd cum urmeazd. Fie f : U — R i
g : V — R elemente din Z(m). Atunci, spunem ca f si g sunt echivalente (si scriem

f ~ g) dacd exista W C M, W deschisa, astfel incat me W CcUNVsi fl, = 9glw-

Notdm G(m) = Z(m)| .. Elementele lui G(m) se numesc germeni (in jurul lui m).

Anume, dacd f € 2(m), notam cu y(f) clasa de echivalentd a lui f. Deci v(f) € G(m)
si v(f) se numeste germenele lui f.

Evident G(m) este algebrd reald, cu operatii definite pe reprezentanti:

V() +(9) =(f +9);
ay(f) = v(af);
Y()(g) =~(f - 9)-
Fie in continuare un interval deschis I C Rcu 0 € I sip: I — M o curba prin

m = p(0). Observam cé, daca f si g sunt in Z(m), avem

(fop)'(0) = (9°p)(0)

si putem defini coerent

pentru orice f € y(f).

Definitie. Cu notatiile de mai sus, fie p : I — M o curba prin m. Vectorul tangent

la p in m este aplicatia

dp .
E - : G(m) — R
definita prin
dp _ ’
|, 0 =eno)




pentru orice f € v(f).

Definitie si notatie. Fie m € M. Notam

dp

T™,, =
%

| p curbé prin m} .
t=0

Numim pe T'M,, spatiul tangent la M in m.

Evident T'M,,, C G(m)*= dualul algebric al lui G(m).

Propozitie.

Pentru orice m € M avem cd orice v € TM,, este o derivare pe G(m), adicd are
proprietatea

v(7(f),7(9)) = fF(m)v(v(9)) + g(m)v(v(f))

pentru orice y(f) si v(g) € G(m).
Remarca: Reciproca afirmatiei de mai sus (adicd afirmatia ”orice derivare pe orice

”

G(m) este vector tangent” este falsd). Reciproca este valabila dacd E este finit dimen-

sional.

In continuare, vom construi aplicatia tangenta.

Definitie. In contextul de mai sus, aplicatia tangentd in m generatd de harta ¢ este

aplicatia

o«(m) : TM,, - E

care actioneaza prin

) =etw (= onrn.

De obicei, numim pe @, (m)(v) = e(p) coordonata lui v in harta p.

In acest moment putem enunta precis urmatorul fapt: orice spatiu T'M,,, este izomorf
ca spatiu normat cu FE.

Teorema de identificare a spatiului tangent cu spatiul parametrilor

Fie (M, E, A) o varietate difereniabild modelata pe E. Fie m € M. Atunci:
1. Pentru orice hartd ¢ : U — E din A, cu m € U, aplicatia tangentd

w«(m) : TM,, — E este bijectie liniard.
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Daca v : V — E este alta harta din A cu m € V, avem relatia
pu(m) = S 0 1. (m)

unde S = d(¢) o o™ 1)((m)) este un izomorfism de spatii normate de la E la E, adicd
este liniara, bijectivd, continud, cu inversa (automat) continud.

2. In consecintd, orice p.(m) induce, prin transport de structuri, o structurd de
spatiu Banach pe TM,,, care devine izomorf (ca spatiu Banach) cu E. Izomorfismul de
mai sus este dat de aplicatia liniard bijectivd p.(m) : TM, — E gi este caracterizat de
relatia (sx):

v((f)) = d(f o 9™ (w(m)) (s (m) (v))

3. Structura liniard a lui T M, generatd de izomorfismele p.(m), coincide cu struc-

tura liniard data de injectia TM,, — G(m)*:

(v +w)(v(f)) = v(v(f)) + w(r(f)),
(M) (v(f)) = A-v(v(f))-

4.3. FIBRAT VECTORIAL. FIBRAT TRIVIAL.

FIBRAT TANGENT.

Fiind data o varietate, urmarim s construim o noua structura de varietate cu aju-

torul ei. Notiunea de ”fibrare” da o astfel de constructie.

Definitie. Fie (M, E, A) o varietate diferentiabild modelatd pe E. Spunem ca

(M, E, A) genereazd o structurd de fibrat vectorial pe mulfimea (nevidd) X (sau cad X

este un fibrat vectorial peste (M, E, A)) daci:

1. Avem o multime nevida X si o surjectie 7 : X — M numita proiectia lui X

def

pe M, cu proprietatea ci pentru orice m € M, multimea X,, = 7 !(m), numita

fibra lui m peste X are structura de spatiu Banach.

Am notat 7=1(m) = 7= ({m}).

2. Avem, de asemenea, un spatiu Banach F' numit fibra tipica a fasciculului, o

acoperire deschisa % a lui M, si pentru orice U € %, o aplicatie
ty:m YU) = UxF
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astfel Incat:

a) Pentru orice U € %, aplicatia ty comutd cu proiectia, adica diagrama

U) LU x F

U
pri((z, f)) = z, este comutativa (i.e. pri oty = m).

In aceastd diagrami am notat (prin abuz) cu 7 aplicatia 7y : 7~ 1(U) — U, care
actioneaza prin 7y (z) = 7(z).

b) Pentru orice m € M, identificim {m} x F' = F, prin identificarea
(m, f) = f. Atunci, pentru orice U € %, cu m € U, avem
X, =7t (m) C 7w~ H(U). S& notdm cu (ry)m = tuly, : Xm — U x F (restrictia lui ty
la X,,).

Se cere ca (ry)m(Xm) C {m} x F = F gi functia (ty)m : Xm — {m} x F = F,
obtinutd din (ry )., (adicd (ty)m(z) = (rv)m(z) = ty(z), pentru orice x € X,;,) sé fie
izomorfism liniar.

c¢) Consideram End(F) = Z(FE,F) echipat cu norma obignuita operatoriald (deci
End(F) este spatiu Banach).

Atunci, pentru orice U,V din %, astfel incat U NV # (), putem defini aplicatia

tyy : UNV — End(F) prin

tov(m) = (tu)m o (tv)y'-
Se cere ca tyy sa fie de clasa €°°.
Definitie. Fie X un fibrat vectorial peste (M, E, A), ca mai sus. Numim sectiune
a acestui fibrat orice sectiune a surjectiei m, adica orice aplicatie s : M — X, cu propri-

etatea mo s =1 = idyy.

Remarci importantX. In cazul particular (fundamental) cand % = (U;)ies (unde

atlasul A = (U;, p;)ier ca la Inceput), vom considera pentru orice i € I, cAmpurile
7Y U) s U x F A o (U) x FCEx F
unde (p; X Lp)(m, f) = (pi(m), f).
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Atunci, se aratd ca (7~ 2(U;), (p; X 1F) o ty,)ier formeaza un E x F- atlas pe X,
pentru o structurd de varietate diferentiabila generalizata, modelata pe E x F pentru

X.

e FIBRATUL TRIVIAL

Consideram o varietate diferentiabild (M, E, A) modelatd pe E si un spatiu Banach
F. In definitia generala a fibratului vectorial, vom proceda in particular dupa cum
urmeaza:

1. Ludm X = M x F gi w : X — M proiectia definita prin = ((m, f)) = m. Atunci,

pentru orice m € M, avem
Xp=mtm)={m}x F={(m,f)|feF}=F

(identificare canonicd prin (m, f) = f).
2. Spatiul Banach F' (fibra tipica a fasciculului) a fost deja mentionat. Acoperirea

deschisa este = {M}. Vom lua

tyy:m A (M)=MxF — MxF
tv =1ymxr.
Conditiile a), b) si ¢) se verifica imediat:
a) Evident pri oty = 7 = pry.

b) Pentru orice m € M, avem (raf)m : Xm — M x F, actionand prin

(TM)((m,f))ZtM((m7f))=(m,f) ceMxF

adica (tar)m : Xm = {m} x F = F — {m} x F = F este de fapt identitatea (tps)m =
1, , fiind evident izomorfism liniar.

c) Se arata ca tyra : M — End(F) actioneaza astfel:
tarns(m) = (tar)m © (tar)y' = 1x,, =1

(cu identificarea X,,, = F'), adica tpsps este aplicatia constanta (evident de clasa €°°).
Agadar (M, E, A) genereazi o structurd de fibrat vectorial pe X = M x F, cu ajutorul

proiectiei 7 : X — M, w((m, f)) = m si al aplicatiei
t]VI:]lMxptMXF—)MXF.

28



Fibratul vectorial X peste (M, E, A) astfel introdus se numeste fibrat trivial peste

(M, B, A).

e FIBRATUL TANGENT

Considerfim o varietate diferentiabils (M, E, A) modelati pe E. In definitia generald
a fibratului procedam in particular dupa cum urmeaza:

L Ludm X = U T © (M) sir: T(M) — M definiti prin
m(v) =m, dacav € eTMm. Atentjie, reuniunea care il d& pe T'(M) se considerd disjunctd,
adica T'M,,NTM,, = (), deci m # n. Atunci, pentru orice m € M, avem X,, = 7~ 1(m) =
TM,, si am vazut ca pe T'M,, avem o structura de spatiu Banach, anume T M, este
izomorf ca spatiu normat cu E.

2. Luam F = FE (deci fibra tipica a fasciculului este E). Acoperirea deschisd va fi
U = (Ui)ier, provenita din atlasul A = (U;, @;)icr-

Pentru orice U € %, avem

)Y Tw) = | T™

meM
Fie U € % . Prin urmare, exista ¢ € I astfel incat U = U; si avem
d <
(Ui, p;i) € A, unde ¢; 2) ¢ : U — E este harta corespunzatoare.

Definim ty : 7~ Y(U) = T(U) — U x E prin

tu(v) = (m, p.(m)(v))

unde m € U si v € TM,,.

Se verifica proprietatile a), b) si c).

In acest mod am obtinut fibratul X = T (M) peste (M, E, A), cu ajutorul proiectiei
7 i a familiei de aplicatii (ty,):cs definite mai sus.

Fibratul vectorial T(M) peste (M, E, A) astfel introdus se numeste fibratul tangent

al varietdtii (M, E, A).

Ca urmare, obtinem urmatoarea
Teorema.
Pentru orice varietate diferentiabild (M, E, A) modelata pe E, fibratul tangent T (M)

este varietate diferentiabila modelata pe E X E.
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Sectiunile fibratului tangent se numesc campuri vectoriale:

Definitie: Fie (M, E, A) varietate diferentiabila modelata pe E. O sectiune a lui
T(M) (adica o aplicatie s : M — T(M) cu proprietatea m o s = 1) se numesgte

camp vectorial pe M.

4.4. INCADRAREA IN TEORIA ANTERIOARA A CAMPURILOR

VECTORIALE

A. S& consideram un spatiu local compact separat M si o familie

E = (En)menm de spatii Banach disjuncte doud céate doud. Fie si
s:M— | BEn Y X
meM
un cadmp vectorial, adicd (v. definitia de la inceputul lucririi) s are proprietatea ci
s(m) € Ey, pentru orice m € M (a se remarca schimbarea notatiilor: T devine M, x
devine s gi introducem notatia X pentru |J E,,; totul pentru a avea notatii similare
meM

cu cele din acest capitol).

Sa consideram si aplicatia surjectiva m : X — M, care actioneaza astfel:

a) dacad © € X, existd m € M cu proprietatea cd z € E,, gi acest m este unic
determinat (spatiile E,, sunt disjuncte).

b) definim 7(x) .

Fie acum m € M, arbitrar. Avem s(m) € E(m). Apoi, 7(s(m)) = m. Asadar

mos=1y. Adica s este o sectiune a surjectiei m (cu o denumire generald).

Remarca. Putem ”disjuncta” spatiile Banach FE,, dupa cum urmeaza. Pentru orice
m € M, identificim E,, = {m} x E,,, anume

E., 3z = (m,x) € {z} x B, pentru orice x € E,,, cu norma |||(m, z)||| = ||z||.

B. S& consideram o varietate diferentiabila (M, E, A) modelata pe E. Vom considera
si fibratul trivial X = M X F peste (M, E, A), unde F este un spatiu Banach oarecare.
Stim c& proiectia 7 : X — M este datd prin «((m, f)) = m, daca m € M si
f € F. Vrem sa definim o sectiune a lui X, deci o aplicatie s : M — X cu proprietatea

m(s(m)) = m, pentru orice m € M. Vom avea, pentru orice t € M: s(t) = (n(t), f(t)),
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unde n(t) € M si f(t) € F sunt unic determinati de t. Atunci n(s(t)) = n(t). Este
necesar deci ca s(t) = t. Am ardtat urmatorul fapt:

O aplicatie s : M — X este sectiune pentru X daca i numai daca are forma

s(m) = (m, f(m)), f(m)eF

pentru orice m € M.

Acceptand cd M este spatiu local compact separat si considerand familia de spatii
Banach (Fp,)men, unde Fp, = {m} x F (v. identificarea de mai sus), rezulti ca
sectiunea s de mai sus este un cdmp vectorial. Anume, s € C(€), unde € = (F)menm

deoarece s(m) = (m, f(m)) € F,,, pentru orice m € M.
Teorema.
Fie H un spatiu Hilbert real cu norma ||-|| st fie a > 0. Atunci, multimea
M = {z € H||z]| = a}

devine varietate diferentiabila (si M este slab compactd).

Aceasta discutie pune in evidentd urmatoarea problemd de perspectiva: elaborarea

unei teorii a spatiilor de cAmpuri vectoriale (in sensul de la inceputul lucrarii), pentru

care spatiul 7" sa nu fie neaparat local compact separat.
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