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Spaţii Köthe de câmpuri de vectori

Rezumat

Coordonator Ştiinţific :
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1. PRELIMINARII

Pe parcursul lucrării, K va fi corpul scalarilor (K = R = mulţimea numerelor reale

sau K = C = multimea numerelor complexe). Vom scrie R+
def
= [0,∞) şi R+

def
= [0,∞].

Ca de obicei N = {0, 1, 2, ...} = mulţimea numerelor naturale şi N∗ = N \ {0}.

1. Să presupunem că (S,Σ,µ) este un spaţiu cu măsură, adică S este o mulţime

nevidă, Σ este o σ - algebră de submulţimi ale lui S, iar µ : Σ → R+ este o măsură

completă nenulă. Vom scrie:

M+(µ) = {u : S → R+ | u este µ - măsurabilă}.

Se numeşte normă funcţională o normă ρ : M+(µ)→ R+ cu proprietăţile următoare:

(i) ρ(u) = 0 dacă şi numai dacă u(t) = 0 µ - a.p.t ;

(ii) u ≤ v ⇒ ρ(u) ≤ ρ(v) ;

(iii) ρ(u+ v) ≤ ρ(u) + ρ(v) ;

(iv) ρ(au) = aρ(u) .

cu convenţia 0 · ∞ = 0.

Se ştie că ρ(u) <∞⇒ u(t) <∞ µ - a.p.t. si u(t) ≤ v(t) µ - a.p.t. ⇒ ρ(u) ≤ ρ(v).

Spunem că ρ are proprietatea Riesz - Fischer (şi scriem ρ R− F ) dacă :

ρ

( ∞∑
n=0

un

)
≤
∞∑
n=0

ρ(un)

pentru orice şir (un)n in M+(µ).

Spunem că ρ are proprietatea Fatou (şi scriem ρ F ) dacă :

ρ(sup
n
un) = sup

n
ρ(un)

pentru orice şir crescător (un)n din M+(µ).

Se ştie că ρ F ⇒ ρ R− F (implicaţia reciprocă nu este numaidecât adevărată).

Pentru orice A ∈ Σ, vom nota ϕA funcţia caracteristică a lui A.

Vom scrie
ρ(A)

def
= ρ (ϕA)

M(µ) = {f : S → K | f este µ−măsurabilă}

Lρ(µ) = Lρ = {f ∈M(µ) | ρ|f | <∞}
(unde ρ|f | def= ρ(|f |)).

Atunci Lρ este un subspaţiu vectorial al lui M(µ), seminormat cu seminorma

f 7→ ρ|f |.
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Spaţiul nul este :

N(µ) = {f ∈ Lρ | ρ|f | = 0} = {f ∈M(µ) | f(t) = 0 µ− a.p.t.}

(de fapt N(µ) = {f : S → K | f(t) = 0 µ - a.p.t.}).

Spaţiul factor va fi
Lρ(µ) = Lρ = Lρ(µ)/N(µ)

(relaţia de echivalenţă fiind dată de

f ∼ g ⇔ ρ|f − g| = 0⇔ f(t) = g(t) µ− a.p.t. )

normat cu norma
f̃ 7→ ||f̃ || = ρ|f |

pentru fiecare f ∈ f̃ .

Spaţiile Lρ se numesc spaţii Köthe.

Se ştie că Lρ este Banach dacă şi numai dacă ρ R− F .

Spaţiile Lρ generalizează spaţiile Orlicz sau spaţiile Lebesgue Lp (pentru aceste

spaţii, norma funţională || ||p are proprietatea Fatou).

2. Fie acum un spaţiu topologic local compact separat T . Considerăm de asemenea

o familie de spaţii Banach E = (Et)t∈T . Norma ı̂n fiecare Et se va nota ||z||, pentru

z ∈ Et. O notaţie mai precisă ar fi fost ||z||t, dar considerăm că nu e cazul de confuzie.

Se numeşte câmp de vectori (relativ la E) o funcţie x : T →
⋃
t∈T

Et astfel ı̂ncât:

x(t) ∈ Et

pentru orice t ∈ T . Spaţiul tuturor câmpurilor de vectori relative la E se va nota cu

C(E). Evident, C(E) ı̂nzestrat cu operaţiile uzuale (definite punctual) formează spaţiu

vectorial.
(x, y)| → x+ y unde (x+ y)(t)

def
= x(t) + y(t)

(α, x)| → αx unde (αx)(t)
def
= αx(t)

pentru orice x, y ∈ C(E) şi orice α ∈ K.

În ceea ce priveşte definiţia anterioară, facem observaţia că are loc relaţia:

C(E) =
∏
t∈T

Et

Pentru fiecare x ∈ C(E), putem defini funcţia |x| : T → R+, astfel

|x|(t) = ||x(t)||.

Se numeşte familie fundamentală de câmpuri de vectori continue orice subspaţiu vec-

torial A din C(E), care satisface următoarele axiome :

(A1) Pentru orice x ∈ A, funcţia |x| este continuă.

(A2) Pentru orice t ∈ T , mulţimea
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{x(t) | x ∈ A}
este densă ı̂n Et.

Caz particular: Cazul de unicitate C(E)

3. Să considerăm acum o familie fundamentală de câmpuri de vectori continue A.

Vom spune că x ∈ C(E) este continuu ı̂n t0 ∈ T relativ la A dacă, pentru orice ε > 0,

există V ∈ V(t0) = mulţimea tuturor vecinătăţiilor lui t0 şi există y ∈ A astfel ı̂ncât

||x(t)− y(t)|| < ε

pentru orice t ∈ V .

Dacă ∅ 6= A ⊂ T vom spune că x este continuu pe A dacă x este continuu ı̂n orice

t ∈ A. În cazul ı̂n care A = T vom spune că x este continuu (relativ la A).

Privitor la definiţia anterioară, facem observaţiile următoare :

- Orice x ∈ A este continuu relativ la A (luăm y = x ı̂n definiţie).

- Câmpul de vectori x este continuu ı̂n t0 (relativ la A) dacă şi numai dacă pentru

orice y ∈ A şi orice α ∈ K, câmpul de vectori x+ αy este continuu ı̂n t0 (relativ la A).

Într-adevăr, dacă x este continuu ı̂n t0, luăm ε > 0 şi găsim V ∈ V(t0) şi z ∈ A,

astfel ı̂ncât ||x(t) − z(t)|| < ε t ∈ V , rezultând că |(x + αy)(t) − (z + αy)(t)|| < ε, deci

z + αy ∈ A.

- Câmpul de vectori x este continuu ı̂n t0 relativ la A dacă şi numai dacă |x− y| este

contiuu ı̂n t0, pentru orice y ∈ A.

Pri urmare, dacă x este continuu ı̂n t0 relativ ı̂n A, rezultă că |x| este continuu ı̂n t0.

Scriem
CA(E) = {x ∈ C(E) | x este continuu relativ la A}

Atunci A ⊂ CA(E) şi CA(E) este o familie fundamentală de vectori continue.

4. De acum ı̂nainte vom lucra ı̂n contextul următor :

Cadru : Presupunem că T este un spaţiu topologic local compact separat, cu

B =mulţimea borelienelor lui T . Fie T o σ - algebră de submulţimi ale lui T astfel

ı̂ncât B ⊂ T şi fie µ : T → R+ o măsură nenulă completă, µ(A) < ∞ pentru orice

A ∈ K = mulţimea submulţimilor compacte ale lui T . De asemenea să presupunem

că µ este regulată. Deci avem spaţiul cu măsură (T ,T ,µ). Să considerăm o familie

E = (Et)t∈T de spaţii Banach , şi ca şi anterior, spaţiul de vectori C(E) precum şi o

familie fundamentală de vectori continue A.
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Un câmp de vectori x ∈ C(E) se numeşte µ - măsurabil relativ la A (sau mai scurt

(A, µ) - măsurabil) dacă pentru orice A ∈ K şi orice ε > 0, există K 3 Aε ⊂ A astfel

ı̂ncât µ(A \Aε) < ε şi x este continuu relativ la A pe Aε.

Scriem

M(A, µ) = {x ∈ C(E) | x este (A, µ)−măsurabil}

prin urmare CA(E) ⊂M(A, µ).

Remarcăm faptul căM(A, µ) este un subspaţiu vectorial al lui C(E) cu următoarele

proprietăţi:

- Pentru orice x, y ∈ C(E) astfel ı̂ncât x ∈ M(A, µ) şi y = x µ - a.p.t., avem că

y ∈M(A, µ).

- Pentru orice x ∈M(A, µ) funcţia |x| este µ - măsurabilă.

- Dacă (xn)n este un şir ı̂nM(A, µ) şi x ∈ C(E) astfel ı̂ncăt xn −→
n
x µ - a.p.t., atunci

x ∈ M(A, µ). Mai mult (conform teoremei Egorov), pentru orice A ∈ K şi orice ε > 0,

există K 3 Aε ⊂ A astfel ı̂ncât µ(A \ Aε) < ε şi orice (xn)n converge uniform la x pe

Aε.

- Un element x ∈ C(E) este ı̂n M(A, µ) dacă şi numai dacă ϕAx este ı̂n M(A, µ)

pentru orice A ∈ K.

Caz particular : Presupunem că suntem ı̂n cazul de unicitate C(E), cu A = E.

Atunci, se poate demonstra (conform teoremei Lusin) că un câmp de vectori (adică o

funcţie) x : T → E este (E,µ) - măsurabilă dacă şi numai dacă x este µ - măsurabilă.

În acest caz vom scrie :

M(E,µ)
def
= ME(µ).
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2. SPAŢII KÖTHE DE CÂMPURI DE VECTORI

1. În acest capitol vom introduce obiectul de studiu al acestei lucrări şi anume

spaţiile Köthe de câmpuri de vectori.

Vom lucra ı̂n condiţiile capitolului 1, paragraful 4 şi vom presupune suplimentar că

ρ este o normă funcţională pe (T ,T ,µ).

Spaţiul seminormat Köthe Lρ(E ,A) este definit astfel :

Lρ(E ,A) = {x ∈M(A, µ) | ρ|x| <∞}.
Definiţia de mai sus are sens deoarece aşa cum am văzut anterior, pentru orice

x ∈M(A, µ) vom avea |x| ∈M+(µ).

Evident, Lρ(E ,A) este un subspaţiu vectorial al lui M(A, µ), seminormat cu semi-

norma :

x 7→ ρ|x|.
Spaţiul nul este :

Nρ(E ,A) = {x ∈M(A, µ) | ρ|x| = 0} = {x ∈M(A, µ) | x(t) = 0 µ− a.p.t. }
Obţinem astfel spaţiul factor :

Lρ(E ,A) = Lρ(E ,A)/Nρ(E,A)

(relaţia de echivalenţa este dată de x ∼ y ⇔ x(t) = y(t) µ - a.p.t.)

normat cu norma :
x̃ 7→ ||x̃|| = ρ|x|

pentru orice x ∈ x̃.

Definiţia 1. Spaţiul vectorial Lρ(E ,A), normat cu norma definită mai sus, se

numeşte spaţiul Köthe de câmpuri de vectori.

2. Lema 2.

Presupunem că ρ R− F şi fie (xn)n un şir ı̂n Lρ(E ,A) astfel ı̂ncât
∞∑
n=0

ρ|xn| <∞. Atunci :

a) Seria

∞∑
n=0

xn convergentă µ - a.p.t., adică există A ∈ T cu µ(A) = 0 astfel ı̂ncât

pentru orice t ∈ T \A, seria

∞∑
n=0

xn(t) convergentă ı̂n Et.

b) Definim x ∈ C(E) astfel :

x(t) =


∞∑
n=0

xn(t), dacă t ∈ T\A

arbitrar ı̂n Et, dacă t ∈ A.
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Atunci x ∈ Lρ(E ,A) şi pentru orice număr natural n, avem :

ρ|x−
n∑
k=0

xk| ≤
∞∑

k=n+1

ρ|xk| −→
n

0.

Teorema 3 (Completitudinea spaţiilor Köthe de câmpuri de vectori)

Presupunem ρ R− F . Atunci Lρ(E ,A) este spaţiu Banach.

3. Am definit prin urmare spaţiul Lρ(E ,A) şi convergenţa şirurilor ı̂n acest spaţiu.

În continuare vom introduce un alt tip de convergenţă (pe toate M(A, µ)), mai slabă

decât convergenţa lui Lρ(E ,A) pe acest spaţiu.

Observăm mai ı̂ntâi că dacă A, A1 ∈ T aftel ı̂ncât A1 ⊂ A şi µ(A \A1) = 0, rezultă

că ρ(A) = ρ(A1). ( deoarece ϕA = ϕA1
+ ϕA\A1

deci ρ(A) ≤ ρ(A1) + ρ(A \ A1) = ρ(A)

). Folosim faptul că ϕA∪B ≤ ϕA + ϕB , obţinem ρ(A ∪ B) ≤ ρ(A) + ρ(B) pentru orice

A, B ∈ T .

Definiţia 4. Fie (fn)n un şir ı̂n M(A, µ).

1. Pentru f ∈ M(A, µ) vom spune că (fn)n converge la f ı̂n ρ - măsură ( şi vom

scrie fn
ρ

−→
n
f ), dacă pentru orice a > 0, avem :

lim
n
ρ(|fn − f | > a) = 0.

Vom scrie

ρ(|fn − f | > a)
def
= ρ(Aan)

unde

Aan = {t ∈ T | ||fn(t)− f(t)|| > a} ∈ T .

2. Vom spune că (fn)n este Cauchy ı̂n ρ - măsură dacă, pentru orice a > 0, avem :

pentru orice ε > 0 există n(ε) ≥ 1 astfel ı̂ncât pentru orice m ≥ n(ε) şi n ≥ m(ε) avem :

ρ(|fm − fn| > a) < ε.

Vom scrie

ρ(|fm − fn| > a)
def
= ρ(Aam,n)

unde

Aam,n = {t ∈ T | ||fm(t)− fn(t)|| > a} ∈ T .
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Propoziţia 5.

Fie (fn)n convergent ı̂n ρ - măsură (adică există f ∈M(A, µ) astfel ı̂ncât fn
ρ

−→
n
f).

Atunci (fn)n este Cauchy ı̂n ρ - măsură.

Propoziţia 6.

1. Fie fn
ρ

−→
n
f şi f = g µ - a.p.t. Atunci fn

ρ

−→
n
g.

2. Fie fn
ρ

−→
n
f şi fn

ρ

−→
n
g, Atunci f = g µ - a.p.t..

Teorema următoare demonstrează că convergenţa ı̂n Lρ(E ,A) este mai tare decât

convergenţa ı̂n ρ - măsură.

Teorema 7.

Dacă fn −→
n
f ı̂n Lρ(E ,A), atunci fn

ρ

−→
n
f .

Corolar 8.

Fie fn −→
n
f şi fn −→

n
g ı̂n Lρ(E ,A). Atunci f = g µ - a.p.t.

4. În acest paragraf vom generaliza aproape uniform (asimptotic) convergenţa şi

vom introduce relaţii ı̂ntre tipurile de convergenţă.

Definiţia 9. Fie (fn)n un şir ı̂n M(A, µ).

1. Pentru f ∈M(A, µ) vom spune că (fn)n converge ρ - aproape uniform (ρ - asimptotic)

la f (şi vom scrie fn
ρu

−→
n
f) dacă pentru orice ε > 0, există Aε ∈ T astfel ı̂ncât ρ(Aε) < ε

şi (fn)n converge uniform la f pe T \Aε.

2. Vom spune că (fn)n este ρ - aproape uniform (ρ - asimptotic) Cauchy dacă pen-

tru orice ε > 0, există Aε ∈ T astfel ı̂ncât ρ(Aε) < ε şi (fn)n este uniform Cauchy pe

T \ Aε ( i.e. pentru orice δ > 0 , există n(δ) cu proprietatea că pentru orice m ≥ n(δ)

şi n ≥ n(δ) avem

||fm(t)− fn(t)|| < δ

pentru orice t ∈ T \Aε).

Propoziţia 10.

Fie fn
ρu

−→
n
f . Atunci (fn)n este aproape uniform Cauchy .
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Aproape uniform convergenţa este mai puternică decât convergenţa a.p.t. şi convergenţa

ı̂n măsură, după cum arată şi teorema următoare :

Teorema 11.

Fie (fn)n un şir din M(A, µ) şi f ∈M(A, µ).

1. Dacă fn
ρu

−→
n
f , atunci fn −→

n
f µ - a.p.t.

2. Dacă fn
ρu

−→
n
f , atunci fn

ρ

−→
n
f .

Propoziţia 12.

1. Dacă fn
ρu

−→
n
f şi f = g µ - a.p.t., atunci fn

ρu

−→
n
g.

2. Dacă fn
ρu

−→
n
f şi fn

ρu

−→
n
g, atunci f = g µ - a.p.t..

Următorul rezultat arată căM(A, µ), este ”complet” relativ la ρ - aproape uniform

covergenţa.

Teorema 13.

Fie (fn)n un şir ı̂n M(A, µ). Următoarele afirmaţii sunt echivalente :

1. (fn)n este ρ - aproape uniform Cauchy.

2. (fn)n este ρ - aproape uniform convergent.

(adică există f ∈M(A, µ) astfel ı̂ncât fn
ρu

−→
n
f).

Corolar 14.

Fie (fn)n un şir ı̂n M(A, µ) şi f ∈ M(A, µ) astfel ı̂ncât (fn)n este ρ - aproape

uniform Cauchy şi fn −→
n
f µ - a.p.t..

Atunci fn
ρu

−→
n
f .

Teorema 15.

Presupunem ρ R− F . Fie (fn)n un şir Cauchy ı̂n ρ - măsură din M(A, µ). Atunci

există un subşir (fnk)k ⊂ (fn)n şi o funcţie f ∈M(A, µ) astfel ı̂ncât fnk
ρu

−→
k
f .

(prin urmare fnk −→
k
f µ - a.p.t şi fnk

ρ

−→
k
f .)

Teorema 15 este foarte importantă. Vom prezenta ı̂n continuare câteva consecinţe

ale sale. Insistăm asupra faptului că ρ R− F .
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Prima consecinţă este Teorema 16, care ne arată căM(A, µ), ı̂mpreună cu convergenţa

ı̂n ρ - măsură, este ”complet” (analogia Teoremei Slutsky). Demonstraţia rezultă ime-

diat din Teorema 15 şi Propoziţia 5.

Teorema 16.

Presupunem ρ R − F şi fie (fn)n un şir ı̂n M(A, µ). Următoarele afirmaţii sunt

echivalente :

1. Şirul (fn)n este convergent ı̂n ρ - măsură (adică există f ∈ M(A, µ) astfel ı̂ncât

fn
ρ

−→
n
f).

2. Şirul (fn)n este Cauchy ı̂n ρ - măsură.

A doua consecinţă a Teoremei 15 este Teorema 17, care leagă convergenţa ı̂n spaţiul

seminormat Köthe Lρ(E ,A) de alte tipuri de convergenţă .

Teorema 17.

Presupunem ρ R−F şi fie (fn)n un şir ı̂n Lρ(E ,A) iar f ∈ Lρ(E ,A) cu proprietatea

că fn −→
n
f ı̂n Lρ(E ,A).

Atunci există un subşir (fnk)k ⊂ (fn)n astfel ı̂ncât fnk
ρu

−→
k
f (prin urmare fnk −→

k
f µ

- a.p.t. şi fnk
ρ

−→
k
f).

Transpunând (parţial) acest rezultat de la Lρ(E ,A) la Lρ(A, µ) obţinem următorul

rezultat similar cu o proprietate clasică.

Teorema 18.

Presupunem ρ R−F şi fie (f̃n)n un şir ı̂n Lρ(E ,A) iar f̃ ∈ Lρ(E ,A) cu proprietatea

că f̃n −→
n
f̃ ı̂n Lρ(E ,A).

Atunci există un subşir ( ˜fnk)k ⊂ (f̃n)n astfel ı̂ncât fnk −→
k
f µ - a.p.t., pentru orice

fnk ∈ f̃nk şi f ∈ f̃ .
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3. OPERATORI LINIARI ŞI CONTINUI PE SPAŢII KÖTHE

DE CÂMPURI DE VECTORI

3.1. REMARCĂ INTRODUCTIVĂ.

Începem cu o remarcă cu caracter general privind operatorii liniari şi continui.

Fie X un spaţiu seminormat cu seminorma p şi Y un spaţiu normat cu norma || ||.

Notăm, ca de obicei

L(X,Y ) = {V : X → Y | V liniar şi continuu}.

Atunci L(X,Y ) este spaţiu vectorial peste acelaşi corp K = R sau C ca şi spaţiile

X,Y (cu operaţiile definite punctual).

Se arată că operatorul liniar V : X → Y este continuu dacă şi numai dacă există

0 < M <∞ cu proprietatea că

||V (x)|| ≤Mp(x)

pentru orice x ∈ X. Echivalent, V este continuu dacă şi numai dacă este continuu ı̂n 0,

adică pentru orice şir (xn)n din X cu xn −→
n

0, avem V (xn) −→
n

0.

De fapt L(X,Y ) devine spaţiu normat cu norma operatorială:

||V || = sup{ ||V (x)|| | x ∈ X, p(x) ≤ 1}.

Dacă Y este Banach, atunci şi L(X,Y ) este Banach.

Spaţiul X pune ı̂n evidenţă spaţiul nul al seminormei p, care este

Ker(p) = {x ∈ X | p(x) = 0}.

Subspaţiul vectorial Ker(p) al lui X este nul (adică Ker(p) = {0}) dacă şi numai

dacă p este normă.

Putem factoriza :

X/Ker(p) = X̃.

Vom nota elementele spaţiului vectorial X̃ astfel : x̃ (adică x̃ este clasa de echivalenţă

a lui x).

Se arată că X̃ devine (̂ın mod canonic) spaţiu normat cu norma

|||x̃||| def= p(x)

pentru orice x ∈ x̃.

Spaţiul X̃ este Banach dacă şi numai dacă X este spaţiu semimetric complet, adică

pentru orice şir Cauchy (xn)n din X, există (cel puţin un) x ∈ X astfel ı̂ncât xn −→
n
x.
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Acum să considerăm V ∈ L(X,Y ). Putem defini Ṽ : X̃ → Y , după cum urmează:

pentru orice x̃ ∈ X̃

Ṽ (x̃)
def
= V (x)

pentru orice x ∈ x̃. Definiţia este coerentă : dacă x ∈ x̃, y ∈ x̃, atunci x− y ∈ Ker(p),

deci

||V (x)− V (y)|| = ||V (x− y)|| ≤Mp(x− y) = 0.

Se constantă că Ṽ ∈ L(X̃, Y ) şi anume

||Ṽ || = ||V ||.

Invers, fie H ∈ L(X̃, Y ), deci există 0 < M <∞ astfel ı̂ncât

||H(x̃)|| ≤M |||x̃|||

pentru orice x̃ ∈ X̃.

Definind V : X → Y , prin

V (x)
def
= H(x̃)

se vede că V ∈ L(X,Y ) şi anume

||V || = ||H||.

Cele de mai sus se pot formaliza ı̂n

Teorema 21.

Cu notaţiile de mai sus, spaţiile L(X,Y ) şi L(X̃, Y ) sunt spaţii normate izomorfe

liniar şi izometeric, prin izomorfismul :

Ω : L(X,Y )→ L(X̃, Y )

Ω(V ) = Ṽ .

Vom aplica cele de mai sus pentru :

X = Lρ(E ,A)

Y = F = un spaţiu Banach.

Mai precis, vom considera cadrul care generează spaţiul Köthe de câmpuri de vectori

L(E ,A) (v. cap 2). Deasemenea, vom considera un spaţiu Banach F. În cazul de

unicitate C(E) avem A ≡ E (v. cap. 2) şi Lρ(E ,A) = Lρ(E,µ). Aşa după cum am mai

spus, Lρ(E ,A) este seminormat cu seminorma

x 7→ ρ|x| = p|x|.

Avem
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Ker(p) = {x ∈ Lρ(E ,A) | p(x) = ρ|x| = 0} =

= {x ∈ Lρ(E ,A) | x(t) = 0 µ− a.p.t.}

= {x ∈M(A, µ) | x(t) = 0 µ− a.p.t.}.

Atunci :

Lρ(E ,A)/Ker(p) = Lρ(E ,A)

normat cu norma

x̃ 7→ ρ|x| = p|x|

pentru orice x ∈ x̃.

Conform celor discutate avem

Teorema 22.

Spaţiile L(Lρ(E ,A), F ) şi L(Lρ(E ,A), F ) sunt izomorfe liniar şi izometric prin izo-

morfismul

Ω : L(Lρ(E ,A), F )→ L(Lρ(E ,A), F )

Ω(V ) = Ṽ .

Având ı̂n vedere acest fapt, vom studia operatorii liniari şi continui :

V : Lρ(E ,A)→ F .

3.2. REPREZENTĂRI INTEGRALE

Introducem câteva notaţii folosite ı̂n cele ce urmează. Cadrul de lucru este cel din

cap. 2, când am introdus spaţiile L(E ,A).

Notăm

C(ρ) = {A ∈ T | ρ(A) <∞}.

Se vede că C(ρ) este ρ − inel (semitrib), adică C(ρ) este inel (clan) cu proprietatea

că intersecţia oricărui şir de mulţimi din C(ρ) este şi ea o mulţime din C(ρ).

Un câmp simplu de vectori este un câmp de forma

x =

n∑
i=n

ϕAixi.

unde Ai ∈ C(ρ) sunt mutual disjuncte (Ai ∩Aj = ∅, dacă i 6= j) şi xi ∈ A.

Notăm cu Eρ(A) mulţimea câmpurilor simple. Evident Eρ(A) este un subspaţiu

vectorial al lui C(E).
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În cazul de unicitate C(E) am identificat A ≡ E, deci elementele din

Eρ(A)
def
= Eρ(E) au forma

x =

n∑
i=1

ϕAixi

cu Ai ∈ C(ρ) mutual disjuncte şi xi ∈ E.

Şi mai particular, dacă E = K, notăm Eρ(K)
def
= Eρ.

Se vede că, deoarece A ∈M(A, µ), avem Eρ(A) ⊂M(A, µ).

De cele mai multe ori, ı̂n cele ce urmează, vom accepta

Presupunerea 1.

Avem Eρ(A) ⊂ L(E ,A).

Observaţie. Presupunerea 1 este automat verificată ı̂n cazul de uniciatate C(E).

De acum ı̂nainte, ı̂n cadrul acestui paragraf, vom accepta Presupunerea 1.

Teorema de reprezentare integrală va putea fi dată acceptând o ipoteză de lucru mai

tare decât Presupunerea 1, anume

Presupunerea 2.

Spaţiul Eρ(A) este dens ı̂n Lρ(E ,A).

Observaţie importantă: Presupunerea 2 este verificată ı̂n următoarea situaţie

- suntem ı̂n cazul de unicitate C(E = K), adică lucrăm pe spaţiul Lρ;

- norma funcţională ρ este de tip absolut continuu, adică : pentru orice şir (un)n ⊂

M+(µ), cu ρ(un) <∞ şi (un)n descrescător la 0, avem

lim
n
ρ(un) = inf

n
ρ(un) = 0 (v. [3]).

De exemplu, dacă 1 ≤ p <∞, normele funcţinale || ||p sunt de tip absolut continuu,

ceea ce nu este cazul ı̂n general pentru || ||∞ (v. [3]).

Teorema 23 (Teorema de reprezentare integrală).

Acceptăm Presupunerea 2.

Atunci spaţiile Banach L(Lρ(E ,A), F ) cu norma operatorială ||V || şi MF (A, ρ)

cu norma ||m|| sunt liniar şi izometric izomorfe, prin izomorfismele :
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a : L(Lρ(E ,A), F )→MF (A, ρ)

a(V ) = m, unde

m(A)(x) = V (ϕAx), pentru orice A ∈ C(ρ), x ∈ A.

b : MF (A, ρ)→ L(Lρ(E ,A), F )

b(m) = V , unde

V (f) = lim
n

∫
fndm , pentru orice f ∈ Lρ(E ,A).

Aici, (fn)n ⊂ Eρ(A) este un şir cu proprietatea fn −→
n
f ı̂n Lρ(E ,A).

În plus, a şi b sunt izomorfisme inverse unul altuia.

3.3. OPERATORI CU PROPRIETĂŢI SPECIALE

În tot cursul acestui paragraf vom accepta Presupunerea 1.

Fie V : Lρ(E ,A)→ F un operator liniar şi continuu. Aşadar

||V || = sup{ ||V (f)|| | f ∈ Lρ(E ,A), ρ|f | ≤ 1} <∞.

Introducem ||V ||1 şi |||V |||.

||V ||1 = sup{ ||V (f)|| | f ∈ Eρ(A), ρ|f | ≤ 1}.

Aşadar :

||V ||1 = sup{ ||
n∑
i=1

V (ϕAixi)|| | f =

n∑
i=1

ϕAixi ∈ Eρ(A), ρ|f | ≤ 1}.

Evident

||V ||1 ≤ ||V || <∞.

Acum introducem

|||V ||| = sup{
n∑
i=1

|| V (ϕAixi)|| | f =

n∑
i=1

ϕAixi ∈ Eρ(A), ρ|f | ≤ 1}.

Evident :

||V ||1 ≤ |||V |||.

Din definiţie rezultă că, pentru orice câmp f =

n∑
i=1

ϕAixi ∈ Eρ(A), avem :

||
n∑
i=1

V (ϕAixi)|| ≤ ||V ||1 ρ|f |

n∑
i=1

|| V (ϕAixi) || ≤ ||| V ||| ρ|f |.

Exemplu. Vom lucra ı̂n cazul de unicitate C(E).
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Revenim la cazul general. Vom vedea că ı̂n cazul F = K (deci V este o funcţională

liniară continuă), avem ||| V ||| = || V ||1 <∞.

Teorema 24.

Fie V : Lρ(E ,A)→ K o funcţională liniară şi continuă.

Atunci ||| V ||| = || V ||1 <∞.

Dacă acceptăm Presupunerea 2, rezultă că, pentru orice operator liniar şi continuu

V : Lρ(E ,A)→ F , avem

||V ||1 = ||V ||

cu o teoremă de densitate care a mai fost folosită.

Teorema 25.

Acceptăm Propunerea 2.

1. Fie V : Lρ(E ,A)→ F un operator liniar şi continuu. Atunci :

||V || ≤ |||V |||.

2. Fie V : Lρ(E ,A)→ K o funcţională liniară şi continuă. Atunci :

||V || = |||V |||.

În continuare, vom introduce operatorii dominanţi.

Funcţionala liniară H : Lρ → K se numeşte pozitivă dacă H(f) ≥ 0, pentru orice

0 ≤ f ∈ Lρ. Rezultă H(f) ≥ H(g), dacă f ≥ g µ- a.p.t. .

Teorema 26.

Se presupune ρ R− F . Fie H : Lρ → K funcţională (liniară) pozitivă.

Atunci H este continuă.

Definiţia 27. Un operator liniar V : Lρ(E ,A) → F se numeşte dominat dacă

există o funcţională (liniară) pozitivă H : Lρ → K cu proprietatea că, pentru orice

f ∈ Lρ(E ,A), avem :

||V (f)|| ≤ H(|f |).

(̂ın acest caz spunem că V este dominat de H sau H domină V ).

Teorema 28.

Se presupune ρ R-F. Şi fie V : Lρ(E ,A)→ F un operator liniar dominat. Atunci V
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este continuu.

În cele ce urmează ne propunem să studiem legătura ı̂ntre |||V ||| şi dominarea opera-

torului V . O implicaţie este dată de :

Teorema 29.

Fie V : Lρ(E ,A)→ F un operator dominat. Atunci ||| V ||| <∞.

Ne punem problema dacă implicaţia inversă este adevărată. Vom putea da un

răspuns parţial (adică ı̂n condiţii mai restrictive) la această ı̂ntrebare.

Rezultatul care urmează (reciproca parţială) va fi dat ı̂n cazul de unicitate C(E).

Vom nota |x| ı̂n loc de ||x|| pentru x ∈ E şi |y| ı̂n loc de ||y|| pentru y ∈ F .

Teorema 30.

Se lucrează ı̂n cazul de unicitate C(E).

Presupunem că ρ este de tip absolut continuu şi acceptăm Presupunerea 2.

Fie V : Lρ(E,µ) → F liniar şi continuu. Dacă |||V ||| < ∞, rezultă că V este

dominat.

Folosind rezultatele precedente, avem

Teorema 31.

Se lucrează ı̂n cazul de unicitate C(E).

Presupunem că ρ este de tip absolut continuu şi acceptăm Presupunerea 2.

Fie V : Lρ(E,µ)→ F liniar şi continuu.Atunci V este dominat dacă şi numai dacă

|||V ||| <∞.

Remarcă: Modul de lucru privind definirea măsurii ν se leagă de teoria măsurilor

vectoriale. Anume, ν este variaţia măsurii vectoriale m.

Se constată legătura ı̂ntre teoria operatorilor V , cu |||V ||| < ∞ şi teoria integralei

vectoriale ı̂n raport cu măsurile cu variaţie finită.
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3.4. OPERATORI GENERAŢI DE CÂMPURI DE OPERATORI

Acceptăm cadrul de lucru din cap 2, folosit la definirea spaţiilor Lρ(E ,A) şi Lρ(E ,A).

Fie şi F un spaţiu Banach.

Pentru orice t ∈ T , notăm L(Et, F ) = Gt (dacă F = K, avem Gt = E′t). Deaseme-

nea, notăm GF = (Gt)t∈T . Dacă F = K, vom nota astfel:

Gk = (E′t)t∈T
def
= E ′.

Prin urmare, putem considera spaţiul de câmpuri de operatori :

C(GF ) = {U : T →
⋃
t∈T
Gt | U(t) ∈ Gt pentru orice t ∈ T}

(dacă F = K avem spaţiul

C(E ′) = {U : T →
⋃
t∈T

E′t | U(t) ∈ E′t pentru orice t ∈ T}).

Definiţia 32. Fie U ∈ C(GF ).

Spunem că U este slab µ- măsurabil (respectiv simplu µ- măsurabil) dacă : pentru

orice x ∈ A şi orice y′ ∈ F ′, funcţia y′(Ux) : T → K, definită prin

y′(Ux)(t) = y′(U(t)(x(t)))

(respectiv pentru orice x ∈ A, funcţia Ux : T → F , definită prin

Ux(t) = U(t)(x(t))

este µ- măsurabilă.

Proprietatea se transferă de la A la ı̂ntreg spaţiul M(A, µ) :

Teorema 33.

Fie U ∈ C(GF ). Atunci U este slab µ- măsurabil (respectiv simplu µ- măsurabil)

dacă şi numai dacă pentru orice x ∈ M(A, µ) şi orice y′ ∈ F ′ (respectiv pentru orice

x ∈M(A, µ)) funcţia y′(Ux) (respectiv funcţia Ux) este µ- măsurabilă.

Evident că orice câmp U simplu µ- măsurabil este şi slab µ- măsurabil. Reciproca

nu este adevărată ı̂n general. Un caz când reciproca este corectă este dat de:

Teorema 34.

Se presupune că F este spaţiu separabil (de tip numărabil). Atunci, un câmp de

operatori U ∈ C(GF ) este simplu µ- măsurabil dacă şi numai dacă este slab µ- măsurabil.
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În particular, luând F = K : a spune că U ∈ C(E ′) este simplu µ- măsurabil,

ı̂nseamnă a spune că U este slab µ- măsurabil.

În continuare, vom genera cu ajutorul unui câmp de operatori U ∈ C(GF ) un operator

liniar şi continuu HU : Lρ(E ,A)→ Lρ(F, µ).

Fie U ∈ C(GF ). Să presupunem că U este simplu µ- măsurabil şi mărginit (adică

sup
t∈T
||u(t)|| = M <∞).

Vom mai presupune că ρ R−F , ceea ce implică faptul că Lρ(F, µ) este spaţiu Banach

(dacă F = K, rezultă că Lρ este spaţiu Banach ).

Teorema 35.

În condiţiile de mai sus, avem operatorul liniar şi continuu

HU : Lρ(E ,A)→ Fρ(F, µ), definit prin HU (x̃) = Ũx şi :

||HU || ≤M = sup
t∈T
||U(t)||.

În particular, dacă F = K, avem operatorul liniar şi continuu

HU : Lρ(E ,A)→ Lρ, definit prin HU (x̃) = Ũx.

Definiţia 36. În condiţiile teoremei de mai sus, vom numi pe HU operatorul generat

de câmpul de operatori U .

Exemplu : Vom explica modul de construcţie descris mai sus, lucrând ı̂n cadrul de

la Exemplul 20, capitolul 2.
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4. ANEXĂ

LEGĂTURA CU TEORIA VARIETĂŢILOR

DIFERENŢIABILE

Teoria prezentată până acum poate fi receptată ı̂n mod independent, aşa cum am

procedat. Pe de altă parte, noţiunile şi unele din rezultatele prezentate pot fi ı̂ncadrate

ı̂n teoria varietăţilor diferenţiabile, finit sau infinit dimensionale. Vom prezenta această

ı̂ncadrare, care este foarte naturală (eventual obligatorie, din punctul de vedere al geo-

metrilor) urmând, ı̂n linii mari, monografia [3]A. Se pot consulta şi tratatele [1]A, [2]A.

4.1. DEFINIŢIA VARIETĂŢILOR DIFERENŢIABILE.

PROPRIETĂŢI FUNDAMENTALE. EXEMPLE.

Înainte de a prezenta definiţia fundamentală, vom introduce câteva noţiuni şi notaţii

care vor fi folosite ı̂n mod curent.

Pentru o funcţie injectivă f : A → B (A, B, nevide), inversa generalizată este

funcţia f−1 : f(A) → A, definită prin f−1(b) = a, unde a este unic determinat de

condiţia f(a) = b. Se vede că f−1 este bijecţie.

Dacă X,Y, Z, A ⊂ X, B ⊂ Y sunt mulţimi nevide şi f : A → Y , g : B → Z

sunt astfel ı̂ncât f(A) ⊂ B, putem defini compunerea generalizată g ◦ f : A → Z, prin

(g ◦ f)(a) = g(f(a)).

Definiţie. Fie (M, T ) un spaţiu topologic (M 6= ∅) şi E un spaţiu

Banach (E 6= ∅).

1. Numim E-atlas pe M o familie A = (Ui, ϕi)i∈I cu proprietatea că, pentru orice

i ∈ I, avem:

a) ∅ 6= Ui ∈ T (deci Ui ∈M);

b)
⋃
i∈I

Ui = M (deci (Ui)i∈I este o acoperire deschisă a lui M);

c) ϕi : Ui → E este injecţie continuă astfel ı̂ncât ϕi(Ui) este deschisă şi homeomor-

fism, unde hi : Ui → ϕi(Ui) este definită prin

hi(x) = ϕi(x)
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(adică ϕi este homeomorfism pe imagine).

În plus, pentru orice i şi j din I, astfel ı̂ncât Ui ∩ Uj 6= ∅, avem că

ϕi ◦ ϕ−1j : ϕj(Ui ∩ Uj)→ ϕi(Ui ∩ Uj)

este difeomorfism de clasă C∞.

Numim pe E spaţiul parametrilor lui M sau modelul lui M . În acest caz, fiecare ϕi se

numeşte hartă locală sau sistem de coordonate locale, iar Ui se numeşte domeniul hărţii ϕi.

Dacă m ∈ Ui, spunem că ϕi este hartă ı̂n jurul lui m.

Difeomorfismele ϕi◦ϕ−1j se numesc schimbări de hărţi locale sau schimbări de coordonate locale.

2. Un triplet (M,E,A), unde (M, T ) este un spaţiu topologic, E este un spaţiu

Banach şi A este un E-atlas pe M , se numeşte varietate diferenţiabilă modelată pe E .

Mai scurt, spunem că M este varietate diferenţiabilă.

Dacă E are dimensiune finită, spunem căM este varietate diferenţiabilă finit dimensională

(dimensiunea lui M este prin definiţie egală cu dimensiunea lui E).

Comentarii şi completări legate de definiţie

A. Dacă A şi B sunt două E-atlase pe M , spunem că A şi B sunt echivalente (şi vom

scrie A ∼ B), dacă A ∪ B este E-atlas pe M . Pe mulţimea E-atlaselor, relaţia ∼ este o

relaţie de echivalenţă.

În acest context, unii autori numesc varietate diferenţiabilă modelată pe E un triplet

(M,E, Ã), unde M este un spaţiu topologic, E este un spaţiu Banach şi Ã este o clasă

de echivalenţă de E-atlase pe M . În mod practic se lucrează cu un atlas fixat din clasă.

B. Noi am cerut ı̂n definiţia varietăţii, din start, ca M să fie spaţiu topologic. Mai

mult, unii autori cer ca spaţiul topologic M să fie separat (v. [1]A). În acest sens,

remarcăm următoarele:

Se poate da o ”definiţie mai generală a varietăţilor diferenţiabile”. Anume, se consi-

deră o mulţime nevidă M (netopologizată), şi un spaţiu Banach E. Numim hartă pe M

o funcţie h : U → E, unde ∅ 6= U ⊂ M şi h este injecţie cu proprietatea că h(U)

este deschisă. Două hărţi h1 şi h2 se numesc compatibile dacă U1 ∩ U2 = ∅, mulţimile

20



h1(U1 ∩ U2) şi h2(U1 ∩ U2) sunt deschise şi aplicaţiile

h2 ◦ h−11 : h1(U1 ∩ U2)→ h2(U1 ∩ U2),

h1 ◦ h−12 : h2(U1 ∩ U2)→ h1(U1 ∩ U2),

sunt difeomorfisme de clasă C∞.

Numim E-atlas pe M o familie (Ui, hi)i∈I , unde hi : Ui → E sunt hărţi două câte

două compatibile, astfel ı̂ncât ⋃
i∈I

Ui = M.

Numim varietate diferenţiabilă generalizată modelată pe E , un triplet (M,E,A) unde

M 6= ∅, E este spaţiu Banach şi A este E-atlas pe M .

Această definiţie reproduce definiţia de mai sus, cu excepţia faptului că nu se cere

ca M să fie spaţiu topologic. Obţinem ı̂nsă topologizarea automată a lui M , după cum

arată (v. [2]A) următoarea

Propozitie.

În condiţiile de mai sus (adică (M,E,A) este o varietate diferenţială generalizată

modelată pe E), se poate introduce pe M o topologie Tg cu proprietatea că mulţimile Ui

sunt deschise (adică Ui ∈ Tg pentru orice i ∈ I ) şi hi sunt homeomorfisme pe imagine

(mai precis, funcţiile ui : Ui → h(Ui), definite prin ui(x) = hi(x), sunt homeomorfisme

).

În mod precis, avem

Tg = {∅} ∪ {D | ∅ 6= D ⊂M,hi(D ∩ Ui) deschisă ı̂n E pentru orice i ∈ I}.

Aşadar, cu topologia Tg, (M,E,A) devine varietate diferenţiabilă modelată pe E ı̂n

sens clasic.

Teoremă.

Fie M o mulţime nevidă, E un spaţiu Banach şi A = (Ui, hi)i∈I un

E-atlas pe M ı̂n sensul definiţiei noţiunii de varietate diferenţiabilă generalizată mode-

lată pe E.

Se construieşte ı̂n acest mod topologia Tg şi (M,E,A) devine varietate modelată pe

E ı̂n sens clasic cu topologia Tg.

De asemenea, se consideră o topologie T pe M .

Următoarele afirmaţii sunt echivalente:
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1) Avem T = Tg.

2) Hărţile lui A sunt homeomorfisme pe imagine ı̂n topologia T (adică pentru orice

i ∈ I avem Ui ∈ T şi aplicaţia ui : Ui → hi(Ui), ui(x) = hi(x) este homeomorfism

dacă pe M avem topologia T .)

Aserţiunea 2) spune că (M,E,A) devine varietate diferenţiabilă modelată pe E ı̂n

sens clasic cu topologia T .

4.2. APLICAŢII DIFERENŢIABILE. CURBE. VECTORI TANGENŢI.

SPAŢIU TANGENT. APLICAŢIE TANGENTĂ

Pentru a introduce aplicaţiile diferenţiabile ı̂ntre varietăţi diferenţiabile, vom avea

nevoie de o altă notaţie.

Să considerăm două varietăţi diferenţiabile (M,E,A) şi (M ′, E′,A′) şi o aplicaţie

G : M →M ′. Fie şi m ∈M şi să presupunem că G este continuă ı̂n m.

Considerăm o hartă ϕ : U → E a lui (M,E,A) (scriem prin abuz (U,ϕ) ∈ A) astfel

ı̂ncât m ∈ U (adică ϕ este hartă ı̂n jurul lui m) şi o hartă ϕ′ : U ′ → E′ a lui (M ′, E′,A′)

(scriem prin abuz (U ′, ϕ′) ∈ A′) astfel ı̂ncât G(m) ∈ U ′ (adică ϕ′ este hartă ı̂n jurul lui

G(m)). Deoarece G este continuă ı̂n m, rezultă că G−1(U ′) este vecinătate deschisă a

lui m, deci U ∩G−1(U ′) este vecinătate deschisă a lui m.

Atunci ϕ(U ∩G−1(U ′)) este mulţime deschisă. Deoarece avem

ϕ−1 : ϕ(U)→ U , rezultă că pentru orice x ∈ ϕ(U ∩G−1(U ′)) avem

ϕ−1(x) ∈ U ∩ G−1(U ′), deci G(ϕ−1(x)) ∈ U ′ şi putem calcula ϕ′(G(ϕ−1(x))). Prin

urmare, putem defini funcţia

G(ϕ′, ϕ) : ϕ(U ∩G−1(U ′))→ E′

dată prin

G(ϕ′, ϕ)(x) = ϕ′(G(ϕ−1(x)))

(se vede că G(ϕ′, ϕ)(ϕ(U ∩G−1(U ′))) ⊂ U ′).

Vom nota şi (mai natural)

ϕ′ ◦G ◦ ϕ−1 def.= G(ϕ′, ϕ).
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Se vede că dacă avem şi varietatea diferenţiabilă (M ′′, E′′,A′′) şi funcţia H : M ′ →

M ′′ continuă ı̂n G(m), putem calcula, folosind o hartă

ϕ′′ : U ′′ → E′′ cu H(G(m)) ∈ U ′′

ϕ′′ ◦H ◦ (ϕ′)−1 = H(ϕ′′, ϕ′) = ϕ′′ ◦H ◦ (ϕ′)−1.

Folosind compunerea generalizată şi vecinătăţi corespunzătoare, avem relaţiile for-

male

H(ϕ′′, ϕ′) ◦G(ϕ′, ϕ) = (H ◦G)(ϕ′′, ϕ)

sau

(ϕ′′ ◦H ◦ (ϕ′)−1) ◦ (ϕ′ ◦G ◦ ϕ−1) = ϕ′′ ◦ (H ◦G) ◦ ϕ.

Definiţia următoare generalizează definiţia aplicaţiilor diferenţiabile ı̂ntre mulţimi

deschise din spaţii Banach.

Definiţie. În condiţiile de mai sus, fie G : M → M ′ o aplicaţie continuă. Vom

spune că G este diferenţiabilă dacă, pentru orice m ∈ M , există o hartă h : U → E cu

m ∈ U şi o hartă ϕ′ : U ′ → E′ cu G(m) ∈ U ′ astfel ı̂ncât G(ϕ′, ϕ) = ϕ′ ◦ G ◦ ϕ este

diferenţiabilă de clasă C∞.

Dacă, ı̂n plus, G este bijectivă şi G−1 este diferenţiabilă, spunem că G este un

difeomorfism.

Dacă există un difeomorfism G : M →M ′, spunem că M şi M ′ sunt difeomorfe.

Notaţie: Hom(M,M ′) = {G : M →M ′ |G este diferenţiabilă}.

Prin urmare, dacă G ∈ Hom(M,M ′) şi H ∈ Hom(M ′,M ′′), rezultă că

H ◦G ∈ Hom(M,M ′′).

În cazul ı̂n care M este un interval deschis şi M ′ este o varietate oarecare, obţinem

drept aplicaţii diferenţiabile curbele. În acest sens, definiţia pe care o vom prezenta

diferă de definiţia folosită ı̂n mod curent (adică: a) O funcţie continuă γ : [a, b] → X

unde X este un spaţiu topologic, se numeşte drum. b) O clasă de echivalenţă se numeşte

curbă).

Definiţie. Fie I ⊂ R un interval deschis (nevid) şi p : I →M . Vom spune că p este

o curbă dacă p este aplicaţie diferenţiabilă (se consideră că I este submulţime deschisă

a spaţului normat R, cu norma dată de modul).
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Convenţie:

În cele ce urmează, vom considera că 0 ∈ I. Dacă p : I → M este o curbă şi

p(0) = m, vom spune că p este o curbă prin m.

Fie acum (M,E,A) o varietate diferenţială şi m ∈M .

Notăm

D(m) = {f | ∃ U ⊂M deschisă, m ∈ U astfel ı̂ncât

f : U → R şi f este diferenţiabilă}.

Pe D(m) definim o relaţie de echivalenţă, după cum urmează. Fie f : U → R şi

g : V → R elemente din D(m). Atunci, spunem că f şi g sunt echivalente (şi scriem

f ∼ g) dacă există W ⊂M , W deschisă, astfel ı̂ncât m ∈W ⊂ U ∩ V şi f |
W

= g|
W

.

Notăm G(m) = D(m)|∼ . Elementele lui G(m) se numesc germeni (̂ın jurul lui m).

Anume, dacă f ∈ D(m), notăm cu γ(f) clasa de echivalenţă a lui f . Deci γ(f) ∈ G(m)

şi γ(f) se numeşte germenele lui f .

Evident G(m) este algebră reală, cu operaţii definite pe reprezentanţi:

γ(f) + γ(g) = γ(f + g);

αγ(f) = γ(αf);

γ(f)γ(g) = γ(f · g).

Fie ı̂n continuare un interval deschis I ⊂ R cu 0 ∈ I şi p : I → M o curbă prin

m = p(0). Observăm că, dacă f şi g sunt ı̂n D(m), avem

(f ◦ p)′(0) = (g ◦ p)′(0)

şi putem defini coerent

dp

dt

∣∣∣∣
t=0

(γ(f))
def
= (f ◦ p)′(0)

pentru orice f ∈ γ(f).

Definiţie. Cu notaţiile de mai sus, fie p : I →M o curbă prin m. Vectorul tangent

la p ı̂n m este aplicaţia

dp

dt

∣∣∣∣
t=0

: G(m)→ R

definită prin

dp

dt

∣∣∣∣
t=0

(γ(f)) = (f ◦ p)′(0)
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pentru orice f ∈ γ(f).

Definiţie şi notaţie. Fie m ∈M . Notăm

TMm =

{
dp

dt

∣∣∣∣
t=0

| p curbă prin m

}
.

Numim pe TMm spaţiul tangent la M ı̂n m.

Evident TMm ⊂ G(m)∗= dualul algebric al lui G(m).

Propozitie.

Pentru orice m ∈ M avem că orice v ∈ TMm este o derivare pe G(m), adică are

proprietatea

v(γ(f), γ(g)) = f(m)v(γ(g)) + g(m)v(γ(f))

pentru orice γ(f) şi γ(g) ∈ G(m).

Remarcă: Reciproca afirmaţiei de mai sus (adică afirmaţia ”orice derivare pe orice

G(m) este vector tangent” este falsă). Reciproca este valabilă dacă E este finit dimen-

sional.

În continuare, vom construi aplicaţia tangentă.

Definiţie. În contextul de mai sus, aplicaţia tangentă ı̂n m generată de harta ϕ este

aplicaţia

ϕ∗(m) : TMm → E

care acţionează prin

ϕ∗(m)

(
dp

dt

∣∣∣∣
t=0

)
= e(p). (= (ϕ ◦ p)′(0)).

De obicei, numim pe ϕ∗(m)(v) = e(p) coordonata lui v ı̂n harta ϕ.

În acest moment putem enunţa precis următorul fapt: orice spaţiu TMm este izomorf

ca spaţiu normat cu E.

Teorema de identificare a spaţiului tangent cu spaţiul parametrilor

Fie (M,E,A) o varietate diferenţiabilă modelată pe E. Fie m ∈M . Atunci:

1. Pentru orice hartă ϕ : U → E din A, cu m ∈ U , aplicaţia tangentă

ϕ∗(m) : TMm → E este bijecţie liniară.
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Dacă ψ : V → E este altă hartă din A cu m ∈ V , avem relaţia

ϕ∗(m) = S ◦ ψ∗(m)

unde S = d(ψ ◦ ϕ−1)(ϕ(m)) este un izomorfism de spaţii normate de la E la E, adică

este liniară, bijectivă, continuă, cu inversa (automat) continuă.

2. În consecinţă, orice ϕ∗(m) induce, prin transport de structuri, o structură de

spaţiu Banach pe TMm, care devine izomorf (ca spaţiu Banach) cu E. Izomorfismul de

mai sus este dat de aplicaţia liniară bijectivă ϕ∗(m) : TM∗ → E şi este caracterizat de

relaţia (∗∗):

v(γ(f)) = d(f ◦ ϕ−1)(ϕ(m))(ϕ∗(m)(v))

3. Structura liniară a lui TMm generată de izomorfismele ϕ∗(m), coincide cu struc-

tura liniară dată de injecţia TMm ↪→ G(m)∗:

(v + w)(γ(f)) = v(γ(f)) + w(γ(f)),

(λv)(γ(f)) = λ · v(γ(f)).

4.3. FIBRAT VECTORIAL. FIBRAT TRIVIAL.

FIBRAT TANGENT.

Fiind dată o varietate, urmărim să construim o nouă structură de varietate cu aju-

torul ei. Noţiunea de ”fibrare” dă o astfel de construcţie.

Definiţie. Fie (M,E,A) o varietate diferenţiabilă modelată pe E. Spunem că

(M,E,A) generează o structură de fibrat vectorial pe mulţimea (nevidă) X (sau că X

este un fibrat vectorial peste (M,E,A)) dacă:

1. Avem o mulţime nevidă X şi o surjecţie π : X → M numită proiecţia lui X

pe M , cu proprietatea că pentru orice m ∈ M , mulţimea Xm
def
= π−1(m), numită

fibra lui m peste X are structură de spaţiu Banach.

Am notat π−1(m)
def
= π−1({m}).

2. Avem, de asemenea, un spaţiu Banach F numit fibra tipică a fasciculului , o

acoperire deschisă U a lui M , şi pentru orice U ∈ U , o aplicaţie

tU : π−1(U)→ U × F
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astfel ı̂ncât:

a) Pentru orice U ∈ U , aplicaţia tU comută cu proiecţia, adică diagrama

π−1(U)
tU //

π

%%

U × F

pr1

��

U

pr1((x, f)) = x, este comutativă (i.e. pr1 ◦ tU = π).

În această diagramă am notat (prin abuz) cu π aplicaţia πU : π−1(U) → U , care

acţionează prin πU (x) = π(x).

b) Pentru orice m ∈M , identificăm {m} × F ≡ F , prin identificarea

(m, f) ≡ f . Atunci, pentru orice U ∈ U , cu m ∈ U , avem

Xm = π−1(m) ⊂ π−1(U). Să notăm cu (rU )m = tU |Xm : Xm → U × F (restricţia lui tU

la Xm).

Se cere ca (rU )m(Xm) ⊂ {m} × F ≡ F şi funcţia (tU )m : Xm → {m} × F ≡ F ,

obţinută din (rU )m (adică (tU )m(x) = (rU )m(x) = tU (x), pentru orice x ∈ Xm) să fie

izomorfism liniar.

c) Considerăm End(F ) = L (E,F ) echipat cu norma obişnuită operatorială (deci

End(F ) este spaţiu Banach).

Atunci, pentru orice U, V din U , astfel ı̂ncât U ∩ V 6= ∅, putem defini aplicaţia

tUV : U ∩ V → End(F ) prin

tUV (m) = (tU )m ◦ (tV )−1m .

Se cere ca tUV să fie de clasă C∞.

Definiţie. Fie X un fibrat vectorial peste (M,E,A), ca mai sus. Numim secţiune

a acestui fibrat orice secţiune a surjecţiei π, adică orice aplicaţie s : M → X, cu propri-

etatea π ◦ s = 1M = idM .

Remarcă importantă. În cazul particular (fundamental) când U ≡ (Ui)i∈I (unde

atlasul A = (Ui, ϕi)i∈I ca la ı̂nceput), vom considera pentru orice i ∈ I, câmpurile

π−1(Ui)
tUi−→ Ui × F

ϕi×1F−→ ϕi(Ui)× F ⊂ E × F

unde (ϕi × 1F )(m, f) = (ϕi(m), f).
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Atunci, se arată că (π−1(Ui), (ϕi × 1F ) ◦ tUi)i∈I formează un E × F - atlas pe X,

pentru o structură de varietate diferenţiabilă generalizată, modelată pe E × F pentru

X.

• FIBRATUL TRIVIAL

Considerăm o varietate diferenţiabilă (M,E,A) modelată pe E şi un spaţiu Banach

F . În definiţia generală a fibratului vectorial, vom proceda ı̂n particular după cum

urmează:

1. Luăm X = M × F şi π : X → M proiecţia definită prin π((m, f)) = m. Atunci,

pentru orice m ∈M , avem

Xm = π−1(m) = {m} × F = {(m, f) | f ∈ F} ≡ F

(identificare canonică prin (m, f) ≡ f).

2. Spaţiul Banach F (fibra tipică a fasciculului) a fost deja menţionat. Acoperirea

deschisă este U = {M}. Vom lua

tM : π−1(M) = M × F →M × F

tM = 1M×F .

Condiţiile a), b) şi c) se verifică imediat:

a) Evident pr1 ◦ tM = π = pr1.

b) Pentru orice m ∈M , avem (rM )m : Xm →M × F , acţionând prin

(rM )((m, f)) = tM ((m, f)) = (m, f) ∈M × F

adică (tM )m : Xm = {m} × F ≡ F → {m} × F ≡ F este de fapt identitatea (tM )m =

1Xm , fiind evident izomorfism liniar.

c) Se arată că tMM : M → End(F ) acţionează astfel:

tMM (m) = (tM )m ◦ (tM )−1m = 1Xm ≡ 1F

(cu identificarea Xm ≡ F ), adică tMM este aplicaţia constantă (evident de clasă C∞).

Aşadar (M,E,A) generează o structură de fibrat vectorial pe X = M×F , cu ajutorul

proiecţiei π : X →M , π((m, f)) = m şi al aplicaţiei

tM = 1M×F : M × F →M × F.
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Fibratul vectorial X peste (M,E,A) astfel introdus se numeşte fibrat trivial peste

(M,E,A).

• FIBRATUL TANGENT

Considerăm o varietate diferenţiabilă (M,E,A) modelată pe E. În definiţia generală

a fibratului procedăm ı̂n particular după cum urmează:

1. Luăm X =
⋃

m∈M
TMm

def
= T (M) şi π : T (M)→M definită prin

π(v) = m, dacă v ∈ TMm. Atenţie, reuniunea care ı̂l dă pe T (M) se consideră disjunctă,

adică TMm∩TMn = ∅, decim 6= n. Atunci, pentru oricem ∈M , avemXm = π−1(m) =

TMm şi am văzut că pe TMm avem o structură de spaţiu Banach, anume TMm este

izomorf ca spaţiu normat cu E.

2. Luăm F ≡ E (deci fibra tipică a fasciculului este E). Acoperirea deschisă va fi

U = (Ui)i∈I , provenită din atlasul A = (Ui, ϕi)i∈I .

Pentru orice U ∈ U , avem

π−1(U)
def
= T (U) =

⋃
m∈M

TMm.

Fie U ∈ U . Prin urmare, există i ∈ I astfel ı̂ncât U = Ui şi avem

(Ui, ϕi) ∈ A, unde ϕi
def
= ϕ : U → E este harta corespunzătoare.

Definim tU : π−1(U) = T (U)→ U × E prin

tU (v) = (m,ϕ∗(m)(v))

unde m ∈ U şi v ∈ TMm.

Se verifică proprietăţile a), b) şi c).

În acest mod am obţinut fibratul X = T (M) peste (M,E,A), cu ajutorul proiecţiei

π şi a familiei de aplicaţii (tUi)i∈I definite mai sus.

Fibratul vectorial T (M) peste (M,E,A) astfel introdus se numeşte fibratul tangent

al varietăţii (M,E,A).

Ca urmare, obţinem următoarea

Teoremă.

Pentru orice varietate diferenţiabilă (M,E,A) modelată pe E, fibratul tangent T (M)

este varietate diferenţiabilă modelată pe E × E.
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Secţiunile fibratului tangent se numesc câmpuri vectoriale:

Definiţie: Fie (M,E,A) varietate diferenţiabilă modelată pe E. O secţiune a lui

T (M) (adică o aplicaţie s : M → T (M) cu proprietatea π ◦ s = 1M ) se numeşte

câmp vectorial pe M .

4.4. ÎNCADRAREA ÎN TEORIA ANTERIOARĂ A CÂMPURILOR

VECTORIALE

A. Să considerăm un spaţiu local compact separat M şi o familie

E = (Em)m∈M de spaţii Banach disjuncte două câte două. Fie şi

s : M →
⋃
m∈M

Em
def
= X

un câmp vectorial, adică (v. definiţia de la ı̂nceputul lucrării) s are proprietatea că

s(m) ∈ Em pentru orice m ∈ M (a se remarca schimbarea notaţiilor: T devine M , x

devine s şi introducem notaţia X pentru
⋃

m∈M
Em; totul pentru a avea notaţii similare

cu cele din acest capitol).

Să considerăm şi aplicaţia surjectivă π : X →M , care acţionează astfel:

a) dacă x ∈ X, există m ∈ M cu proprietatea că x ∈ Em şi acest m este unic

determinat (spaţiile Em sunt disjuncte).

b) definim π(x)
def
= m.

Fie acum m ∈ M , arbitrar. Avem s(m) ∈ E(m). Apoi, π(s(m)) = m. Aşadar

π ◦ s = 1M . Adică s este o secţiune a surjecţiei π (cu o denumire generală).

Remarcă. Putem ”disjuncta” spaţiile Banach Em după cum urmează. Pentru orice

m ∈M , identificăm Em = {m} × Em, anume

Em 3 x ≡ (m,x) ∈ {x} × Em pentru orice x ∈ Em, cu norma |||(m,x)||| = ‖x‖.

B. Să considerăm o varietate diferenţiabilă (M,E,A) modelată pe E. Vom considera

şi fibratul trivial X = M × F peste (M,E,A), unde F este un spaţiu Banach oarecare.

Ştim că proiecţia π : X → M este dată prin π((m, f)) = m, dacă m ∈ M şi

f ∈ F . Vrem să definim o secţiune a lui X, deci o aplicaţie s : M → X cu proprietatea

π(s(m)) = m, pentru orice m ∈ M . Vom avea, pentru orice t ∈ M : s(t) = (n(t), f(t)),
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unde n(t) ∈ M şi f(t) ∈ F sunt unic determinaţi de t. Atunci π(s(t)) = n(t). Este

necesar deci ca s(t) = t. Am arătat următorul fapt:

O aplicaţie s : M → X este secţiune pentru X dacă şi numai dacă are forma

s(m) = (m, f(m)), f(m) ∈ F

pentru orice m ∈M .

Acceptând că M este spaţiu local compact separat şi considerând familia de spaţii

Banach (Fm)m∈M , unde Fm
def
= {m} × F (v. identificarea de mai sus), rezultă că

secţiunea s de mai sus este un câmp vectorial. Anume, s ∈ C(E), unde E = (Fm)m∈M

deoarece s(m) = (m, f(m)) ∈ Fm, pentru orice m ∈M .

Teoremă.

Fie H un spaţiu Hilbert real cu norma ‖·‖ şi fie a > 0. Atunci, mulţimea

M = {x ∈ H| ‖x‖ = a}

devine varietate diferenţiabilă (şi M este slab compactă).

Această discuţie pune ı̂n evidenţă următoarea problemă de perspectivă: elaborarea

unei teorii a spaţiilor de câmpuri vectoriale (̂ın sensul de la ı̂nceputul lucrării), pentru

care spaţiul T să nu fie neapărat local compact separat.

31



BIBLIOGRAFIE

[1] R. G. Bartle. A General Bilinear Vector Integral, Studia Math., 15 (1956), 337—352.

[2] R.G. Bartle, N. Dunford, J. Schwartz. Weak Compactness and Vector Measures.

Canadian J. Math. 7 (1955), 289—305.
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