Prefata

Rédécinile unitétii sunt numere complexe de o mare fascinatie, de aceea
tearia acestora trebuie priviti ca o anumits parte a teoriei numerelor. Din punct
de vedere istoric, rédicinile unitiiii sunt studiate si utilizate mai ales incepand
cu secolul al XVIII-lea (J.L. Lagrange, L. Euler), dar primul care elaboreazs o
teorie coerentd a acestora, relevind frumusetea gi importanta lor deosebitd, este
C.F. Gauss ([25], 1801).

in prefata celebrei sale cirti ([25]), C.F.Gauss considerd ci "teoria diviziunii
cercului sau teoria poligoanelor regulate, prin ea insisi nu apartine aritmeticii,
totugi principiile ei se géisesc in aritmetica superioars”.

Iar in sectiunea a VII-a a ciirtii amintite, intitulatd " Despre ecuatiile de care
depinde impértirea cercului” noteazd cu modestie ¢ "interventia noastri este nu
mai mult decit un prim pas in aceastd vastd teorie, care se cade sk fie elaboratd
cu toatd seriozitatea”.

Peste aproape un secol, D, Hilbert, intr-un alt dpus celebru (32], 1897) isi
exprima viziunea sa in felul urmétor: ”Ca gi Gauss, Jacobi §i Lejeune-Dirichlet igi
exprimd de nulte ori gi cu térie surpriza lor relativ la legitura stranss dintre unele
chestiuni privind numerele §i anumite probleme de algebri, in particular problema
diviziunii cercului. Ratiunea intim3 a acestei legiituri este ast¥zi bine cunoscuts.
Teoria numerelor gi teoria ecuatiilor lui Galois au réd#cinile lor comune in teoria
corpurilor algebrice gi aceastd teorie a corpurilor de numere a devenit partea cea
mai importantd a teoriei moderne a numerelor”, _

In fine, peste alte trei sferturi de veac, A. Weil ({67], 1974) are urméitorul punct
de vedere: "Literalmente, ciclotomie inseamny diviziunea cercului. Descoperirea
de cltre Euler a relatiilor dintre functiile trigonometrice §i cele exponentiale
transpune problema diviziunii cercului la rezolvarea ecuatiilor binome de forma
z" = 1. Gauss, la 19 ani, primea medalia Fields (mai exact, ar fi primit-o daci.
ar fi existat) pentru rezolvarea ecuatiei ' = 1 printr-o succesiune de ridicini
pétrate, ceea ce implicd diviziunea cercului in 17 pirti egale, cu rigla si compa-~
sul”. §i In continuare: "Este deci just s& calificim ciclotomice corpurile generate
peste Q de riad¥cinile unit&tii gi subcorpurile lor; se stie de altfel, de la Kronecker,
¢& aceste corpuri nu sunt altele decat extinderile abeliene ale lui Q. Dar, incepand
cu Jacebi, pe intreg parcursul secolului al XIX-lea folosirea acestui cuvént (in
germand, Kreist(h)eilung) este rezervatd studiului anumitor sume remarcabile de
rédécini ale unitéitii, care in zilele noastre (Incepand de la Hasse, se pare) se numesc
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sume gaussiene”.

Cartea de fata reprezinti o expunere cu mijloace elementare a chestiunilor de
hazi legate de rédicinile unititii, evitind intenticnat cunogtinte mai speciale, cum
ar fi cele tinind de teoria algebricd a numerelor, teoria lui Galois sau recenta teorie
Cogalois (pentru care, cititorul interesat poate vedea, de exemplu [1] [2], [6], [9],
[23], [32], [36], [40], [53]). Ea este structuratd in cinci capitole gi un Appendix.

In primul capitol se studiazd grupul ciclic al rid#cinilor de ordin n ale unit#tii
gl generatorii acestui grup, adici rddacinile primitive de ordinul n ale unit#itii.
Capitolul al doilea este dedicat polincamelor ciclotomice gi trateazd calculul
(determinarea) acestor polinoame, ireductibilitatea lor peste corpul @@, precum si
anumite rezultate privind coeficientii acestora. Capitolul al treilea contine aplicatii
in aritmeticd - numere prime, sume gaussiene gi legea reciprocitéitii patratice - si
in algebrd - subinelele corpului C aviand grupul unitatilor finit, corpurile pétra-
tice privite ca subcorpuri ale unor corpuri ciclotomice, teorema lui Wedderburn
de comutativitate a corpurilor finite. Capitolul al patrulea contine aplicatii in
geometrie, studiind poligoane rationale si echiangulare, apoi celebra problemi a
constructiel cu rigla si compasul a peligoanelor regulate, tratati cu ajutorul ca-
racterelor gi sumelor Jacobi.

Fiecare din cele patru capitole este urmat de probleme, in marea lor majoritate
dificile. Multe din aceste probleme sunt chestiuni teoretice, insi de mai micg
importantd in viziunea noestrad, fapt care a ficut s8 le considerdm drept ”proble-
me”. Capitolul al cincilea contine rezolvirile problemelor propuse in primele patru
capitole.

Asa cum am mai mentionat, cartea are in esentd un caracter elementar, putiand
fi practic cititd doar cu cunostintele generale de matematicd debandite in liceu.

Dar, din aceastd cauzi, ca si in ideea ca aceastd lucrare s fle antoconinuta,
am addugat un Appendix in care sunt explicate citeva chestiuni de aritmetici
sau algebri de largd c¢irculagie, pe care le-am utilizat. Totugi, pentru a nu lungi
excesiv acest Appendix, am presupus In mod tacit unele chestiuni cunoscute, ca de
exemplu factorialitatea inelului de polinoame Z[X] sau proprietitile congruentelor
n acest inel sau in inelul Z.

Sperdm ca materialul expus In aceastd carte s§ poatd forma cititorului o
imagine cit mai completd asupra radacinilor unitagii, la acest lucru contribuind si
bibliografia, care surprinde citeva din momentele importante ale dezvoltarii acestei
teorii matematice, denumit3 gi *ciclotomie”.
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