Einleitung

Zu den zentralen Fragestellungen der Analysis gehéirt zweifellos das sogenannte Di-
richlet-Problem. In dessen klassischer Fassung handeit es sich um die Suche nach einer
harmonischen Funktion auf einem Gebiet im R", die eine gegebene stetige Funktion
suf dem Rand des Gebietes in das Innere stetig fortsetzt. Dieses Problem ist eindeutig
lssbar, wenn der Rand eine stiickweise glatte Hyperfliche des R™ ist. Bei der Frage
nach praktisch anwendbaren Lisungsverfahren stellt man jedoch fest, daB es aufer
fiir ganz wenige Arten von Gebieten (wie etwa filr Kugeln oder Halbrdume) keine
expliziten Losungsformeln bekannt sind. Dies zeigt, wie schwer es ist, die Natur einer
harmenischen Funktion und den Proze8 der harmonischen Ausdehnung zu erfassen.

Heutzutage hat man lingst die Gegebenheiten der euklidischen Geometrie ver-
lassen und studiert harmonische Funktionen und Abbildungen auf Riemannschen
Mannigfaltigkeiten. Die quslitativen Aussagen iiber das Dirichlet-Problem lassen
sich groflenteils iibertragen. Man findet jedoch keum noch explizite Darstellungen
fir die Dirichlet-Lésung in nicht-euklidischen Situationen (selbst dann nicht, wenn
das Gebiet eine Kugel ist).

. Die vorliegende Abhandlung, weiche auf der Grundlage meiner Habilitations-
schrift verfafit ist, hat es sich zum Ziel gesetzt, an dieser Stelle einen Beitrag zu
leisten, wodurch sich diese Liicke wenigstens teilweise schlieBen 148t, und zwar fiir
die Rdume konstanter Schnittkriimmmung, unter denen die Sphéren und die hyper-
bolischen Raume die nicht-euklidischen Prototypen sind. Das Referenzgebiet des
Dirichlet-Problems ist dabei stets eine {geoditische) Kugel oder deren AuBeres. Die
Losungsfunktion wird als Poisson-Integral mit einem expliziten Poisson-Kern gege-
ben.

I ersten Kapitel wird das Dirichlet-Problem fiir eine Kugel eingehend unter-
sucht. Im dritten Abschnitt werden die sphirischen und die hyperbolischen Poisson-
Kerne berechnet, und zwar in beliebigen Dimensionen. Es zeichnet sich der Spezialfall
des Dirichlet-Problems fiir die Halbsphidre {z = {z,...,Zat1) € R**!| |z| =1 und
Zn+1 > 0} dadurch aus, daf sich der entsprechende Poisson-Kern als Produkt einer
Funktion, welche allein vom Abstand des inneren Punktes zum Kugelmittelpunkt
mit einer solchen, die vom Abstand des inneren Punktes zum Randpunkt allein
abhiingt, geschrieben werden kann (vierter Abhschnitt). Diese im Eukiidischen wohl-
bekannte Tatsache ist auf den nicht-euklidischen Riumen sonst nicht gegeben. Mit
der Halbsphére hingt der elliptische Raum zusammen, fiir den der Poisson-Kern eine
unerwartet und {iberraschend einfache Gestalt annimmt {fiinfter Abschnitt}. Das in
der Vergangenheit untersuchte Dirichlet-Problem fiir den hyperbolischen Raum im
Ganzen 158t sich hier als Spezialfall einer unendlich groSien Kugel behandeln (sechster
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Abschnitt).

Im zweiten Kapitel werden die nicht-euklidischen Poisson-Integrale auf Desinte-
grationseigenschaften hin getestet, wie sie von M. Vignati Ende der 1980er Jahre
in der euklidischen Situation entdeckt wurden. Auch diesbeziiglich zeichnen sich die
Halbsphiire und der elliptische Raum besonders aus.

Im dritten Kapitel wird das Dirichlet-Problem fiir das AuBere einer Kugel erér-
tert. Der erste Abschnitt erinnert den Leser an die diesbeziiglichen Sitze in der eu-
klidischen Situation, die aber mun aus den zuvor abgeleiteten (bislang unbekannten?)
Resultaten fiir eine Kugelschale gefolgert werden. Die Behandlung der hyperbolischen
Situation schliefit sich an (zweiter Abschnitt).

Im vierten Kapitel werden harmonische Funktionen auf Umgebungen isclierter
Singularititen unter einem fiir die Réume konstanter Kriimmung gemeinsamen Ge-
sichtspunkte betrachtet und in den Einzelfiillen konkrete Darstellungen sclcher Funk-
tionen gegeben.

Anla8l nehmend von der Untersuchung im vierten Abschnitt des ersten Kapitels
wird im ersten Anhang der Frage nachgegangen, ob es im Euklidischen anfler dem
Poisson-Kern auch andere harmonische Funktionen gibt, die sich als Produkt aus
zwei Funktionen von je einer Abstandsvariable schreiben lassen. Es wird gezeigt, daB
dem mnicht so ist, daf also diese Eigenschaft fiir den Poisson-Kern charakterisierend
ist (triviale Fille ausgenommen).

In allen nicht-euklidischen Formeln und Ausdriicken spielt die klassische hyper-
geometrische Funktion eine zentrale Rolle. Als ,,Nebenprodukte* der Untersuchung
ergeben sich in diesem Zusammenhang drei beachtenswerte Identititen {Bemerkung
am Ende von Abschnitt 1.4, in Abschnitt 1.6 und am Ende von Kapitel 2). Es
wird aufgezeigt, wie sich diese Identitiiten auch unabhingig von ihrer Gewinnung
ad hoc herleiten lassen (im zweiten Anhang wird die erste Identitét rein rechnerisch
vollsténdig bewiesen).

An dieser Stelle méchte ich meinen Dank an Professor Nico M. Temme am ,.Cen-
trum voor Wiskunde en Informatica® anssprechen, auf dessen Vorschlag hin und mit
dessen Initiative die erwihnten Identititen einer weltweit vernetzten Gruppe von
Fachleuten mitgeteilt wurden, so da8 sie bald darauf auch direkt bewiesen werden
konnten.

Eichstétt, im Juli 2004 E. Symeonidis



