Introducere

Problematica punctului fix este prezenti in aproape toate disciplinele
matematice. Ea poate fi formulatd intr-un cadru foarte general gi in legitura
cu notiuni fundamentale ca notiunea de muljime gi de operator. Dandu-se o
multime i un operator f : X = X se pune problema de a studia muliimea
Fr={ze X | f(z) = 2} numitd multimea punctelor fixe ale operatorului f.

Teoria punctului fix se construieste deci in functie de structura cu care
este inzestratd mul{imea X gi de proprietitile operatorului f.

in ultimele deceni a luat o amploare deosebitd studiul operatorilor defi-
niti pe spatii metrice si pe spatii metrice generalizate.

Problemele esentiale ale teoriei metrice de punct fix sunt tratate intr-un
 numir impresionanat de lucriri de sintezs, scoala de punct fix condusi de
Ioan A. Rus cortribuind in mod esential la dezvoltarea acestui important
capitol al analizei neliniare. Principalele rezultate obtinute in cei treizeci
de ani de activitate a Seminarului de Puncte Fixe, se reg#isesc sistematizate
in Preprintul Nr. 3 din 1999, al Semariilor de cercetare matematics ale
Facultitii de Matematicd gi Informatic® al Universititii Babesg-Bolyal.

Monografia de fat3 igi propune studiul gi generalizarea rezultatelor cunos-
cute ale principtilor de punct fix in diverse spatii metrice gi spatii metrice
generalizate. Astfel se studiazi generaliziri ale spatiilor metrice Iudnd valori
in RY, in [R4 U {+o00}]™, spatii 2-metrice gi in produs cartezian de spatii
metrice, dupd care se dau aplicatii ale acestor rezultate la studiul unor sis-
teme de ecuatii cu derivate partiale hiperbolice cu argument modificat.

La inceput se scot in evidentd anumite rezultate despre functii de com-
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paratie de una gi de mai multe variabile, apoi se studiazj operatori definiti
in spatii metrice, urmate de unele principii de punct fix cunoscute, si in
incheierea acestui prim capitol se definesc operatorii Picard, slab Picard i

se dau cateva exemple importante.

Urmaétoarele capitole prezinti rezultate referitoare la anumite teoreme de
punct fix in diverse spatii metrice generalizate, reugind generalizarea unor
rezultate préz‘enta,te de loan A. Rus in [141) si [142].

Capitolul 2. se ocupi cu teoreme de punct fix in spatii metrice cu metrica
_vectoriald. Dupd cateva consideratii generale in §.2.1. se introduce notiunea
de L-contractie gi se deduce un principiu de punct fix pentru L-contractii in
spatil metrice generalizate cu metrica vectoriald si in gpatii Banach ordonate.
§.2.2. este consacrat unor rezultate referitoare la p-contractii generalizate.

Aceastd parte contine unele rezultate originale ale autorului. Astfel teo-

rema 2.1.1. generalizeazid cunoscuta Teoremi a lui Perov, teorema 2.1.2.

teorema lui Maia, iar teorema 2.2.3. reugesgte si generalizeze rezultatele
referitoare la p-contractii generalizate din [142], in sfirgit teoremele 2.2.4.,
2.2.5. gi 2.2.6. pot ‘ﬁ c.onsidera.te corolare ale teoremei 2.2.3.

in Capitolul 3, se géneralizeazé’. Teorema lui Luxemburg-Jung [85, 110]
referitoare la operatori definiti in spatii metrice luind valori in [RyU{Foo}]™.
Dupa ce se clarifici in §.3.0. structura spatiului metric generalizat gi se dau
cateva exemple, se obtin rezultate noi referitoare la wp-contractii generalizate
in teoremele 3.0.1., 3.1.1. i 8.1.2. [63], iar ca si corolare se obtin generaliziri
ale Principiului contractiilor, ale teoremelor lui Perov, Kannan si Cirig-
Reich-Rus {43, 44, 45, 142].

§.4.0. din Capitolul 4. prezints conceptul de spatiu 2-metric introdué de
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- 8. Gihler, se dau cateva exemple de spaiii 2-metrice gi §.4.1, se demoﬁstreazé.
generaliziri -ale Principiului contractiilor in spatii 2-metrice {69].

in Capitolul 5. se face o sintezd a rezultatelor referitoare la}pera.tori
definiti pe produs cartezian. in §.5.1. se generalizeazi unele rezultate ale
matematicianului italian P. Bassanini [64], iar in §.5.2, se genera.lizeazii unele
rezultate ale lui S. B. Pre8ic gi loan A. Rus.

Capitolul 6. este dedicat operatorilor Picard si operatorii slab Picard,
precum gi unele aplicatii ale acestora in studiul dependentei continue gi deri-
vabilitdtii in raport cu parametri al punctului fix al unui operator Picard.
Aceste rezultate vor sta la baza studiului dependentei de parametri in prob-
lemele referitoare la sisteme de ecuatii cu derivate partiale din partea a Il-a
a lucrarii.

Datoritd introducerii operatorilor Picard si operatorilor slab Picard a
devenit mai ugor stabilirea unor rezultate referitoare la dependenta continud
a punctului fix de datele problemei sau continuitatea gi derivabilitatea in
raport cu un parametru.

Rezultatele referitoare la punctele fixe s-au dovedit a fi un instrument
important in studiul existentei, unicitdtii solutillor unor ecuatii diferentiale,
ecuatii cu derivate partiale gl diferite sisteme de ecuatii cu detivate partiale.

Pornind de la rezultatele obtinute de D. V. Ionescu pentru probleme la
limitd referitoare la ecuatii cu derivate partiale hiperbolice cu argument mo-
dificat, cum ar fi problema lui Darboux, problema lui Picard, problema lui
Cauchy si problema lui Goursat, autorul isi propune In partea a dova a-mono-
grafiei, demonstrarea existentei si unicitatii solutiei, dependentei continue in

raport cu datele problemei, respectiv dependentel continue si a derivabilitdtii
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in raport cu parametrii pentru sisteme hiperbolice semiliniare cu argument
modificat. Teoremele enuntate in capitolul 7. apartin autorului monografiei
§i sunt generalizdri ale rezultatelor obtinute in [57, 58, 59, 62].

Lamberto Cesari a dat o metodd denumitd metoda inlintuiti sau metoda
lui Cesari, care apare drept ca o generalizare ale unor probleme studiate
de Dario Graffi, Pietro Bassaniniv Aceste probleme au la bazi fenomene
fizice din optica neliniari. In ultimul capitol se studiazi si se dau citeva
teoreme originale cu ajutorul acestei metode se demonstreazi unele teoreme
de existentd si dependentd continui de datele problemei pentru anumite
sisteme cvasiliniare hiperbolice cu argument modificat.

Aici dorésc sd multumesc domnului profesor dr. loan A. Rus pentru
indrumarea gtiintifici permanentd acordat de-a lungul a mai mult de dduﬁ
decenii gi pentru sprijinul de care am avut parte pe tot parcursul elaboririi
gi redactirii acestet ciirti.

In incheiere doresc s3 aduc muit,umiri.colegilor de la Catedra de Ecuatii
diferentiale de la Facultatea de Matematicd gi Informaticy, de la Catedra
de Metodica Stiintelor Exacte de la Facultatea de Psihologie i Stiintele
Educatiei din cadrul Universititii Babes-Bolyai, precmh si fogtilor mei colegi
de la Catedra de Matematici de la Universitatea Tehnici din Cluj-Napoca

pentru observatiile gi indemnurile cu care m-au sustinut in elaborarea cirtii.



