INTRODUCERE

Cartea prezintd rezultate fundamentale dintr-un domeniu actual, in continuu
progres. Spre deosebire de topologia diferentiald, care studiazi proprietiile globale ale
varietifilor diferentiabile, geometria diferenfiald studiazid atdt proprietifile locale
(curburd), cét si pe cele globale (geodezice). Lucrarea de fatd prezintd modul in care
operatorii diferentiali pe o varietate diferentiabili pun in evidentd legitura dintre
geometria §i topologia varietdtii. Acesta este un domeniu in continud dezvoltare gi a fost
studiat intr-o serie de monografii ((BGM], [Ch}, {CP], [CPR1}, [ROS], [Ro]). Mentionez,
n mod special, monografiile [CP] (1988), [CPR1] (20601). Multumesc pe aceastd cale
prof. dr. Mircea Craioveanu §i prof. dr. Mircea Puta, de la Universitatea de Vest
Timigoara, pentru sprijinul oferit in elaborarea acestei lucréri. :

Cartea este rodul cursurilor optionale de ,Geometrie Spectraldi pe varietii
Riemann”, tinute de autoarea prezentei lucréri studentilor din anul IV de la Facultatea de
Matermatics si Informatici, Universitatea Bucuregti.

fn primul capitol sunt prezentate rezultate de bazi din geometria riemanniani si, de
asemenea, sunt introdusi o serie de operatori diferentiali pe o varietate Riemann. Sunt
studiate proprictiti ale diferentialei exterioare, codiferentialei extericare, produsului
exterior, produsului interior, ale gradientului, divergentei, tensorului Hesse, formei Hesse,
operatorului Hodge (star), ale operatorului Laplace-Beltrami §i operatorului Hodge-de
Rham. In final, utilizind tehnici Bochner, sunt prezentate prima §i a doua formuld
Weitzenbdck pe varietdti Riemann [Wu].

In al doilea capitol sunt studiate valorile proprii ale operatorului Laplace-Beltrami,
actiondnd pe functii, operator asociat unei varietiti Riemann (M, g) inchise, conexe,
orientabile. Sunt determinate 0-spectrele pentru torul plat, sferd, spatiul proiectiv §i sticla lui
Klein. De asemenea, sunt estimate valorile proprii ale operatorului Laplace-Beltrami
- (principiul minimului al lui Courant). Utilizénd formulele WeitzenbSck este determinati
- . marginea inferjoard a primei valori proprii nenule a operatorului Laplace-Beltrami.
Determinarea exactd a spectrului unei varietifi riemanniene compacte generale nu este
posibild. Proprietatile de repartifie asimptotici ale valorilor proprii pun in evidentd
legiturile dintre spectru si datele geometrice globale ale vanetdfii. Primii coeficienh
- cunoscufi din dezvoltarea asimptoticdi Minakshisundaram-Pleijel a functiei de partitie
" permit studiul varietatilor izospectrale cu curburi sectionald constantd in cazurile 2 <7 £ 6.
In capitolul urmitor sunt investigate proprietiti spectrale ale operatorului Hodge-
de Rham, actionind pe m-forme, pe o varietate Riemann inchisi, conexi, orientabili. La
fel ca i in cazul O-spectrului, problema determindrii explicite a m-spectrului este foarte
dificil 5i n mare parte deschisi. Sunt determinate m-spectrele pentru torul plat gi sferd.
o continuare sunt estimate valorile proprii ale operatorului Hodge-de Rham. Aceastd



problemi este mai dificild dect pentru laplacian, deoarece tehnici care functioneazi
pentru O-laplacieni nu mai sunt valabile pentru m-laplacieni.

Formulele Weitzenbick permit determinarea marginii inferioare a primei valori
proprii nenule a operatorului Hodge-de Rham.

In finalul capitolului sunt studiate proprietiftle geometrice ale varietitilor Riemann
ce pot fi recuperate din m-spectre, utilizind dezvoltiri asimptotice de tip
Minakshisundaram-Pleijel-Patodi ale m-functiei de partitie. Doi invarianti m-spectrali
sunt dimensiunea i volumul unei varietiti. Este studiatd problema daci 0-spectrul gi m-
specirul (m = 0) contin informafii geometrice diferite. Sunt investigate proprietati ale
varietitilor m-izospectrale cu curburi sectionalii constanti.

Capitolul al patrulea este dedicat studiului laplacianului complex pe varietati
Kéhler. Sunt prezentate proprietiti de bazi ale varietitilor Kihler. Utilizand coordonate
complexe normale intr-un punct, putem utiliza tehnici Bochner pe varietiti K#hler. Sunt
prezentate formulele Weitzenbéck I, II. Acestea permit studiul proprietitilor laplacianului
complex. De asemenea, sunt caracterizate varietitile Kihler compacte cu curburd
bisectionald negativi.

in finalul capitolului este prezentat spectrul laplacianului complex. Dezvoltarea
asimptotica a functiei de partitie conduce la determinarea unor invarianti (p, q)-izospectrali.
Sunt studiate varietatile (p, q)-izospectrale cu curburi sectionali olomorfi constants,

Ultimul capitol studiazi proprietatile spectrale ale operatorului Dirac D pe varietiti
Riemann compacte, spinoriale, orientabile (D* = A). Acest operator diferential eliptic
joacd un rol important in fizica-matematic3, topologie si geometrie; studiul siu este un
domeniu de cercetare actual prezentat intr-o serie de monografii ([Fr], [LM], [PR], [Ro]).
in prima parte a capitolului sunt studtate algebrele Clifford asociate unei forme pétratice
si reprezentirile grupului Clifford, grupului Pin si Spin. Este introdusi reprezentarea
complexd spinoriald §i inmulfirea Clifford. In continuare sunt prezentate proprietiti ale
fibratelor principale i fibratelor asociate. De asemenea, sunt studiate conexiunile in
fibrate principale. '

Pentru a defini global fibratul spinorial este introdusi notiunea de structurd
spinoriald asociatd unei varietiti Riemann, a clirei existenti este asigurati de anularea
celei de-a doua clase Stiefel-Whitney w, (M) = O. Pe o varietate spinoriald (M", g) se
introduce operatorul Dirac. In ce priveste spectrul, pentru n = 2 m, valorile proprii ale
operatorului Dirac sunt simetrice fatd de origine. Utilizind tehnicid Bochner sunt
demonstrate formula Schrodinger si formula Lichnerowicz.

In final sunt estimate valorile proprii ale operatorudui Dirac pe o varietate
Riemann spinoriald, compacts, orientabild. Este prezentati inepalitatea Friedrich. Este
introdus, de asemenea, operatorul twistor, care, intr-un anume sens, este complementar
operatorului Dirac. Sunt prezentate proprietiti ale spinorilor Killing si sunt determinate
conditiile necesare pentru existenta acestora. In finalul capitclului este prezentatd
covarianja conformi a operatorului Dirac.

Lucrarea se adreseazi studentilor de la Facultatea de Matematic3 din anii terminali
st celor de la Master, doctoranzilor §i cercetdtorilor.
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