PREFATA

In anul 1864, intr-un articol ap&rut in Journal fiir reine und angewandte -
Mathematik, matematicianul german Rudolf Lipschitz a studiat conditii de
convergenta ale seriilor Fourier pentru anumite clase de functii. In acest cadru
sunt considerate functii pentru care cregterea valorilor acestora este controlata
de cresterea valorilor argumentului. In anul 1876, Lipschitz publics, in Bul-
letin des Sciences Mathématiques, un articol in care studiaza problema Cauchy
pentru ecuatii diferentiale ordinare, unde impune asupra unei functii conditia
ca variatia valorilor sale si fie dominati de variatia valorilor celei de a doua
componente a argumentului, inmul{itd cu o constantd. Aceste doud lucriri
au impus comunititii matematice o noud temd de cercetare, anume teoria
functiilor Lipschitz. In anul 1919, intr-un articol apirut in Mathematische
Annalen, Hans Rademacher a demonstrat cid multimea functiilor Lipschitz,
o clasi intermediard Intre clasa functiilor uniform continue si clasa functiilor
diferentiabile, este destul de apropiati de aceasta din urma. Ne referim la fap-
tul ca orice functie Lipschitz, definitd pe un deschis din R", este diferentiabila
Fréchet aproape peste tot. Prin urmare, putem privi conditia Iui Lipschitz ca
pe o slibire a conditiei de diferentiabilitate.

Cartea de fat3 prezintd directiile in care incercirile de inlocuire a ipote-
zelor de diferentiabilitate cu cele de a fi Lipschitz au avut succes. Teoria
functiilor Lipschitz nu a constituit, pani in acest moment, obiectul nici unei
monografii, desi au apirut numeroase articole stiintifice cu aceastd tematica,
in cele mai prestigioase reviste de matematica.

Functiile Lipschitz apar in probleme de ecuatii diferentiale, teoria masurii,
teoria geometrici a integririi, geometrie diferentiald, analizd functionald si,
corespunzitor, in construirea unor modele matematice adecvate din mecanica,
fizica sau economie.

Prezent3m in acest sens un exemplu elocvent. Daci (X, d) este un spatiu
metric si e este un element fixat al siu, mul{imea functiilor Lipschitz definite
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pe X cu valori reale, care se anuleazd in e, este spatiu Banach relativ la norma
L(f)=inf{M 20| |f(z) — f(v)| € M - d(z,y), pentru orice z,y € X}

gt va fi notat cu Lipg(X). Prin moleculd pe X intelegem o functiem : X — R
cu suport finit gi avind proprietates

Z m(z) =0,

zeX

iar pentru elemente z,y din X, definim molecula

Mry = Plx} — Ply}-

Orice moleculd se exprima ca o combinatie liniars finit3 de molecule de forma
" Mzy. Pe muliimea moleculelor se definegte seminorma

n
i=1

§i se noteazi cu AE(X) completatul spatiului moleculelor pe X, modulo
elementele nule. AFE(X) se numegte spafiul Arens-Eells (vezi R.F. Arens,
J. Eells, Jr., On embedding uniform and topological spaces, Pacific Journal
of Mathematics, 6 (1956), 397-403). Spagiul AE(X) are o stransi legiturd
cu spatiul Lipg(X), In sensul ¢ AE(X) este predualul lui Lipg(X) (vezi
J.A. Johnson, Banach spaces of Lipschitz functions and vector-valued Lip-
schitz functions, Transactions of American Mathematical Society, 148 (1970},
147-169). Spatiul Arens-Eells furnizeaza cadrul ideal pentru studiul proble-
mei determindrii unui plan optimal de transfer al produselor de la un numér
dat de producitori, la un numir dat de consumatori (vezi L.V. Kantorovich,
G.S. Rubinstein, On a functional space and certain extremal problems, Dokl.
Akad. Nauk., SSSR, 115 (1957), 1058-1061).

Lucrarea contine 10 capitole.

Primul capitol prezinti generalititi despre functiile Lipschitz. Este pre-
zentati legitura dintre functiile cu derivate partiale mirginite gi functiile Lip-
schitz, intre functiile Lipschitz si cele cu variatie mirginit} si cele uniform
continue, intre functiile Lipschitz gi functiile convexe. in incheierea capitolu-
lui se prezintd un rezultat care precizeazi conditiile in care orice functie reali
continud, definitd pe un spatiu metric, este Lipschitz si este mentionati o
caracterizare a functiilor Lipschitz datorat3 lui Fihtenholt (si o generalizare a
acesteia datoratd lui W. Julian gi K. Phillips).

Il = int { 3 o] das, )
i=1 R
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In al doilea capitol este expusi celebra teoremi a lui H. Rademacher si
se mentioneazi unele generalizdri ale ei la cazul infinit dimensional, datorate
lui P. Mankiewicz, N.A. Aronszajn, R.R. Phelps si D. Preiss.

Capitolul al treilea are ca obiect de studiu derivatele generalizate si gradi-
entul Clarke. Sunt prezentate analoagele teoremelor clasice de analizd pentru
functii Lipschitz, datorate lui F. Clarke gi B.H. Pourciau: teorema de medie,
teorema, aplicatiei deschise, teorema aplicatiei inverse, teorema functiilor im-
plicite gi teorema rangului. De asemenea, este mentionat un rezultat al lui
S. Sciffer, referitor la existenta functiilor Lipschitz care nu sunt regulate in
nici un punct.

Cel de al patrulea capitol este consacrat echivalentei Lipschitz intre spatii
metrice. Este prezentat rezultatul lui I. Aharoni, care stabilegte ¢4 orice spatiu
metric separabil este Lipschitz echivalent cu o submultime a lui ¢, precum si -
remarca lui P. Assouad, legatd de acest rezultat. Sunt mentionate si alte
rezultate datorate lui P. Assouad, J. Luukkainen §i H. Mohaveni-Lankarani,
Kil-Woung Jun, Dol-Won Park.

Al cincilea capitol prezintd aplicatii ale partitiei LIP a unitatii, anume o
varianti LIP a teoremei lui Dowker, datoratd lui J. Luukkainen si J. Viiséla,
studiul distantei dintre o functie Lipschitz gi o multime de functii Lipschitz si
o teoremi de selectie LIP, toate datorate lui R. Miculescu.

In capitolul al gaselea sunt expuse doud rezultate care precizeaza conditii
in care ,lipirea” functiilor Lipschitz, respectiv local Lipschitz, este o functie
Lipschitz, respectiv local Lipschitz. Ca aplicatie, se prezintd o generalizare a
unui rezultat al lui Sze-Tsen Hu, datoratd lui R. Miculescu, care afirmi cd
in anumite conditii asupra domeniului si codomeniului doud functii Lipschitz,
care sunt omotope, sunt de fapt Lipschitz omotope.

Capitolul al gaptelea prezinti teoreme de extindere pentru functii Lip-
schitz. Dupi prezentarea rezultatelor clasice ale lui M.D. Kirszbraun si E.J. Mc-
Shane, se continui cu rezultatele lui J. Czipser gi L. Gehér, F.A. Valen-
tine, I.J. Schoenberg, T.M. Flett. In final, sunt mentionate rezultatele lui
E.J. Mickle, S.0. Schénbeck, A. Bressan, A. Cortesi, J. Luukkainen, J. Viisila,
R. Miculescu.

In capitolul al optulea sunt prezentate functiile Lipschitz ca functii de
aproximare. Este prezentaty o generalizare a lui R. Miculescu pentru un rezul-
tat clasic al lui G. Georganopoulos, care se bazeazd pe existenta partitiei LIP
a unititii, precum i alte rezultate datorate lui R. Miculescu gi M.C. Boiso.

Capitolul al nouilea este dedicat varietitilor Lipschitz. Sunt caracteri-
zate varietitile 1-Lipschitz conexe, apoi sunt prezentate rezultatele lui
J. Luukkainen gi J. Vaisila relative la scufundarea varietatilor Lipschitz finit
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dimensionale si ale lui I. Colojoari, privind scufundarea varietdtilor Lipschitz
modelate Intr-un spatiu Hilbert separabil, precum si un rezultat al lui R. Micu-
lescu, privind imersia LIP a varietitilor Lipschitz modelate pe anumite spatii
Banach.

in capitolul al zecelea se studiazi problema punctelor fixe pentru functii
Lipschitz. Sunt prezentate rezultatele lui L. Deng si P. Ding, K. Goebel si
W.A. Kirk, J. Gérnicki si M. Kriippel, gi LifSic. Sunt mentionate de asemenea
rezultatele lui R. de Marr si Milog Zahradnik, privind punctele fixe comune a
doua functii Lipschitz care comuti la compunere.,

In acest volum se prezint4 toate rezultatele (despre care am cunogtint)
privitoare la teoria functiilor Lipschitz, apdrute, pand in anul 2002, in prin-
cipalele reviste din literatura de specialitate. Deoarece numérul acestora este
mare, am decis si prezentfm numai enuntul unora dintre ele. Motivele care au
stat la baza acestei selectii sunt de doui feluri. Primul, care priveste intregul
capitolul 3, este ci rezultatele respective au devenit deja clasice gi, ca atare,
am considerat ci este suficienti, pentru completitudinea prezentirii, o enu-
merare a lor, neinsotitid de demonstratii, mai ales ci acestea sunt, adeseori,
foarte lungi. Cel de al doilea motiv se referd, in special, la rezultatele cuprinse
in paragrafele intitulate ,Alte rezultate”. El consts in caracterul complemen-
tar al acestora, aducand insi informatii suplimentare importante referitoare
la tematica discutati.

Pentru unele notiuni matematice se folosesc, in mod uzual, mai multe
notatii. In acest caz am folosit notatiile utilizate de ciitre autorii rezultatului
discutat,

Mul{umesc domnului academician profesor dr. Romulus Cristescu pen-
tru incurajarea constant3 pe care am primit-o din partéa domniei sale in tim-
pul elabordrii acestei cirti, domnului profesor dr. Ion Colojoard, care mi-a
indrumat primii pagi in studiu} teoriei functiilor Lipschitz, precum si dom-
nilor dr. Gheorghe Grigore si dr. Mihai Sabac, care au avut amabilitatea si
citeasci manuscrisul si ale ciror observatii gi sugestii au imbunétaiit conside-
rabil nivelu! stiintific al acestuia.

Lector Univ. dr. Radu Miculescu





