INTRODUCERE

A. Niscut la 17 decembrie 1842 la Nordfjordejet in Norvegia, Marius
Sophus Lie a studiat matematica la Christiania (actualmente oragsul Oslo).
fn 1865 trece examenul de profesor pentru invitdmantul secundar, gi intrd in
contact cu lucririle lui Iulius Pliicker asupra complexelor de drepte, fapt care
avea si-i reveleze vocatia pentru cercetare. Primeste o bursi de cilitorie si,
in 1869, pleaci la Berlin, unde il intalnegte pe Felix Klein (1849 - 1925); cei
dot vor dura o lungi si fructuoasi prietenie gi colaborare. Astfel, ei pleacd
la Paris unde descoperi lucririle lui Evariste Galois (1811 - 1832) gi Camille
Jordan (1838 - 1921), care 1i influenteazi profund; lucreazs impreuns in teoria
invariantilor, in Analizd si Geometrie diferential¥ si se pare ci din aceasts
perioadd dateazi ideile lui Lie asupra grupurilor de transform#ri. Intr-un’
memoriu comun din 1870, Lie si Klein studiazi sistematic subgrupurile cu
un parametru ale grupului proiectiv al planului si orbitele acestor subgrupuri
("curbele W”) regiisind astfel, in cadrul teoriei grupurilor, proprietiti ale
curbelor clasice (y = c¢- 2™, spirala logaritmics, etc.).

La declangarea r#zboiului franco-prusac (1870), Klein se intoarce in Gér-
mania, iar Lie pleacd (pe jos!) in Italia. Este arestat din gregeal¥ ca spion
german si incarcerat, pani la interventia lui Gaston Darboux (1842 - 1917),
care il disculpi.

In ianuarie 1871 este numit profesor la un colegiu din Christiania; in ace-
lasi an isi sustine teza de doctorat la Universitatea din Christiania,
intitulatd: ” Asupra unei clase de transformari geometrice”. Lucrarea pune
bazele teoriei transformarilor de contact (care generalizeazs simultan trans-
formirile geometrice punctuale si transformarea prin polare reciproce). In-
cepand cu 1872 lui Lie i se creeazi o catedry la Universitatea din Christiania,
pe care o va ocupa pand in 1886, datd la care Lie este chemat la Leipzig ca
profesor de matematicy (la catedra lui Klein) si ca director al Institutului de
Geometrie.

Teoria grupurilor Lie a fost construits incepdnd din 1873, pe cand Lie
era la Christiania; ajuns la Leipzig, Lie colaboreaz¥ cu Erns Engel la demon-
strarea teoremelor fundamentale ale teoriei sale.

Numit profesor extraordinar la Christiania, Lie moare in 1899, la citeva
luni dup¥ intoarcerea in tari; numele siu rimane profund legat de teoria
grupurilor Lie, teorie central¥ in matematica modernd, la intersectia



analizei, algebrei si geometriei si fundamentald pentru modelele actuale ale
fizicii teoretice.

In afara acestei contributii majore trebuie amintitd si abordarea de cétre
Lie a”problemei spatiului”, care i-a adus autorului, in 1898, premiul Lobacevski
decernat de Universitatea din Kazan pentru cercetiri de Geometrie, de
preferintd neeuclidiani.

Henri Poincaré (1854 - 1912) analizeazi astfel opera lui Lie: ” Lie a
cercetat in ce mod sd se combine diferitele miscdri posibile ale unui sistem
oarecare, sau mai general, diferitele transformdri posibile ale unei figuri.
Dacd se considerd un anumit numdr de transformdri §i se combind acestea
in toate modurile posibile, mullimea tuturor acestor combinatii va forma un
grup. Fiecdrui grup % corespunde o geometrie §i a noastrd, care corespunde
grupului deplasdrilor unui corp solid, nu este decdt un caz foarte particular.
Dar toate grupurile ce se pot imagina vor poseda anumite proprietdti comune,
care limiteazd capriciul inventatorilor de geometrii; aceste proprietdii au fost
cele pe care Lie le-a studiat toatd viata .

B. Ideea de grup, dominants in matematica modern, pare a fi demult
prezentd in geometrie , implicatd in conceptul intuitiv de migcare rigidi.
Definirea riguroasi a notiunii de grup apartine matematicianului francez E.
Galois, care a utilizat-o in teoria rezolvirii ecuatiilor algebrice prin radicali.
Aplicatii ale notiunii de grup in geometrie se intalnesc la A. Cayley (1821
- 1895) si J. Sylvester (1814 - 1897). Introducind notiunea de geometrie
cu grup fundamental, F. Klein a formulat in 1872 celebrul sfu ” Program de
la Erlangen”, conform ciruia, geometria este mulfimea figurilor si a propri- |
etdtilor invariante fatd de un anumit grup de transforméri.

Lie abordezd studiul general al grupurilor de transforméri, care depind
continuu de r parametri si actioneaz4 intr-un spatiu cu n dimensiuni. Tratatul
sdu ” Theorie der Transformationsgruppen” (T. I, I, III, Leipzig 1889, 1890,
1893) publicat in caloborare cu F. Engel, contine un studiu sistematic al
problemei, in anumite conditii de analiticitate. Prezentim pe scurt ideea lui
Lie dupd G. Vrénceanu (1900 - 1979), [77] si M. Tarin¥ (1932 -1992), [73].

In spatiul numeric R™ al variabilelor !, se considers o familie G, de
transformdéri S, ce depind de parametrii a', ..., a" i sunt date de ecuatiile:

(0.1) Y= iz, 22, .z al,a?, ey @), (Sg)

unde f1,..., f* sunt functii analitice. In raport cu operatia de compunere
(prin definitie asociativ#) familia G, formeaz¥ un grup, adici:
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i) produsul a dou transforméri din familie apartine familiei, deci

(V)Sa,Sb eG,=> SaSb =35, € G,.

ii) familia G, contine transformarea identics, Sy € G- .
iii) orice transformare S, € G, admite o inversd 5, ! si aceasta apartine

familiei, deci:
(V) S, € G,,(3) S;' € Gy cu 5,8; = 8;18, = So.
Parametrii ¢!, ..., ¢" ai transformarii produs S, = 5,5, sunt dati de relatiile:
" = pMal, ...,a", b, . 7)), he {1,2,...,7}

unde functiile ¢, ©?, ..., ¢" sunt, de asemenea, presupuse analitice.

Daci in formulele (0.1) functiile din membrul drept se dezvoltd in serii
de puteri intr-o vecinitate corespunzitoare transformirii identice (obtinute
pentru a! = ... = a” = 0) se obtine :

. o 1.
v =z 4+ &a + Eﬂlkahak + ...
In acest mod se pun in evidents operatorii diferentiali (ai ” transformdrilor

infinitezimale” ):

0
ort ’

despre care se aratd ci satisfac ecuatiile de structuri :

(0.2) Xn=2¢,

he{1,2,..r}

[Xh7 Xk] = C;sz,

unde in membrul sting figureazd paranteza Poisson a operatorilor (0.2),
iar cj, sunt constante numite constantele de structuri.

Intrega teorie a lui S. Lie se Abazeazéi pe proprietitile operatorilor (0.2)
si ale constantelor de structurf. In dezvoltarea ei se pot distinge mai multe
etape:

I. Etapa clasics, caracterizati prin contributiile aduse de S. Lie si unii
dintre elevii s3i, dintre care amintim pe F. Engel, W. Killing, L. Maurer, A.
Mayer, K. Umlauf, F. Schur. In toate aceste cercetiri, grupul G, se identi-
fick cu sistemul operatorilor X}, in baza rezultatelor obtinute privitoare la
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determinarea unui grup prin acesti operatori sau prin constantele de struc-
turd (Teoremele lui Lie). Se rezolvd unele probleme legate de structura unui
grup Lie. Astfel, plecand de la studiul ecuatiei caracteristice asociate unei
transformairi infinitezimale a unui grup, Killing obtine clasificarea cunoscut#
a grupurilor Lie simple. Se descoper# apoi rolul pe care grupurile integrabile
(rezolubile) il joacs in integrarea ecuatiilor diferentiale, rol analog grupurilor
rezolubile din teoria lui Galois. Rezultate pe aceastf linie au obtinut E.
Picard, E. Vessiot, E. Levi, L. Bianchi.

II. A doua etapd in dezvoltarea teoriei grupurilor Lie este marcati de
cercetirile lui Elie Cartan (1869 - 1951), incepand cu teza sa de doctorat:
” Sur la structure des groupes de transformations finis et continue ” (Paris,
1891), publicatd in anul 1894. In teza sa de doctorat, E. Cartan reia multe
dintre rezultatele anterioare completandu-le si demonstrandu-le intr-un mod
riguros. Ca si in alte capitole ale geometriei diferentiale, E. Cartan aplici in
studiul grupurilor Lie metoda reperului mobil, elaborat¥ ca un instrument
general de studiu. Astfel, dacd pe varietatea M actioneazi grupul de trans-
forméri G, atunci in raport cu un reper fix (absolut) Ry cu originea in punctul
z € M, unei transformiri S, € G ii corespunde un reper R, cu originea in
Sa (z). Deplasarea infinitezimalX a reperului R, la o variatie infinitezimal¥ a
parametrilor a = (a") corespunde transformarii S!S, 4, §i este determinati
de formele Pfaff w®(a,da), numite componentele sale relative.

Acestea dau variatia coordonatelor unui punct fix fat de R prin sistemul

(0.3) dz’ + ) " w'(a,da)X,z* = 0,
s=1

care, prin natura problemei, trebuie s¥ fie complet integrabil. Conditiile de
integrabilitate ale sistemului (0.3) se scriu sub forma

1 r
(0.4) dw’® = 5 Z Cpg® Nw?

pg=1

unde dw® este diferentiala exterioary a lui w®. Conditiile (0.4) se numesc
ecuatiile de structuri Maurer-Cartan.

III. A treia etaps in dezvoltarea teoriei grupurilor Lie este etapa actuali.
Cercetirile actuale igi au originea in cele mai sus mentionate si au evoluat in
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doud directii importante: -

III;. Algebrizare. O structurd de bazi care s-a degajat din studiul
grupurilor Lie a fost aceea de algebri Lie, termenul fiind introdus in anu]1'939
de geometrul H. Weyl (1885 - 1955) in legaturi cu teoria reprezentirilor.
Existd o stransi legaturd intre proprietitile unui grup Lie si cele ale algebrei
sale Lie. Aceasta este furnizat¥ de aplicatia exponentiald, multe dintre
rezultatele clasice putand fi ugor interpretate in acest sens. De altfel, studiul
general al algebrelor Lie constituie un capitol special al algebrei multiliniare,
cu multiple si interesante aplicatii. O algebri Lie peste corpul K este o
K —algebri L inzestratd cu o operatie K —biliniari Lx L — L, (z, y) — |z, y]
care satisface proprietatile:

[z,9] +[y,2] = 0, (V)z,yeL
[z, [y, 2]l + [y, [z, 2]l + [z, [z, )] = 0, (V)z,y,z€ L.

Mentiondm c# multe dintre proprietitile algebrei Lie a unui grup Lie
decurg nemijlocit din teoria clasici, fiind mmplicit continute in acestea.

III;. Globalizare. In primele decenii ale secolului nostru se pun si se
rezolvd diferite probleme legate de topologia grupurilor Lie. Astfel, a 5-a
problemd a lui D. Hilbert (1862 - 1943), din lista prezentat la Congre-
sul Mondial al matematicienilor tinut la Paris in 1900, se referd la posi-
bilitatea de a construi teoria grupurilor Lie firi ipoteze de derivabilitate
asupra functiilor de compunere. Rezultate partiale in aceastd directie au
fost obtinute de citre L. Brouwer, pentru grupurile abeliene. Ulterior J. von
Neumann rezolvi problema pentru grupuri nilpotente (in 1933), iar L. Pon-
treaghin pentru grupurile compacte (in 1934). Alti matematicieni au ciutat
o rezolvare a problemei in conditii mai generale. Cercetdri in acest sens au
fost intreprinse de A.Gleason, D. Montgomery, L. Zippin [36]. Unul dintre
rezultatele obtinute, considerat ca o rezolvare satisficitoare a problemei lui
Hilbert are urm#torul enunt:

"Un grup continuu, conez, local conex, local compact si de dimensiune
finitd este un grup Lie”.

In prima Jumditate a secolului nostru intreaga teorie a grupurilor Lie a fost
reconsideratd din punctul de vedere al structurilor matematice de baz§. Ast-
fel grupurile topologice au fost studiate de O. Schreier in 1925. In deceniul al
patrulea, odati cu elaborarea conceptului de varietate diferential¥, notiunea
de grup Lie se defineste intr-un mod general si intrinsec. Este vorba de un
grup G, care are o structurs de varietate analiticy real¥ astfel tncat operatia
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grupald
GxG—-G, (z,y)—zy

este aplicatie analitici.

In acelasi context se precizeazi ideea de actiune a unui grup Lie intr-o
varietate analitics, revenind astfel pe un plan superior la notiunea de grup
Lie de transformairi considerat la inceputul teoriei.

Aceastd viziune este in acord cu spiritul actual potrivit cdruia matematica
actuald se caracterizeazi prin studiul structurilor mixte: algebrice, topologice
si diferentiale. Studiul actiunii unui grup Lie intr-o varietate analitics se leags
strans de unele probleme de topologie si geometrie diferentials, ca de exemplu
de teoria spatiilor simetrice ale lui E. Cartan sau de aceea a spatiilor omogene.
Existd, de altfel, importante aplicatii ale grupurilor si algebrelor Lie in diverse
ramuri de gtiintd (mecanicd analitics, teoria particulelor elementare, etc.).

In tara noastrs cercetiri legate de teoria grupurilor Lie au fost intreprinse
de profesorul Gheorghe Vrinceanu si unii dintre elevii sii.

Astfel, Gh. Vrinceanu a enuntat o serie de teoreme privind grupurile Lie,
finite si continue, in care, printre altele, a precizat num#rul N — n, pe care
l-a numit clasa grupului G, din grupurile Lie finite gi continue.

In lucrarea ” Clasificarea grupurilor Lie de rang zero” (”Studii si cercetiri
matematice”, vol. I. fasc. I, 1950, p. 46-86), Gh. Vr#nceanu continui si
adéncegte cercetéirile lui Killing gi Umlauf. Astfel, Gh. Vrinceanu, pornind
de la ecuatiile de structur# ale unui grup G, scrise sub forma stabiliti de Car-
tan si folosind metoda tensoriald, aduce la forme canonice anumite mirimi
ce se formeazi din tensorul de structuri al grupului.

Interpretind apoi din punct de vedere grupal cazul in care vectorii sunt
nuli, Gh. Vrinceanu rezolvi problema clasificirii grupurilor Lie de rang zero.
Metoda aceasta a fost apoi folositi de A. Dobrescu la clasificarea grupurilor
Lie reale cu patru parametrii.

In legaturd cu transformirile generate de r transformairi infinitezimale
asociate unui grup Lie G,, Vrinceanu a demonstrat teorema: ”Partea conezrd
a grupului centro-afin Gy este in intregime generatd de transformdri
infinitezimale”.

Mention&m si faptul ci Gh. Vrinceanu si I. Matei au efectuat clasificiri
ale algebrelor Lie reale de dimensiune 4, respectiv 5, prin metode directe.

Alte rezultate interesante obtinute de Gh. Vrinceanu sunt legate de
grupurile discrete de migciri ale spatiilor euclidiene sau cu curbur constanti.

Dintre rezultatele referitoare la grupurile de misciri ale spatiilor Riemann
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pot fi citate cele obtinute de Gh. Vrinceanu si K. Teleman. Plecand de la

- studiul lui Vrinceanu despre grupurile de migcare tranzitive ale spatiilor V4,

" K. Teleman a studiat grupurile de migcare tranzitive ale spatiilor riemanniene

Vs. K. Teleman a numit spatiu V, separabil, un spatiu Riemann V, al
cirui grup de migcare are ca invariant dou# sau mai multe sisteme Pfaff.
Apoi a stabilit teorema: 7 Conditia necesard gi suficientd ca un spajiu V,
cu grup de migcare tranzitiv sd fie separabil este ca grupul de stabilitate al
unui punct din V,, sd fie reductibil 7. in continuare K. Teleman a clasificat
spatiile Riemann Vj cu grupuri de migc#ri tranzitive. Aratd, de exemplu, c&
in spatiul euclidian F5 existi un singur grup neseparabil G3; de asemenea,
aratd ci spatiile V5 nu pot avea un grup tranzitiv cu 8 parametrii.

Intr-un alt memoriu (publicat in 1954), K. Teleman a aritat ci spatiile
simetrice V5,()), studiate anterior de Gh. Vrinceanu, sunt spatii ale lui
Riemann ireductibile V5,, cu curburd variabild, avind un grup maxim de
migciri cu p? + 2p parametrii.

In ceea ce priveste grupurile de migc#iri ale spatiilor cu conexiune afini,
amintim rezultatele obtinute de Gh. Vri#nceanu, V. Dumitras, M. Tarin.

In ultimii ani au ap#rut lucrsri referitoare la grupurile si algebrele Lie-
Banach. In tara noastri grupurile Lie-Banach au fost studiate de Gh.
Gheorghiev, A. Bejacu [4], M. Craioveanu.

Recent, G. Pripoae [61] a stabilit urm#toarea teoremi: ” Fie G un grup
Lie coner de dimensiune n > 3 . Presupunem cd pentru orice doud cmpuri
stdng invariante X si Y, cdmpul [X,Y] este o combinatie liniard de X
$t Y. Atunci orice metricd pseudo-riemanniand stdng invariantd pe G are
curbura sectionald constantd”. Acest rezultat constituie o generalizare a unor
teoreme bine cunoscute ale lui Milnor (in cazul Riemann) [31] si Nomizu (in
cazul Lorentz) [48].

Rezultate privind algebrele de deformare asociate unui grup Lie au fost
obtinute de A. Bejancu [6] si L. Nicolescu [41]. Caracteriziri ale metricilor
pseudo-riemanniene bi-invariante pe un grup Lie au fost obtinute de L. Nico-
lescu [42].

Pseudoconexiuni pe un grup Lie au fost studiate de V. Obideanu [61).

Monografia de fatd este rodul cursurilor optionale de Grupuri Lie tinute
de autor in ultimii 25 ani la Universitatea Bucuresti. Ea prezinti rezultatele
fundamentale dintr-un domeniu care cunoaste o perioadd de reinflorire. Pe
capitole, cartea contine:

1. Generalititi asupra grupurilor si algebrelor Lie (subgrupuri cu un
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parametru, aplicatia exponentialy).

2. Subgrupuri Lie (teorema Cartan, teorema Chevalley).

3. Operatori diferentiali sting invarianti pe grupuri Lie.

4. Algebra infiguritoare universals a unei algebre Lie (teorema Birkhoff-
Witt).

5. Determinarea unui grup Lie de citre algebra sa Lie (formula Campbell-
Hausdorff, teorema fundamental) a lui Lie).

6. Reprezent#ri de grupuri Lie. Aplicatii la grupurile Lie semi-simple.

7. Grupuri Lie de transformdri (spatii omogene, teoremele lui Lie).

8. Conexiuni liniare si pseudoconexiuni invariante pe un grup Lie
(conexiunile Cartan-Schouten, conexiuni invariante pe spatii reductive).

9. Metrici pseudo-riemanniene bi-invariante pe grupuri Lie (teorema lui
Nomizu, teorema lui Milnor, teorema lui Pripoae).

10. Structuri aproape simplectice si structuri aproape complexe stang
invariante pe grupuri Lie (teorema Medina-Revoy).

Ultimele trei capitole sunt in mare misuri inedite, ele oglindind pre-
ocupdri ale autorului de a investiga proprietitile geometrice (conexiuni,
curburd) ale grupurilor Lie.

Unele rezultate au ap#rut pani acum doar in periodice, iar sinteza lor
Intr-o monografie reprezinti o premiers.

Demonstratiile sunt foarte detaliate, iar numeroase exemple si exercitii -
completeaz in mod armonios textul.

Cartea se adreseaz3 in primul rand studentilor facultiitilor de matematici
din anii terminali §i cercetitorilor. Cu putin efort, cartea este accesibil} gi

fizicienilor teoreticieni si tuturor celor interesati intr-o abordare riguroasi si
sistematicd a grupurilor Lie.
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