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Spatiile neolonome si conexiunea lui Vranceanu
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Spatiile neolonome au fost introduse de G. Vranceanu in doua lucrari publi-
cate in C.R. Acad. Sci. Paris, t.183 (1926), p. 852-854 si p. 1083-1085. O
expunere detaliatd a spatiilor neolonome a fost facutd ulterior in monografia Les
espaces non-holonomes et leurs applications mécaniques, aparuta in 1936 la editura
franceza Gauthier-Villars in Paris si in tratatul Lectii de geometrie diferentiala,
vol.IT (1964). In limbajul geometriei diferentiale actuale, un spatiu neolonom este o
varietate diferentiabila M inzestrata cu o distributie (diferentiabila) sau, cu alte cu-
vinte, un subfibrat V' al fibratului TM care nu satisface conditia de integrabilitate.
Conditia de neintegrabilitate a distributiei V' revine la a spune ca spatiul sectiunilor
subfibratului V' nu este stabil fata de paranteza Poisson. In 1976, la 50 de ani de
la introducerea spatiilor neolonome, s-a tinut la Iagi o Conferinta Nationala care a
marcat evenimentul. Academia Romana a publicat Lucrarile Conferintei Nationale
de Spatii Neolonome (Editura Academiei, 1979) in care sunt prezentate rapoarte
de sinteza asupra teoriei spatiilor neolonome.

In aceastd not# ne vom referi numai la un concept din aceasta teorie, conceptul
de conexiune Vranceanu pentru un spatiu neolonom (distributie neintegrabild pe o
varietate). Vom indica cateva din lucrarile unor cercetitori in geometria diferentiala
care au folosit acest concept.

Fie V o distributie (neintegrabild) pe o varietate diferentiabila M inzestrata
cu o conexiune liniard D. S& notdm cu V' o distributie suplementara, deci avem
TM =V +V’'. Notdm cu v si v/ proiectorii asociati celor doud distributii V,
respectiv V/. Conexiunea Vranceanu este o conexiune liniard V pe M, definitd prin

VxY =vDyxvY + ' Dy xv'Y + vt X, 0Y] 4+ v'[vX,0'Y] (1)

unde X si Y sunt campuri vectoriale pe M.

Proprietatea geometrica remarcabila a conexiunii Vranceanu V este ca distribu-
tiile V' si V'’ sunt paralele in raport cu V. In alte cuvinte, daca se transporta prin
paralelism cu conexiunea Vranceanu un vector oarecare din V' (sau din V’) in lungul
unei curbe oarecare pe M, vectorul nu iese din distributia V' (respectiv V).

Un studiu local (folosind metoda congruentelor) al conexiunii V este prezen-
tat in vol. II al tratatului citat mai sus. Formularea invariantd (1) a conexiunii
Vranceanu a fost consideratd pentru prima oara de S. ITanus, in lucrarile publicate
in C.R. Acad. Sci. Paris, t.272 (1971), p. 784-735 si Kodai Math. Sem. Reports,
28 (1971), p. 303-310.
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Cativa ani mai tarziu, in colaborare cu Iulian Popovici, am considerat conceptul
de V-conexiune (care este o conexiune partiald) in lucrarea On the Vrdanceanu’s
nonholonomic connections, An.St. Univ.Al.I Cuza,lagi,t.26(1980), p.389-393).

Un studiu interesant asupra prelungirii unei conexiuni Vranceanu la spatiul
total T'M al vectorilor tangenti la o varietate M a fost realizat de Renzo Caddeo
(in prezent profesor la Universitatea din Cagliari, Italia) intr-o lucrare aparutd
in Rev. Roumaine Math. Pures Appl., t.24 (1979), p.839-345). Mentiondm ca
lucrarea a fost elaboratd cand R. Caddeo era in Romania cu o bursa C.N.R.(Italia)
acordata pe o perioada de 2 ani ca sa faca cercetare sub conducerea profesorului
G. Vriinceanu. In colaborare cu Paola Matzeu, el a mai publicat o lucrare in care
se ocupd de conexiunea partiald Vranceanu (in revista Rend. Sem. Fac. Sci.
Univ. Cagliari,49 (1979), p.331-341). Studiul V-conexiunilor pe TM a fost facut
de A. Cabras si P. Matzeu intr-o lucrare publicatd in Bull. Math. Soc. Sci. Math.
Roumanie, 27 (1983), p.203-213. Mentionam ca R. Caddeo, A. Cabras si P. Matzeu
erau atunci asistenti la Departamentul de Geometrie de la Universitatea Cagliari,
condus de profesorul Ettore Picasso (care a facut o vizitd in Roménia pentru a
participa la o comemorare a lui Gh. Titeica din 1979), unul din numerosii prieteni
italieni ai prof. G. Vranceanu. O lucrare interesanta a fost ficuta de P. Matzeu in
studiul conexiunilor Vranceanu, asociate distributiilor canonice ale unei subvarietati
Cauchy-Riemann intr-o varietate Kéhler (An. Univ. Bucuresti., 36(1987), p.52-
54). Reamintim ca distributia olomorfd a unei subvarietati Cauchy-Riemann este
in general neintegrabila, deci definegte un spatiu neolonom in sensul lui Vranceanu.

La Universitatea din Bragov, Cornel Simionescu a studiat conexiunile Vranceanu
pe spatiul total al unei fibrari, in lucrarea publicata in Bul. Univ., 28 (1986), p.101-
105, iar G. Munteanu le-a studiat pe varietati Inzestrate cu structuri geometrice
nilpotente (idem, t.29 (1987), p.55-58).

G. Pripoae a publicat mai multe lucrari asupra conexiunilor Vranceanu, din
care mentionam o lucrare publicata in Revue Roumaine Math. Pures. Appl., 33
(1988), p.447-455 i lucrarea aparuta in revista italiand Riv. Mat. Univ. Parma,
12 (1986), pp. 195-201. N. Soare a studiat conexiunea Vranceanu intr-o lucrare
publicata in Istambul Univ. Ken Fak. Mat. Dev., 55/56 (2000), p.61-65.

O extindere a conceptului de conexiune Vranceanu la geometria spatiilor fi-
brate vectoriale a fost considerata de A. Bejancu, K. Duggal si S. Ianus in On the
Vranceanu connection aparuta intr-un volum dedicat Conferintei Nationale de Ge-
ometrie diferentiald i Topologie cu aplicatii in Fizica gi Tehnica (Inst. Politehnic
Bucuregti, Sci. Bull., t.58 (1991), p.89-49). K. Buchner, G. Baditoiu si S. Ianus
(Bull.Soc.Sci.Math. Roumanie, 41(1998), p.153-169) au aplicat teoria conexiunii
Vriinceanu la submersiile semi-Riemanniene. Intr-o lucrare recentd (nepublicati),
R. Escobales foloseste curbura conexiunii Vranceanu pentru a demonstra o teorema
a lui M. Gromov, care afirmi ca, in anumite ipoteze, numerele Pontriagin sunt nule.
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